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Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 


Neues  Material  und  neue  seit  dem  Erscheinen  der 
ersten  Auflage  gewonnene  Gesichtspunkte  gestatteten  für 
die  wiederholte  Herausgabe  nicht  den  einfachen  Wieder- 
abdruck, sondern  machten  eine  Umarbeitung  nothwendig, 
bei  welcher  neben  den  Kugelfunctionen  die  mit  ihnen  ver- 
wandten zu  berücksichtigen  waren.  Auch  wurden  grössere 
Zusätze,  wie  über  trigonometrische  und  über  hypergeome- 
trische Reihen  und  über  Kettenbrüche  hinzugefügt,  welche 
die  darin  behandelten  Gegenstände  weiter  führen,  als  es 
die  nächste  Veranlassung,  ihre  Beziehung  zu  den  Kugel- 
functionen, unumgänglich  verlangte.  Dadurch  ist  die  Ar- 
beit so  angewachsen,  dass  eine  Vertheilung  auf  zwei  Bände 
zweckmässig  schien. 


VI  Vorwort  aur  zweiten  Auflage 

Der  erste  hier  vorliegende  Band  giebt  als  selbststän- 
diges Ganzes  die  Theorie  der  Kugelfunctionen  und  der 
mit  ihnen  verwandten,  während  der  zweite,  welcher  sich 
auf  diesen  ersten  stützt,  die  Anwendungen  der  Theorie 
in  etwas  ausgedehnterem  Maasse  als  die  erste  Auflage  be- 
handeln wird. 
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Die  Einfahrung  der  Kugelfunctionen. 


§  1.  Die  beBchleunigende  Kraft,  welche  ein  System  materieller 
Paukte  P,,  P,,  P3,  etc.,  die  nach  dem  Newton' sehen  Gesetze  wir- 
ken, in  einem  Punkte  0  hervorbringt,  lässt  sich  nach  einem  folgen- 
reichen Satze  von  Laplace^)  durch  Differential<iuotienten  einer 
einzigen  Function  der  Coordinaten  von  0  analytisch  ausdrucken. 
Werden  die  Massen  der  materiellen  Punkte  durch  /u,,  /u,;  /u^,  etc. 
bezeichnet,  so  ist  jene  Function 

F  = -^'- 4- -^^  4- -^4-.... 
OP,  ^  OP,  ^  OP3  ^ 

Green  nennt  sie**)  das  Potential,  welches  zum  Systeme 

gehört  für  den  Punkt  0,  und  Gauss  behält  diese  Bezeichnung 

im  wesentlichen  bei  ***).   Eine  Entwickelung  der  einzelnen  Glieder 


*)  Mömoires  de  Math^matique  et  de  Physique,  tir^  des  registres  de  rAcad^mie 
royale  des  scienccs,  Anndc  1782.  Paris  1785:  Theorie  des  attractions  des  sph^roides 
et  de  la  fignre  des  planctes,  par  M.  de  la  Place  no.  IV  p.  123. 

**)  An  Essay  on  the  Application  of  mathematical  Analysis  to  the  theories  of 
Electricity  and  Magnctism.  Diese  Arbeit  von  Green,  nach  William  Thomson's 
Angabc  schon  im  Jahre  1828  veröffentlicht,  ist  von  W.  Thomson  im  Crelle*schcn 
Jonmal  Bd.  39,  44  nnd  47  mitgetheilt.  Im  44.  Bde,  no.  1,  S.  359  sagt  Green: 
...  we  have  ventnred  to  call  it  the  potential  fonetion  belonging  to  the 
System,  etc.  und  no.  4,  S.  363:  ...  the  potential  for  any  point,  nnd  später:  the 
valuc  of  this  fonetion  for  any  other  point. 

***)  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1839, 
Leipzig  1840:  Allgemeine  Lehrsätze  in  Bezug  auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse 
des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungs-Kräfte.  Gauss 
Heine,  Theorie  der  KageliaaetioneQ.    9.  Aufl.  X 
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des  PotentialB  f&hrte  zaerBt  Legendre,  wie  Jacobi  im  2.  und 
26.,  Dirichlet  im  17.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  *)  erwähnen, 
auf  die  Eugelfunctionen,  und  dadurch  gab  Legendre  den  Anstoss 
zu  den  tiefsinnigen  Untersuchungen  von  Laplace  tlber  die  Ent- 
wickelung  der  Functionen  zweier  Winkel**). 

sagt  dort  no.  3,  S.  4:  „...  werden  wir  uns  erlauben,  dieses  F  mit  einer  beson- 
deren Benennung  zu  belegen,  und  diese  Grösse  das  Potential  der  Massen, 
worauf  sie  sich  bezieht,  nennen/'  In  no.  6  spricht  er  sowohl  Ton  dem  Potential 
für  einen  Punkt  aU  auch  in  einem  Punkte.  Die  erwähnte  Abhandlung  findet  sich 
auch  im  5.  Bde  von  Gauss  Werken,  S.  195 — 242. 
*)   Seite  223,  82  und  35. 

**)    Mcmoires  de  Mathämatique  et  de  Physiquc,  prdsentes  k  l'Acaddmie  royalc 
des  Sciences  par  divers  savans,  Tome  X,  Paris  1785:    Le  Gendre,   sur  l'attraction 
des  Sph^roides;  femer  Mcmoires  de  Math^matique  et  de  Physique,  tires  des  registres 
de  l'Acad^mie  royale   des   sciences,  Anndc  1784,    Paris   1787:    Le  Gendre,   Re- 
chcrches  sur  la  figure  des  planetes.     Obgleich   die   berühmte  Arbeit  Ton   Laplace 
aus  dem  Jahre  1782,  welche  oben  erwähnt  wurde,  ausser  dem  Potentiale  auch  schon 
die  Kugelfunctionen   behandelt,   so   verhält  es   sich   doch  mit  der  Priorität  so  wie 
Jacobi  und  Dirichlet  angegeben  haben.     Die  Pariser  Akademie  gab  im  vorigen 
Jahrhundert  zu  einem,  höchstens  zwei  Bänden  vereinigt,  jährlich  ihre  Geschichte  und 
die  Abhandlungen  ihrer  Mitglieder  über  Mathematik  und  Physik  (d.  h.  Naturwissen- 
schaften im  weitesten  Sinne)  heraus.     Ausserdem   ver<»ifentlichtc  sie,   nicht  in  fest- 
bestimmten Zeiträumen  sondern  nach  Miissgabe  des  angesammelten  Materiales,   die 
Abhandlungen  der  Savans  dtrangers,  Arbeiten  welche  von  Gelehrten,  die  der  Akademie 
nicht  angehörten,   dieser  Gesellschaft   vorgelegt   waren.     Da  Legendre  1782  noch 
nicht  Mitglied  derselben  wur,  so  ist  erklärlich,   dass  seine  Arbeiten  verspätet  be- 
kannt wurden;  erst  in  der  Geschichte  vom  Jahre  1783,  S.  28  (gedruckt  1786)  wird 
unter  den  M^moir&s  approuv^  par  TAcad^mic,  en    1783,  et  dcstinds  par  eile  ä  ctrc 
imprimds   dans  le  Recueil   des  Savans -Etrangers  die  erste   Arbeit  von   Legendre 
(sur  Tattraction  des  Sphdroides)  genannt,  welche  im   10.  Bande  jener  Sammlung  auf- 
bewahrt ist.     Positiv   erfahren   wir    durch  Legendre   selbst   den  Sachverhalt,  — 
dass  nämlich  Laplace  das  Potential  eingeführt,  Legendre  die  Theorie  der  Kugel- 
functionen begründet  hat  —  durch  folgende  Stellen,  von  denen  die  erste  seiner  Arbeit 
über  die  Sphäroide  S.  123,  die  zweite  der  über  die  Gestalt  der  Planeten  S.  370  ent- 
nommen ist:  „Mais  on  y  parvient  ..  .  a  Taide  d*un  thcorenic  quc  M.  de  la  Place 
a  bien  voulu  nie  com  muniquer"  etc.  und  „  La  proposition  qui  fait  Tobjet  de 
ce  Memoire,  etant  demontnSe  d'une  maniere  beauconp  plus  savante  et  plus  generale 
dans  un  Memoire  que  M.  de  la  Place  a  dcjä  publid  dans  le  volume  de  1782,  je 
dois  faire  observer  quc  la  date  de  mon  Memoire  est  anterieure.  et  que 
la  proposition  qui  paroit  ici,  teile  qu'clle  a  dtc  lue  en  juin  et  juillet  1784,  a  donne 
Heu  a  M.  de  la  Place,  d'approfondir  cctte  matierc,  et  d'en  presenter  aux  Geometres, 
une  thdoric  compicte."     Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Untersuchungen  von 
Legendre   über  die  Kugelfunctionen   in  seinen  Exercices  und   in  dem  Traite   des 
fonctions  elliptiques,  die  von  Laplace  in  der  Mccaniquc  Celeste  Tome  II,  Li  vre  III; 
Tome  V,  Livre  XI ,    und    im  Supplement   au    5     volume    zum    grössten    Theil    ge- 
sammelt sind. 
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Es  seien  a?,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes 
O,  ferner  x  ,  yy,  Zy  von  P';  die  obige  Summe  besteht  dann,  ab- 
gesehen von  den  Massen  fn,  aus  Gliedern  wie 

T=  ^ '= 

}^^  xyy+  (y  -  yyy  +(a  -  ä,)* 

Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten,  wenn  man  nämlich  setzt 

aJ    =    rCOSÖ  Xy    =    TyCO^dy 

y  =  r  sinöcosi//        yy  =  r^  BmOyCOBxffy 

a  =  r  sind  sin  1/;        Zy  =  r^  sinöy  Bmtpy, 

wo  r  und  r^  positiv,  0  und  ö^  zwischen  0  und  n,  xfß  und  tpy  zwischen 

0  und  2n  genommen  werden,  verwandelt  sich  OPy  in  den  Ausdruck 

jfr^  —  2r  ry  (cos  ö  cos  dy  +  sin  ö  sin  6y  cos  (ip  —  i//y))  +  r  J , 
in  welchem  r  und  r^  die  geradlinigen  Entfernungen  der  Punkte  0 
und  Py  vom  Anfangspunkte  Ä  des  Coordinatensystems  bedeuten. 
Setzt  man  noch  den  Winkel  OÄPy  gleich  y^,  so  ist  yy  mit  den 
Winkeln  6  und  ip  durch  die  Gleichung 

cos  yy  =  cos  0  cos  öy  +  sin  6  sin  öy  cos  (i/;  —  tpy) 
verbunden  und  man  erhält 

T=    , ,^ 

yi.»__  2r  r^  cos  y^  +  r  J 

Die  oben  erwähnte  Entwickelung,  die  sich  bei  L  a  p  1  a  c  e  *)  und  L  e  - 

gendre**)  findet,  besteht  darin,  dassman  T  in  eine  nach  aufsteigenden 

Potenzen  der  kleineren  von  den  beiden  Grössen  r  und  r^  —  sie  sei  r^ 

—  und  nach  absteigenden  der  grösseren  geordnete  Reihe  entwickelt: 

der  Coefficient  von  — ^^  der  also  nur  von  cos  y^  abhängt, 

heisst  die  n"  Kugelfunction,  oder  die  Kugelfunction  n'^  Grades. 
Als  Functionszeichen  für  dieselbe  wird  hier,  nach  Dirichlet's 
Vorgange  ***),  P^*^  oder,  wo  eine  Verwechselung  mit  Potenzen  un- 
möglich ist,  P"  angewandt,  dem  noch  das  Argument  cosy^  in  Pa- 
renthese beigefügt  werden  kann,  so  dass  die  Kugelfunction 
durch  die  Gleichung 

♦1=00        fM  ,    ^ 

n=ü   ' 


*)    M^moircs  de  Math,  et  de  Phjs.  etc.  Ann^  1782,  no.  10,  p.  138. 
^    Savana  ^trangers,  Tome  X  no.  10,  p.  419. 
*'^)    Grelle,  Journal  f.  Mathematik  Bd.  17:  Sur  Ics  sdries  dont  le  terme  g<^ndral 
dopend  de  deux  angles,  et  qui  servent  k  exprimer  des  fonctions  arbitraires  entre  des 
limites  donn^es,  p.  35. 
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eingeführt  wird,  also  mit  Hülfe  einer  erzeugenden  Function.  Den 
fertigen  Ausdruck  von  P*  als  ganze  Function  n*^  Grades  von  cosy^ 
findet  man  im  §  4. 

§  2.  Durch  Differentiiren  der  Function  T  ergiebt  sich,  dass 
sie  der  partiellen  Differentialgleichung 

d'T      d'T      d'T  _ 

genügt,  die  sich  nach  Einführung  der  Polarcoordinaten  in 

d\rT)   ,      1      ^G^^^äJ-)   ,       1       ö^^n 
^     dr'     "*"sinö      "~d6  +"sm*ö    dxfj'  "" 

verwandelt.  Setzt  man  in  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  für  T 
die  nach  absteigenden  Potenzen  von  r  geordnete  Reihe  ein,  so  ent- 
steht auf  derselben  eine  neue  Potenzreihe.  Da  ihre  Summe  ver- 
schwinden soll,  so  muss  jedes  Glied  für  sich  verschwinden  und 
P^*^(cosyy)  genügt  daher,  was  auch  Oy  und  tfßy  sein  mögen,  der 
Differentialgleichung 

Unter  den  unendlich  vielen  Lösungen  dieser  Gleichung  zeichnen 
sich  die  von  Laplace  vorzugsweise  betrachteten  aus,  welche  wie 
P"(cosyv)  ganze  Functionen  von  cosö,  sinöcosi//,  sinösin?^  sind. 
Es  wird  sich  später  zeigen*),  dass  jede  solche  Function  durch 
Addition  aus  2n  +  l  Kugelfunctionen  P"(cosyy)  erzeugt 
werden  kann,  die  man  vorher  mit  geeigneten  Constanten  multi- 
plicirt  hat.    Jede  von  diesen  Lösungen  hat  also  die  Form 

JS   iMKP"(cosy^), 

wenn  die  fj.  diese  Constanten  bezeichnen,  und  jeder  Winkel  y^  das- 
selbe d  und  tp,  nur  verschiedene  dy  und  tpy  enthält  Alle  diese 
Lösungen  tragen,  als  Summen  einer  endlichen  Anzahl  von  Kugel- 
functionen, auch  den  Charakter  derselben  und  führen  den  gleichen 
Namen;  wo  es  nöthig  ist  kann  man  sie  noch  von  den  P  als  all- 
gemeine Kugelfunctionen  unterscheiden. 

Wird  in  den  bisherigen  Formeln  0y  =0  gesetzt,  so  reducirt 
sich  cosy».  auf  cosö  und  P^^^cosy^)  auf  P^"\cosö),  so  dass  P^"\cosö), 
da  es  unabhängig  von  \ff  ist,  ein  Integral  der  Gleichung 

♦)    li  Theil,  §  77,  J. 
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giebt  *),  in  welche  (a)  ftir  ö^  =  0  übergeht. 

§  3.  In  dem  ersten  Theile  wird  P  als  Function  von  cosy^ 
betrachtet,  ohne  Rücksicht  auf  die  Zusammensetzung  dieses  Argu- 
ments aus  0,  tfß,  Or,  tpy,  und  in  diesem  Sinne  sagt  man,  er  handle 
ttber  die  Eugelfunctionen  von  einer  Veränderlichen.  Im 
zweiten  Theile  tritt  P  als  Function  der  Veränderlichen  auf,  von 
welchen  yy  abhängig  gemacht  wird,  und  zwar  zunächst  von  6,  xp, 
nachher  aber  auch  von  den  durch  Lama  eingeführten  elliptischen 
Coordinaten,  wodurch  der  Weg  zu  den  Functionen  eröiinet  ist, 
welche  ich  in  meinen  Arbeiten  die  Lam^'schen  Functionen 
nannte,  bei  denen  sich  die  Eigenschaften  der  Kugelfunctionen 
wiederfinden,  so  dass  die  letzteren  als  specielle  Fälle  der  ersteren 
angesehen  werden  können. 

Ein  Grenzfall  verdient  eine  eigene  Untersuchung,  der  näm- 
lich, in  welchem  die  Stellenzahl  n  unendlich  gross,  zugleich  der 
Winkel  y  unendlich  klein  und  zwar  von  solcher  Ordnung  wird, 
dass  n.y  endlich  bleibt.  In  diesem  Falle  geht  die  Kugelfunction 
in  die  von  Fourier  eingeführte  Function  über,  welche  man  bis- 
weilen als  die  B esse T sehe  bezeichnet,  die  man  aber  auch  Cy- 
linderfunction  nennen  kann,  da  sie  beim  Kreiscy linder  eine  ähn- 
liche Rolle  spielt,  wie  die  Kugelfunction  bei  der  Kugel. 

Es  treten  auch  Functionen  auf,  die  sich  ebenso  zu  den  Lame- 
schen  verhalten  wie  die  vorerwähnten  zu  den  Kugelfunctionen. 
Auf  ihre  Bedeutung  weise  ich  hin,  indem  ich  sie  als  Functionen 
des  elliptischen  Cylinders  von  den  erstgenannten  des  Kreis- 
cylinders  unterscheide.  Man  wird  sie  bei  Untersuchungen  über 
die  Schwingungen  elliptischer  Platten  oder  über  das  Potential  eines 
elliptischen  Cylinders  anzuwenden  haben.  Ueber  dieselben  wird 
hier  zum  ersten  Male  gehandelt  (§  103 — 106  und  109). 

Andererseits  werden  die  Kugelfunctionen  nach  verschiede- 
nen Richtungen  hin  verallgemeinert,  und  zwar  zunächst, 
indem  statt  des  reellen  Argumentes  cos^^  ein  complexes  auftritt, 
wodurch  der  Charakter  der  Function  sich  nicht  wesentlich  ändert. 

Wie  man  aus  (6)  ersehen  kann  ist  P"(cosö)  ein  Integral  einer 

*)    Die  Gleichungen,  welche  in  itieäein  Paragraphen  vorkommen,  findet  man  bei 
Laplace  in  den  Memoiren  von  17ö2,_S.  133  u.  f. 
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liuearon  DiiTerentialgleicliung  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  das 
Argument  cosö,  deren  Losungen  durch  hypergeometrisclie  Reihen 
gegeben  werden,  und  P  ist  selbst  eine  (endliche)  hypergeometrische 
Reihe.  Eine  Anzahl  von  Transformationen  und  Eigenschaften  der 
Kugelfunctionen  sind  nichts  anders  als  specielle  Fälle  von  allge- 
meinen, die  sich  auf  alle  hypergeometrischen  Reihen  beziehen. 
Diese  bleiben  selbstverständlich  noch  bestehen,  wenn  n  nicht  mehr 
eine  ganze  positive  Zahl  vorstellt,  sondern  wenn  n  eine  belie- 
bige reelle  oder  complexe  Zahl  bezeichnet.  Kann  auch 
eine  solche  Verallgemeinerung  im  Folgenden  schon  darum  nicht 
fehlen,  weil  die  für  imaginäre  Wcrthe  von  n  entstehenden  Func- 
tionen, wie  Herr  Mehl  er*)  gezeigt  hat,  bei  dem  Kegel  und  an- 
deren Körpern  in  ähnlicher  Art  auftreten  wie  die  Kugel-  und  Cy- 
linder- Functionen  bei  der  Kugel  und  dem  Cy linder,  so  darf 
man  doch  nicht  vergessen,  dass  eine  Reihe  von  eigenthümlichen 
Eigenschaften  der  Kugelfunctionen  darauf  beruht,  dass  sie  ganze 
Functionen  ihres  Arguments  sind.  Sofern  aber  die  Allgemeinheit 
einen  besseren  Einblick  gewährt  soll,  ebenso  wie  da  wo  sie  für 
bestimmte  Anwendungen  erforderlich  ist,  auch  der  Fall  eines  be- 
i^      liebigen  n  in's  Auge  gefasst  werden. 

Im  dritten  Theile  tritt  flir  T  ein  allgemeinerer  Ausdruck  auf, 
nämlich  eine  ganze  Potenz  dieser  Grösse  und  zugleich  werden 
die  drei  Coordinaten  x,  y,  3  durch  eine  grössere  Anzahl 
von  Veränderlichen  ersetzt,  wodurch  gleichfalls  neue  Gesichts- 
punkte entstehen,  die  hier  soweit  Berücksichtigung  finden,  als  sie 
Interesse  darzubieten  scheinen.  Unter  den  Functionen,  die  ich  in 
diesem  Zusammenhange  als  Lame' sehe  bezeichnen  musste,  treten 
die  von  Lamö  selbst  eingeftlhrten  (ellipsoidischen)  als  zur  zweiten 
Ordnung  gehörig  auf,  und  die  Kugelfunctionen  als  solche  L am 6 'sehen 
zweiter  Ordnung,  in  denen  zwei  Constanten  einander  gleich  werden, 

während  dem  coswö,  der  mit  P"(cosÖ)  vielfach  verknttpft  ist,  in 
diesem  Zusammenhange  die  erste  Ordnung  zugetheilt  werden  muss. 
So  lange  man  sich  mit  der  Anziehung  von  solchen  Massen  be- 
schäftigte, welche  Kugeln  erfüllen  oder  auf  Kugelilächen  ausge- 

*,  Borchiudt,  Journal  f.  Math.  Hil.  G8  S.  134:  Uebcr  die  Verlheilung  der 
stutischon  EIcctricitUt  in  einem  von  zwei  Kuj^clkulottun  begrenzten  Körper;  ferner  im 
Jabretibcricht  des  Gymnatiinmä  zu  Elbiiig,  Ostern  1870:  Uebor  eine  mit  den  Kugel- 
und  Cylinder-Functioneu  verwandte  Fnuetiun  und  ihre  Anwendung. 
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breitet  sind,  reichten  die  merkwürdigen  Entwickelungen  von  La- 
place  zur  Lösung  der  Aufgaben  vollständig  aus.  Wo  in  Arbeiten 
über  Kugelfnnctionen  gehandelt  wurde,  war  vor  der  ersten  Heraus- 
gabe dieses  Handbuches  das  wesentliche  Ziel,  diese  Entwickelungen 
abzuleiten  und  sie  so  fest  zu  begründen,  vne  es  ihre  Bedeutung  er- 
fordert und  es  gab  daher  nur  eine  Theorie  der  Functionen  von 
La  place  aber  nicht,  in  dem  heutigen  Sinne,  der  Kugelfunctionen. 
In  meiner  Inaugural- Dissertation*)  und  später  im  Grelle'schen 
Journale**)  zeigte  sich  (was  zu  erwähnen  Lama  bei  seiner  Arbeit 
über  das  Gleichgewicht  der  Wärme  in  einem  Rotationsellipsoid***) 
nicht  Gelegenheit  gefunden  hatte),  dass  die  sogenannten  „vollstün- 
digen''  Aufgaben  über  die  Anziehung  der  Rotationsellipsoide  sich 
gleichfalls  durch  Anwendung  der  Kugelfunctionen  lösen  lassen,  dass 
hier  an  die  Stelle  der  positiven  Potenzen  von  den  Radii 
vectores,  die  bei  den  entsprechenden  Aufgaben  für  die  Kugel  vor- 
kommen, gleichfalls  Kugelfunctionen  treten,  während  die  ne- 
gativen Potenzen  durch  ein  zweites  Integral  von  (6)  er- 
setzt werden  mussten,  welches  nicht  nur  ähnliche  Eigenschaften 
wie  das  erste  besitzt,  sondern  auch  mit  diesem  in  eine  Wechsel- 
beziehung tritt.  Ich  habe  mir  erlaubt,  dies  als  Kugelfunction 
zweiter  Art  einzuführen.  Für  die  Gestaltung  einer  Theorie  der 
Kagelfunctionen  im  Handbuche  war  es  wesentlich,  dass  die  Zu- 
sammengehörigkeit der  Functionen  erster  und  zweiter  Art  hervor- 
gehoben und  verfolgt  wurde;  eine  ähnliche  Behandlung  und  Be- 
zeichnung hat  man  später  auch  bei  anderen  Functionsarten  mit 
Vortheil  angewandt. 

Der  Name   Kugelfunction   ist   von   Gauss   eingeführt t)j 


*)    De  uequationibiis  nonnulliä  diifcrentialibiis.     Bcrolini,  1842. 
**}    Bd.  2C:  Ueber  einige  Aufgaben,  welche  auf  partielle  DifTereutialgleichungen 
führen. 

•♦♦)    Liouville,  Journale  de  Mathematiqueä  T.  IV,  S.  351—385. 

t)  Diese  Angabe  beruhte  in  der  früheren  Auflage  auf  einer  mündlichen  Mit- 
cbeiluiig,  die  ieh  Dirichlet  verdankte.  Alä  ich  dus  Vorliegende  niederschrieb,  im 
Jahre  1875,  hatte  Herr  Schering  die  Güte,  mir  die  Stelle  zu  bezeichnen,  an  welcher 
(iaui^ä  die  Benennung  einführt.  Sie  ist:  Güttingischc  gelehrte  Anzeigen,  6.  Stück, 
10.  Januar  1828,  S.  55  und  5t>.  (in  dem  jetzt  erachieneneu  G.  Band  von  Gauss 
Werken  S.  G48.)  In  der  Anzeige  der  „Connaissance  des  tenis,  ou  des  mouvemens 
cck'ätcs  a  l'nsage  des  astrouomes  et  des  navigateurs  pour  Tan  1829;  publice  par  le 
bureau  des  longitudes.  J82ti''  und  zwar  des  Aufsatzes  von  Toissou  ,, Ueber  die  An- 
ziehung der  Sphäroide**  sagt  Gausa:  „Die  erstere  (Abtheiiung)  beschäftigt  sich  mit 
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und  ursprünglich  in  einer  sehr  allgemeinen  Bedeutung  gebraucht 
worden;  man  findet  ihn  in  der  heutigen  Bedeutung  von  Kugel- 
function,  sclbstverBtändlich  nur  der  ersten  Art,  in  zwei  Arbeiten 
aus  dem  Nachlasse^)  von  Gauss. 

Die  Herren  Thompson  und  Tait  haben  in  ihrem  werthvoUen 
Werke**)  diese  Functionen  harmonische  zubenannt,  und  noch  ausser- 
dem eine  etwas  abweichende  Bezeichnung  gewählt,  welche  der  Art 
entspricht,  ^vie  sie  dieselben  eiuflihren.  Bei  ihnen  ist  nämlich  räum- 
liche hai-monische  Kugelfunction  eine  homogene  Function  von 
^9  y>  5,  welche  der  Gleichung 

genügt;  sie  heisst  vollkommen  oder  unvollkommen,  je  nachdem  sie 
im  Endlichen  endlich  bleibt  oder  auch  unendlich  wird;  sie  heisst 
Kugelflächenfuuction  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  mit  dem  Ra- 
dius l,  so  dass  man  in  dieser  Nomenelatur  unsere  Kugelfunction 
erster  Art  P  eine  vollkommene  harmonische  Kugelflächenfunction 
nennen  müsste. 

Wo  es  für  die  Geschichte  der  Entwickclung  von  Bedeutung  ist 
oder  wo  es  sich  um  irgendwie  erhebliche  Untersuchungen  handelt 
habe  ich  die  Quelle  angegeben,  aus  der  ich  schöpfte,  habe  nur  da 
eine  solche  nicht  aufgesucht  oder  angemerkt,  wo  Formeln  auf- 
treten, die  jeder  Mathematiker  ableitet  sobald  er  deren  bedarf.  Die 
Zahl  derer,  welche  in  neuerer  Zeit  die  Theorie  wahrhaft  bereicherten, 
ist  zwar,  wie  sich  hierbei  zeigt,  nicht  allzu  gross;  doch  war 
manche  Verbesserung  und  Vervollständigung  in  mehr  formalen 
Dingen  zu  verzeichnen,  besonders  an  solchen  Stellen,  welche  eine 
Bekanntscliaft  mit  den  schwierigeren  Uutersu(*hungen  niclit  ver- 
laugten.   In  Betreff  meiner  früheren  Angabe,  es  sei  der  Ausdruck 

der  Entwickclung  der  Kugelfunctioncn  (so  möelitcn  wir  die  Functionen  zweier  vcr- 
:indcrlichcu  Grössen,  die  aUgemein  jeden  Punkt  einer  Kugelflüclie  bestimmen,  nennen) 
in  Reiben,  die  nach  einem  bekannten  von  den  Analysten  vielfach  behan<ielten  Gc- 
seUe  fortschreiten,  und  ist  mit  der  diesem  Geometer  eigcuthündichcn  Eleganz  durch- 
geführt .  .  .     Gegenwärtige  Anzeige  ist  im  August  v.  J.  geschrieben." 

*)  Gaus«  Werke,  T).  Bd.  S.  C30  „Kugelfunctioncn  [1]'*  und  S.  G31  .,[2]  Geonic- 
trifscbe  Bedeutung  der  Kugelfunctioncn'*.  In  der  ersten  von  diesen  Arbeiten  ge- 
braucht Gauss  den  Ausdruck  reine  Kugell'unctiouen. 

**)  Handbuch  der  theoreti^chen  Physik.  Deutsche  Uebcrset/ung  von  Dr.  H. 
Heimholte  und  G.  Wertheini:  Biaunschweig  1871.  M.  vcrgl.  I.Band,  1.  Theil; 
Zu.tätze  zum  ersten  Ca|)itel,  B,  S.  löG. 
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von  ^"(008  0)  durch  die  hypergeometrischen  Reihen  b,  c,  d  des  8  ^h 
von  denen  die  ersten  beiden  sofort  aus  einer  allgemeinen  Formel 
von  Legendre  *)  folgen,  einer  Arbeit  von  Dirichlet**)  entnommen, 
theile  ich  aus  dem  recht  brauchbaren  Buche  von  Herrn  Tod- 
hunt er***)  mit,  dass  diese  Formeln  schon  in  Murphy 's  Treatise 
on  Electricity,  Cambridge  1833  vorkommen.  In  Folge  einer  gtttigen 
Mittheilung  des  Herrn  Her  mite  hatte  ich  bereits  den  in  der  ersten 
Auflage  vorgekommenen,  übrigens  weit  verbreiteten  Irrthum  be- 
richtigt, dass  eine  Gleichung  von  fundamentaler  Wichtigkeit  (§  6, 
Gl.  3),  die  wirklich  von  ßodrigues  gefunden  ist,  von  Ivory  und 
Jacobi  herrühre,  ehe  ich  aus  dem  Werke  des  Herrn  Todhunter, 
Historj^  of  the  theories  of  attractions  etc.  No.  1187  u.  1889,  S.  248 
u.  249  ersah,  dass  er  dort  berichtigt  wird. 

Indem  neben  die  Kugelfuuctionen,  denen  dies  Werk  gewidmet 
ist,  noch  eine  Anzahl  von  specielleren  und  allgemeineren  gestellt 
wurde,  war  es  nicht  meine  Absicht,  alle  diese  Functionen  er- 
schöpfend zu  behandeln,  sondern  vielmehr,  sie  als  verwandte  dar- 
zustellen, und  durch  das  Allgemeine  das  SpecioUere  zu  beleuchten. 
Von  den  hierher  gehörigen  Formeln,  deren  Anzahl  sich  in  den 
letzten  Jahren  stark  angehäuft  hat,  wählte  ich  vorzugsweise  solche 
aus,  welche  dem  angeführten  Gesichtspunkt  entsprechen,  oder  nach 

*j    Exercices  T.  IL  no.  25,  §  172. 
*•)    Grelle,  J.  f.  Math.  Bd.  17,  1837,  S.  39-  40. 

***)  Eleincntary  Treatise  on  Laplucc*»  Fonetionö  etc.  London,  1875.  Fj*  »ei 
mir  gestattet,  die  nicht  übliche  Art  zu  erwähnen,  in  der  Herr  Todhunter  das  Hand- 
buch benutzt  hat.  In  dem  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Math.  7.  Bd.,  Jahr- 
gang 1875,  Berlin  1877,  S.  21)0— 291  linde  ich  folgende  Stelle,  an  welcher  der  Herr 
Kcf.  »ich  hierüber  au.säpricht:  „Dic^^c  Benutzung  anderer  Arbeiten  geht  aber  etwas 
%ieit.  So  sind  speciell  in  der  Theorie  der  Kugeli'unctionen  Abschnitte  aus  dem 
Heine'schen  Handbuch  der  Kugelfftnctiouen  fast  wörtlich  übersetzt,  ohne  dass  der 
Verfoseer  dies  angiebt,  z.  B.  die  Capitel  über  Keltenbrüche  und  mechanische  Qua- 
dratur; in  letzterem  ist  sogar  ein  einer  Gauss 'sehen  Arbeit  entnommenes  Zahlen- 
beispiel, das  Herr  Heine  abgekürzt  wiedergiebt,  genau  in  der  Heine'schen  Form 
enthalten.  Derartige  Stellen,  in  denen  Herr  Todhunter  nur  eine  freie  Ueber- 
^ctzung  aus  Abschnitten  des  Heine'schen  Buches  giebt,  finden  sich  in  grosser 
Anzahl.** 

Das  Werk  des  Herrn  Todhunter  und  einige  andere  Veröftentlichungen  haben  mich 
veranlasst,  sowohl  im  Vorhergehenden  näher  auf  meinen  eigenen  Antheil  an  der 
Entstehung  und  Ausbildung  einer  Theorie  der  Kugelfunctionen  einzugchen,  als  auch 
im  Folgenden  an  verschiedenen  Stellen  manche  Untersuchungen  und  Uesultate  aus- 
drücklich als  von  mir  herrührend  zu  bezeichnen. 
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Hubjectivem  Ermessen  diejenigen,    welche  besonders '  nützlich  für 
verschiedene  Untersuchungen  schienen. 

Bei  der  Darstellung  habe  ich  geglaubt,  an  solchen  Stellen, 
welche  Leser  voraussetzen,  die  mehr  als  elementare  Kenntnisse 
besitzen,  besonders  in  den  Zusätzen,  mich  kürzer  fassen  zu  dürfen. 
Auch  wechselt  die  Strenge  in  der  Durchführung  nach  der  Natur 
des  Gegenstandes,  sowohl  mit  Rücksicht  auf  die  Kürze  als  auch 
deshalb,  weil  manche  Untersuchungen  überhaupt  noch  nicht  mit 
voller  Strenge  durchgeführt  worden  sind.  Auf  den  Inhalt  von  Ab- 
handlungen aus  der  neuesten  Zeit  bin  ich  nur  kurz  eingegangen, 
da  dieser  Band  bereits  in  den  ersten  Monaten  des  Jahres  1876 
wesentlich  vollendet  war,  und  seine  Herausgabe  nur  durch  andere 
Arbeiten  verzögert  wurde. 


I.  Theil. 

Die  Kugelfuiictionen  einer  Veränderlichen. 

Erstes   Kapitel. 

Verschiedene  Formen  der  Kugelfunction. 

§  4.  Die  Kugelfunction  wurde  im  §  1  S.  3  durch  eine  er- 
zeugende Function  eingeführt,  nämlich  durch  Entwickelung  der 
positiven  Grösse 

in  welcher  a  und  x  reell  und  kleiner  als  1  sind,  nach  aufsteigen- 
den Potenzen  von  a. 

Um  die  Function  selbst  darzustellen,  entwickelt  man  T  nach 
dem  binomischen  Lehrsatze;   bekanntlich  stellt  die  Reihe 

{a)  ...     1  +  -j- 5+  —  j  2~    ^  +•••» 

so  lange  v  und  ;5  reell  sind  und  letzteres  unter  1  liegt,  gerade  die 
positive  v^''  Potenz  von  1  -{- »  dar.    Daher  wird 
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(6)...     T=l  +  4«(2x-a)+   J;|a\2ar-ay  +  ..., 

8o  lange  wie  a(2a:  — a)  unter  1  liegt.  Man  löse  nun  die  Paren 
thesen  auf,  und  ordne  darauf  nach  Potenzen  von  a.  Diese  Ver- 
rttekung  der  Glieder  ist  gestattet,  sobald  die  Reiben  absolut  con- 
vergent  sind,  d.  b.  aueb  dann  nocb  eonvergent  bleiben,  wenn  für 
jedes  Glied  sein  Zablwertb  gesetzt  wird.  Sind  ß  und  y  die  Zabl- 
werthe  von  a  und  x^  so  wird  diese  Bedingung  erfüllt,  wenn  die 
Ueihe 

^+^J(2ß  +  y)\~   J-'l  ß'C^ß]-yr-\"" 

oonvergirt,   d.  b.    wenn    a   so   klein   ist,   dass  die  beiden  Zablen 
a{2x-_\_(i)  unter  1  liegen. 

Sammelt  man  die  Glieder,    welcbe  in  eine  bestimmte  Potenz 
von  a,  die  w*'',  multiplicirt  sind,  so  ergiebt  sieb  .. 


1  «X         -^^ 


(-;...     t    {x)^       i.2.3...;i       V       2.(2/1-1)^ 

fi(«~l)(ti-2)(/*~a)  _      N 

■^      2.4.(2w-l)(2w-8)  "'J' 

üiese  Gleiebung  (2)  soll  als  Definition  der  Kugel- 
function  /^"^ar)  betrachtet  werden,  es  mag  x  reell  oder  ima- 
ginär sein,  so  dass  P^^^^x)  eine  ganze  Function,  genau  vom  w'*^"  Grade, 
von  X  ist. 

Imaginär  beisst  bier  jede  complexe  Zabl  a-\-bi^  gleicbgtiltig 
ob  a  gleich  Null  oder  von  Null  verschieden  ist.  Wird  speciell  der 
Fall  a  =  0  betrachtet,  so  sagt  man,  die  Zahl  sei  rein  imaginär. 
Positiv  soll  eine  complexe  Zahl  a-\-bi  beissen,  wenn  ihr  reeller 
Theil  positiv  ist,  gleichgültig  welches  Zeichen  6  besitzt;  eine  rein 
imaginäre  Zabl  bi  beisst  positiv,  wenn  sie  auf  der  positiven  Axe 
des  Imaginären  liegt,  d.  b.  wenn  b  positiv  ist.    Nach  Cauchy  wird 

die  positive  Grösse  j/a*  +  6'  der  Modulus,  nach  Gauss  a'+6^  die 
Norm  von  a  +  W  genannt;  der  Modulus  einer  reellen  Zahl  ist  da- 
her ihr  Zablwertb.    Wir  bezeichnen  den  Modulus  einer  beliebigen 

Grosse  x  durch  c  fCx.   Statt  des  Functionszeichens  P^"^(x)  findet  man 

häufig,   vorzugsweise   in  französischen  Werken,  X^"^  oder  X«;    ich 
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werde  mich  in  geeigneten  Fällen  gleichfalls  des  Zeichens  X"  be- 
dienen. 

Specielle  Fälle: 

P'  =  l 

P'  ~x 

P'  =  »^^(x'-'i-x'  +  ^x) 
p'"(-x)  =  P'\xy,    P'"+'(-a;)  =  -P'"+*(x);     P»(l)  =  1 

/■'•(o)  =  (-.)-'-»;°:,f;-'> 

Die  drei  letzten  Ausdrücke  ergeben  sich  dareh  Einsetzen  von 
X  =  1  oder  a?  =  0  in  die  erzeugende  Function  und  ihren  Diffe- 
rentialquotienten nach  X. 

Der  wesentliche  Theil  der  Kugelfunction  ist  eine  hyper- 
geometrische Reihe.    Gauss  setzt  nämlich^) 

und  nennt  diese  Reihe  eine  hypergeometrische,  a^ß^y^x  das  erste, 
zweite,  dritte  und  vierte  Element.    In  dieser  Bezeichnung  ist 

"■'(')  =  ^f "f "'-K- 1.  ^.  *- ».  ^)-    • 

Ordnet  man  die  Reihe  nach  aufsteigenden  statt  nach  absteigen- 
den Potenzen  von  a?,  so^  erhält  man,  je  nachdem  der  Index  von  P 
gerade  oder  ungerade  ist,  die  erste  oder  zweite  von  den  folgenden 
Gleichungen: 

Erwähnung  verdient,  dass  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  nicht 
nur   dann  gleichzeitig   bestehen,   wenn  a  und  x   reell  sind,   und 

*)    Societatis   regiae  scientiarum    Gottingcnsiä   commcntationes  Tom.  II.  classis 

mathematicac  ad  a.  1812:  Disquisitionesgenerales  circa  .seriemintinitam  l-}-- — x-f-etc. ; 
oder  Gausd  Werke,  Bd.  III,  S.  125. 
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emtere«  in  den  angegebenen  Grenzen  liegt,  Rondem  auch  noch  für 
imaginäre  a  und  a;,  nur  vorausgesetzt,  da^R  die  beiden  Ungleich- 
heiten 

stattfinden.  In  der  Gleichung  (1)  ist  unter  T  der  Werth  mit  posi- 
tivem reellen  Theile  zu  verstehen;  der  Fall,  dass  T  rein  imaginär 
ist,  kann  nämlich  in  Folge  der  beiden  Ungleichheiten  nicht  eintreten. 

Denn  erstens  gilt  die  Gleichung  (1)  noch  für  imaginäre  Werthe  von  x 
wenn  nur  a  hinlänglich  klein  ist:  Die  hiuoniische  Reihe  (a)  convergirt  nämlich 
so  lange  t4(:^<i  !•  Hierhei  besitzt  l-{-2  einen  positiven  reellen  Thcil;  hringt 
man  es  in  die  trigonometrische  Form 

1  4"  Ä  =  ^(cos  qp  -\-  tsin  y). 

TT  71 

sr»  liegt  also  der  Hau])twertli  von  if  zwischen   —         und        •     Da  dip  Reihe 

gleich 

^  (cos  V  qp  +  »sin  V  y) 

wird,  wo  ^  eine  positive  reelle  Zahl  und  qp  bekanntlich,  wegen  der  Conti- 
Duität  der  Function  in  Bezug  auf  qp,  gerade  den  Hauptwcrth  bezeichnet,  so  wird 
wenn  v  wie  im  vorliegenden  Falle  (v  =  7- 4)  kleiner  als  1  ist  der  reelle 
Theil  ^''cosv<jp  das  positive  Zeichen  besitzen.  Die  Reihe  (6)  giebtalso,  so  lange 
c/(f(2aa? — a*)  <C  1»  in  der  That  die  Entwickelung  des  positiv  genommenen  Aus- 
drucks T. 

Femer  ist  die  Vertauschung  in  der  Anordnung  der  Glietler,  aus  den  oben 
angegebenen  Gründen,  sicher  gestattet,  so  lange 

also  finden  in  der  That,  von  c/^a  =:  0  an  bis  zu  einem  gewissen  Werthe 
von  cM  OL  bin,  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  zugleich  statt. 

Zweitens  kann  man  die  Grenzen  des  Wcrlhcs  von  c//^cr>  bis  zu  welchen 
hin  die  durch  (1)  und  (2)  bezeichnete  Entwickelung  stattfmdet,  weiter  rücken 
als  sie  sich  bei  der  Ableitung  ergaben,  wenn  man  für  T  in  (1)  seine  conli- 
nuirliche  Fortsetzung  nimmt.  Bleibt  nämlich  eine  Function  von  a  eindeutig 
und  conlinuirlich  für  alle  Werthe  von  a,  deren  Modulus  kleiner  ist  als  eine 
bestimmte  reelle  Zahl,  so  kann  sie  für  dieselben  Werthe  von  a  durch  eine 
nacli  ganzen  I^otenzen  von  a  geordnete  Reibe  dargestellt  werden.  Nun  ver- 
schwindet 

1— 2aar  +  a'  =  [l— a(a;  +  yi*^l)][l— a(j;  — }/i^l)| 

nie,  wenn  die  Moduln  von  «(x+yx* — 1)  unter  1  liegen  oder,  was  dasselbe 
ist,  wenn 

so  dass  die  conti nuirliche  Fortsetzung  von  Tfür  alle  a  mit  kleineren  Moduln  in  eine 
Polenzreihe,  also  in  die  durch  (1)  und  (2)  gegebene  Reihe,  entwickelbar  ist. 
Drittens  ist  die  continuir liehe  Fortsetzung  von  T  gleich  dem  W^crthe 
von  T  mit  positivem  reellen  TheUe,  da  für  keinen  dieser  Werthe  vtm  a  der 
reelle  Theil   von  T  Null,   d.h.   1  —  ^ax-^-a^   selbst   rein   reell   und    negativ 
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winl.  Ist  nnmljch  einer  von  den  Factoren  1  —  öf(a?+]  J?'— 1)  von'derFonn 
r(cosß  -{-tHiuO),  so  inüsslc  der  andere,  um  das  Producl  negativ  reell  zu 
machen  (wenn  wie  üblich  r  und  5  positiv  genommen  sind)  — s(cosd  —  isinö) 
sein.     Die  reellen  Theile  hätten  dann  entgegengesetzte  Zeichen»    während  doch 

in  der  That  beide  positiv  sind,  da  sogar  die  Moduln  von  ct(x-jr]^x* — 1),  nach 
xler  xVnnahme,  unter  1  liegen,  also  1  um  je  einen  der  reellen  Theile  ver- 
mindert positiv  bleibt. 

Man  kann  T  auch  dann  als  erzengende  Function  der  P  ansehen, 
wenn  a  hinlfinglich  grosB,  nfimlich  80  genommen  wird,  dass  es  den 
beiden  Ungleichheiten  

genügt,  und  man  nach  absteigenden  Potenzen  von  a  entwickelt. 
Es  ist  dann  P^(x)  der  Coefficient  von  «"""^ 

Denn  es  winl 

1  1  1 


T  = 


l/l  —  2ax  +  a*         o    J  —  - "^  -L    * 


aa 

n—n        i 


nfii  a*+'      ^ 
Die  Quadratwurzel  auf  der  linken  Seite  ist  so  zu  nehmen,  dass  aT  einen  po- 
sitiven reellen  Theil  besitzt,  also  für  ein  reelles  positives  a  selbst  positiv. 

Herr  G.  Bauer  in  München  hat  bemerkt,  dass  die  CoefBcienten 
der  verschiedenen  Potenzen  von  x  in  der  Kugelfunction,  wenn  sie 
auf  die  kleinste  Benennung  gebracht  werden,  im  Nenner  nur  Po- 
tenzen von  2  enthalten.     Man  kann  hinzufügen,  dass  sämmtliche 

CoefBcienten  von  4''P"(a?)  ganze  Zahlen  sind.  Hätte  man  femer 
die  v^  statt  der  —4*''"  Potenz  von  1— 2aa?4-a'  nach  Potenze» 
von  a  entwickelt,  so  würde  der  Factor  von  a**,  —  eine  Kugel- 
function höherer  Ordnung  —  mit  c^"  multiplicirt  nur  ganze  Coeffi- 
cienten  enthalten,  wenn  v  eine  rationale  Zahl  und  c  ihr  Nenner  ist. 
Dieses  folgt  unmittelbar  aus  der  Bemerkung  von  Euler*),  die 
man  in  einem  Briefe  an  Goldbach  findet,  dass  in  der  Entwicklung 

n 

von  '^l  —  ann  nach  aufsteigenden  Potenzen  der  Grösse  a  alle 
Coefficienten  ganze  Zahlen  werden,  welches  zu  besonderen  Be- 
trachtungen „Anlass  geben  kann". 

*)  Correspondance  mathdmatique  et  physique  etc.  publice  par  Fuss.  St.  Pdters- 
bourg,  1843,  T.  I.  Lettre  CXLII,  i».  557  (Berlin  d.  4.  December  1751).  Es  bedeutet 
n  bei  Euler  eine  positive  ganze  Zahl. 
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Dass  de'*  zu  einem  Exponoutcn    v  =         geluirige  ßiuoniiulro(>fti<'ienl 

c 


1      a(a —  c)(a  —  2c)...(a-—  w  -  1  c) 

c»  r72 . 3 .  77n 

mit  c*"  multiplicirt  eine  ganze  Zahl  sei,  zeigte  icli  im  45.  Bande  des  Crellc\scl)en 
Journals  S.  287—288  auf  folgende  Art: 

Es  sei  zuerst  p  eine  Primzahl,  welche  den  Nenner  1.2.3...it^ 
nicht  aher  zugleich  c  theilt.  Man  zeigt,  dnss  der  Zähler  des  Binomial- 
coefficienteD  durch  eine  gleich  hohe  oder  höhere  Potenz  von  p  thcilhar  ist  wie 
der  Nenner.  Dazu  ordnet  man  sowohl  die  Factoren,  welche  den  Zähler,  als 
auch  die,  welche  den  Nenner  ausmachen,  in  Gruppen,  deren  jede  p  auf  einandcr- 
folgendc  Zahlen  enthält,  die  erste  die  ersten  p,  die  zweite  den  (p+O**""  ^*^ 
2^'*^  Factor,  etc.  Nur  die  letzte  (iruppe  kann  weniger  als  p  Factoren  ent- 
hälteo,  wenn  nämlich  n  nicht  durch  p  theilhar  ist.  Alsdann  wird  in  jeder 
vollständigen  Gruppe  des  Nenners  erst  die  letzte  Zahl  durch  p  theilbar  sein,  in 
der  unvollständigen  keine.  In  jeder  vollständigen  Gruppe  des  Zählers  ist  genau 
eine  Zahl  durch  p  theilbar,  und  zwar  nicht  erst  die  letzte,  indem  die  Congruenz 

a — cz^O     modp 

in  jeder  vollständigen  Gruppe  eine  nicht  durch  p  theilbare  Wurzel  besitzt,  (in 
einer  unvollständigen  eine  solche  besitzen  kann).  Der  Zähler  besitzt  also  ebenso 
viele  durch  p  theilbare  Zahlen  wie  der  Nenner  oder  eine  mehr.  Gleiches  gilt 
fiir  die  nicht  nur  durch  p  sondern  auch  noch  durcii  höhere  Potenzen  von  p 
thcilbaren  Zahlen,  wie  man  durch  dasselbe  Verfaiiren  beweist,  indem  man  in 
Gruppen  von  p*,  p',  etc.  Zahlen  zerlegt,  so  dass  sich  alle  Potenzen  einer  Prim- 
zahl p,  welche  in  c  nicht  aufgeht,  aus  dem  Nenner  f^egen  die  im  Zähler  auf- 
tretenden fortheben,  und  nur  solche  Nenner  übrig  bleiben  können,  welche  mit 
c  einen  Theiler  gemein  haben. 

Zweitens  sei  p  eine  Primzahl,  die  c  theilt;  denkt  man  sich  v  in 
der  kleinsten  Benennung  gegeben,  so  theilt  also  p  nicht  zugleich  a.  In  dem 
Zahlsystem,  dessen  Grundzahl  p  ist,  geschrieben  sei 

n  =  x^+x,p  +  x,p'+--x,pS 

so  dass  also  alle  x  unter  p  liegende  nicht  negative  ganze  Zahlen  bezeichnen. 
Es  giebt  dann  unter  den  Zahlen  bis  n  im  ganzen 

x.p*  ^ -f"**- iP'"*  H h^tP  +  '^*     dunh  p,  davon 

x.p'-^-fx,    ip*   ^H fx,  ^     p\ 

*.P*-Hx.-ip*~*+—  ^    P'^ 

x,p  +  x*_i  „     p*~», 

X.  ^     P* 

theilbare  Zahlen,  daher  ist  der  Nenner  1.2.3...n  genau  durch  eine  Potenz 
von  p  theilbar,  welche  die  Summe  obiger  Zahlen  zum  Exponenten  hat,  d.  h. 
den  Exponenten 

p*-l    .  P*-'-l    ,         ,        P— 1    , 

-•■^3r+"'--lp3r+ •+^^  p-i  +^« 

besitzt.     Dieser  Exponent  ist  gleich 
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einer  Zahl,  welche  sich  als  p — 1'*^  Theil  der  Diflerenz  zwischen  n  und  seiner 
Quersumme  im  Zahlensystem  mit  der  Gnmdz;(hl  p  darstellt,  also  in  jedem  Falle 
kleiner  als  n  hleihl;  die  Potenz  von  p  lieht  sich  demnach  aus  dem  Binomial- 
coefficienten  nach  Multiplication  dasselhtm  mit  c^"  fort. 

Der  erwähnte  Satz  von  Euler  ist  aber  ein  ganz  specieller  Fall 

des  von  Eisenätein  gefundenen,  im  Monatsberichte  der  Akademie 

der  Wissenschaften  zu  Berlin*)  ohne  Beweis  veröffentlichten  Satzes. 

Nach  demselben  kann  eine  Reihe  mit  rationalen  Coefficienten  c 

y  =  Co+c,a;+c,a;'  +  -.. 

nur  dann  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  zwischen  x  und  y 

sein,  wenn  nach  Vertauschung  von  x  mit  einem  gewissen  ganzen 

Vielfachen   von  x  alle  Coefficienten    der  Reihe   filr  xy   in  ganze 

Zahlen  übergehen.     Man  findet  den  Beweis  dieses  Satzes  in 

dem  I.  Zusätze  zu  dem  ersten  Kapitel. 

§  5.  Für  /^"\aj),  welches  durch  eine  Reihe  gegeben  wurde, 
die  nach  ganzen  Potenzen  von  x  geordnet  ist,  lassen  sich  noch 
andere  Reihen  aufstellen,  welche  eine  einfachere  Form  annehmen, 
wenn  fürrr  eine  trigonometrische  Function,  nämlich  x  =  cosö,  ge- 
setzt Avird,  es  mag  0  reell  oder  imaginär  sein. 

Jede  Zahl  x  =  a-^bi  lässt  sich  durch  cos (^  —  ^t)  ausdrücken.  Hierzu 
sucht  man  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

«• + _'■_ = , 

(0  (O  —  i 

auf;  heide  sind  positiv  und  die  eine  hegt  üher  1,  die  andere  unter  1  (S.  u.). 
Die  positive  Quadratwurzel  aus  der  ersteren  heisse  r,  aus  der  zweiten  u.  Man 
hestimml  dann    q  und  q)  durcii  die  (ileicliungen 

Q  =  log(r + l^r*—  1 )         cos  q)  =  ±u 

wenn  y^r'  —  1  positiv  und  qp  so  gewählt  winl ,  dass  cos  q)  das  Zeichen  von 
a,  sin  ff  von  b  hesiliX. 

Denkt  man  sich  unter  a  und  6  die  Ahscisse  und  Ordinate  eines  Pimktes 
in  rechtwinkligen  Coordinaten,  so  heissen  r  und  u  die  elliptischen  Coor- 

*)  Juli  1S52,  S.  441 — 443:  Ucber  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  Reihcnent- 
^vickelungen  iiUer  algebraischen  Functionen.  Den  vollständigen  Beweis  desselben 
habe  ich  im  48.  Bande  des  Crelle*schen  Journals  S.  267 — 275  gegeben  in  der  Ab- 
handhing: Ueber  Entwickehmg  von  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  in  Potcnz- 
reihcn.  Neuerdings  ist  ein  eleganter  Beweis  von  llerni  Herrn ite  in  den  Procccdings 
of  the  London  Mathcmatical  Society,  Vol.  Vil,  No.  00  erschienen;  die  Bemerkung, 
welche  Herr  H.  J.  S.  Smith  dort  hinzufügt,  habe  ich  in  dem  Zusatz  zu  diesem 
Kapitel  unter  (a)  berücksichtigt. 
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dinaten  des  Punktes;  sie  sind  nämlich  die  grossen  Halhaxen  einer  Ellipse  und 
Hyperbel,  welche  sich  im  Punkte  (a^  6)  schneiden,  und  die  zwei  Punkte  +1 
zu  Brennpunkten  haben.  KUipsen  schneiden  confocale  Hyperbeln  unter  rechten 
Winkeln. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  beiden  Wurzeln  lo  wirklich  in  den  angegebenen 
iirenzeu  liegen,  kann  man  ein  Verfahren  anwenden,  durch  welches  sich  auch 
zeigen  lässt,  tiass  die  allgemeinere  Gleichung 

t  =  ^+--*^, +  --'''-+..• 

(ü—a      o)  —  ß       (ü  —  y 

(wenn  a,  b,  c,  etc.  a,  ß,  y,  etc.  reelle  Grössen  sind,  und  a>ß>y>  etc.) 
nur  reelle  Wurzeln  hat,  die  resp.  zwischen  oo  und  a,  o  und  ßy  ß  und  y^  etc. 
liegen.     Bringt  man  nämlich  die  gegebene  Gleichung  in  die  Form 

und  beachtet,  dass  die  linke  Seite  für  cti  =  oc,  1,  0  resp.  positiv,  negativ, 
positiv  wird,  so  ist  klar,  dass  eine  Wurzel  üher  1,  die  andere  zwischen  0  und 
1    liegt. 

Um  /^"\cosÖ)  zuerst  nach  CoBinus  der  Vielfachen  von  0 
zu  entwickeln,  bringt  man  T  in  die  Form 

entwickelt  jeden  Factor  für  sich  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 
und  bildet  dann  das  Product  der  beiden  Reihen 

1  +  4«^''^+ 44  "'^"''+*"' 

Der  Coefficient  von  a"  in  dem  Producte  muss  P^"^  sein,  so  dass 
man  erhält 

.  .  2. 4. 6... (2/0       /-> 

^  C«8«ö  +  ^^^_^  c08(«-2)Ö4-j  ^-^^7;-l)-(2^  C08(«-4)ö.  ..., 

wenn  die  Reihe  so  weit  fortgesetzt  wird,  bis  sie  von  selbst  abbricht. 
Es  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  wenn  man  abbricht,  ehe  die  Ar- 
gumente (n— 2)Ö,  (n— 4)Ö,  etc.  negative  Vielfache  von  6  sind,  und 
dann  bei  ungeraden  n  alle  Glieder,  bei  geraden  n  alle  ausser  dem 
letzten  doppelt  nimmt.  Da  P  eine  ganze  Function  von  eos^  ist, 
80  besteht  die  Gleichung  (a)  offenbar  für  reelle  und  imaginäre  6. 
Führt  man  eine  Grösse  ^  ein,  die  zu  x  dieselbe  Beziehimg  hat  wie 
COS0  —  tsind  zu  cosd,  indem  man  setzt 

Heine,  Theorie  der  Kugelfuiictioiieo.    2.  Aufl.  2 
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§•  5,  2 


2a:  =  H-S-» 


2}V~l  =  ^^-s, 


wobei  es  vorläufig  noch  gleichgKltig  bleibt,  welche  von  den  beidei 
Wurzeln  man  unter  y^;*  — 1  versteht,  so  ist  demnach 


2.4...(2ii) 


n^) 


^^'^  •••      1.3...(2n-l) 

^     L^^  l.(2ii-l)  ^  ^1.2.(2ft-l)(2«~3)^  ^    J 

Die  rechte  Seite,  durch  das  Zeichen  der  hypergeometrischen  Reih< 
ausgedrückt,  giebt 

l-FCi,  -II,  i-n,  r). 

Specielle  Fälle: 

P'  =  eosö 

P*  =  |cos2Ö+  i 
P*  =  |cos3Ö  +  |cosö 
P*  =  Hcos4Ö+^cos2Ö+^. 
Aus  dieser  Reihe,   welche  Laplace  und   Legendre*)    ent 
wickeln,  schliesst  der  Letztere,  dass  P,  so  lange  6  reell  ist,  seinei 
grössten  Werth  für  ö  =  0  erhält.    Da  aber  P(l)  =  1,  so  ist  de 
grösste  Werth,   welchen  P(cosÖ)  für  reelle    6  annehme] 
kann,  gleich  1. 

Andere  Ausdrücke  für  P,  die  nach  Potenzen  voi 
cos^d  und  sin  j0  geordnet  sind,  folgen  unmittelbar  aus  eine 
Formel  von  Legen dre  (M.  vergl.  S.  9),  nämlich 

(6)  . . .  P"(cosd)  =  P(«+ 1,  -n,  1,  sin*iÖ) 

(c)  . . .     (-l)"P"(cosÖ)  =  *lCn+l,  -n,  1,  cos'iö), 

von  denen  die  letztere  aus  der  ersteren  durch  Vertauschung  von  i 
mit  n—6  entsteht 

Um  die  erstere  zu  erhalten,  setze  man  für  1 — 2acosö4-o'  zunächs 
(1— i;j)*_|-4csin*^Ö;  dann  zieht  man  (1— a)'  heraus  und  findet 

*  1       2a      .  ,,^  ,  1.3      2V     .  .   ^ 

Das  Glied,  welches  hier  ä^  im  Zähler  hat,  hefert,  wenn  es  nach  au&teigendei 
Potenzen  von  a  entwickelt  wird,  nur  so  lange  einen  Beitrag,  welcher  mil  a 
multiplicirt  ist,  also  in  P*  vorkommt,  wie  v  nicht  n  überschreitet.  Wem 
y  :<  n^  80  ist  der  Beilrag,  mit  Anwendung  des  Gauss' sehen  Zeichens  11  aus- 
gedrückt, gleich 


*)    Memoire«  de  TAcaddinic  royalc  1782,  8.  142  und  1784,8.  376. 
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^     ^  n(n—v)nvnv      ^ 

Sammelt  man  alle  Beiträge,  so  entsteht  der  Ausdruck  (6). 

Der  Vollständigkeit  halber  werden  hier  noch  zwei  Reihen  flir 
die  Kugelfunction  hinzugefügt,  von  denen  die  erste,  welche  nach 
Potenzen  von  tang  ^6  geordnet  ist,  wie  Herr  Todhunter  erinnerte, 
bei  Murphy,  die  andere  im  wesentlichen  bei  Euler^)  vorkommt. 
Ihre  Ableitung  findet  man  im  §  9. 

(d)  ...    P"(co8Ö)  =  cos^»iÖf(-n,  -«,  1,  —  tang'lö) 

(e)  ...  P"(cosÖ)  =  cos-Ö  F(—  i«,  i  —  \n,  1,  -  tang'  0). 
Während  die  obigen  Ausdrücke  (a)  bis  (e)  endliche  Reihen  sind, 
welche  die  Kugelfunction  für  alle  Werthe  von  6  darstellen ,  so  ist 
dies  nicht  mehr  der  Fall  bei  der  folgenden  von  mir  angegebe* 
nen  Gleichung,  die  später  mehrfach  auftritt.  Man  hat  nämlich 
zwischen  ö  =  0  und  Ö  =  tt 

1.(m+1)    .    .    ,  „ .  ,     1.3.(n+l)(«+2)     ..,,.«,     \ 

Den  Beweis  dieser  Formel  findet  man  im  §  19.  Als  die  Quelle,  aus 
der  sich  (a)  bis  (e)  und  ähnliche  Reihenausdrttcke  ergeben,  wird  sich 
später  die  Differentialgleichung  erweisen,  welcher  die  P  genügen. 

§  6.  Die  Kugelfunction  entsteht  durch  wiederholte 
Differentiation  eines  einfachen  Ausdrucks;  es  ist  nämlich 

Beweis.    Differentiirt  man 

P«/^N  _  1.3...(2n-l)/  .  «(n-1)  ^  ,  \ 
^^''^-  1.2...«  C*"  2(2«-!)''  +'") 
nach  27,  so  tritt  n  vor  die  Parenthese,  und  in  den  Exponenten  so 
wie  in  den  Zählern  des  in  der  Parenthese  befindlichen  Ausdrucks 
verwandelt  sich  n  in  «—  1.  Nach  einer  zweiten  Differentiation  tritt 
noch  n— 1  als  Factor  vor  die  Parenthese,  und  in  den  Exponenten 
and  Zählern  der  Parenthese  ist  wiederum  n—l  statt  n,  also  in 
dem  ursprünglichen  Ausdruck  der  Parenthese  n  —  2  statt  n  zu 
setzen.     Umgekehrt,  integrirt  man  nach  x  zwischen  0  und  1,  so 

♦)  Ealeri  institntiones  calcali  integralis,  Ed.  III.  PetropoU  1824.  Vol.  I,  Sect.  I, 
Cftp.  VI,  probl.  33  (nicht  36,  wie  dort  irrthümlich  steht),  S.  160. 

2* 
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IT  «13.  sox  ';<£  MBL  sf:  ^  ]L-£>äTÖräv%  »^iDMt  aTitiocirL    Die»  irt 


IÄ£:  K'kiiiift*'  F<ffi»fej  '?•'  äffc»^  %x£  €EDe  Amikae  der  Kv^l- 


mT«i  Tveü&tu  nun  nzL  m  T-emrer  se  öc  Beie::'lia{nmp  rt  cifiner  Beceicimii&g.  sk 
Hj*r:  L .  I  c  '  ^ . .t .  ösr  Tii::ic  nnr  i.l^  aa^ffsieirtmeze:  FtRMier  ««cixuicx  AadL  ai^  Kcnim- 
uc  Laierior  iicicbpettfüikzu  Greieiiru^  in.  i  IBAiiäf-  fchifat  .'^minuär  >.  10;>  in  der  Ab- 
xuuiilhnjf  Sic  \t  öeveicijgieiijem  öe  ^—  fi2=— r^  ~t:  iicr  MM.  Itdtt  a  Jacobi 
^iriJiiii:  Qk  sierirrizrdurE  GSeidran^  dec  bsiöec  kssaeren  snacfarelhL.  Wie  wühdb  8.  9 
'waaas^  vn^üf:.  iiui  Herr  EeriLäie  iiemeria.  da»  die  Giöcbimg  T*  zneiB  rtm  Bo- 
L'ij^Liri-  {.'c^tteL  M£.  ixiäcsL  tiie  iL  öeafieL  Menioirc:  lOir  ''«»snuttioii  d»  i^iheraidei 
Turkazimn.  dar  äiö.  iz.  der  CorrcKjioxjäaiiM-  «mr  rernir  rrr.  iicü.  T.  m  S.  361 — SS6^ 
I'arü  l^'A,.  bemu^e^ieD  ^ol  EarLeTte  £xiäe;  Til  sJh  Iiaicr.  niuphcfaflx  fettED- 
foellei*.  M!:  nucL  er^ubm.  ba»  T»c:  den.  ISemoirt  fücL  die  Bem^i^unf  findet:  Ce  lle- 
muzr£  fc  eit  1fr  scje:  d'mie  tbis^e  tmiuennt  j^onr  if  IVicuirai.  devani  la  Facnhe  de« 
Scieno»  a  Park,  ie  l^f  jam  If  1  ;■.  «iow  la  preiüdennt:  de  M.  Larroix.  IWren  de 
k  Facuiul.  EiemacL  \Si  »  nichi  mehr  rweiielbiifi.  da«^  nntcr  ADcc  wddie  fach  in 
xien'UTTBpenfier  ^fänt  mit  denutclhcc  Gegenstände  hertchkfti^rtcr..  K(>öripncF  znerat 
TL  der  Gieicfaini^  ^^elan^  is;.  Bei  dem  InTercMC^  wcinbt^  de:  Gcf'enstand  gevcnmcn 
tisL  tbeile  icL  noch  We:Iere^  über  der.  Sach^-erbali  mir.  ond  vwur  an  dieser  Stelle« 
iilipieicij  icb  vargreüend  Ge;penstüDde  hcriüire.  die  in.  Texte  erta  an  einer  iniiercn 
ütelkr  auftreien. 

Sachdeui  Irorr  in  den  Philoeophica!  transartionf  von  1S09  die  AnEiclinBg 
einei-  hfimon^enec  £llip«>idf  dadurch  be«timmi  hatte,  da»  er  lehrte  wie  die  Anneliiing 
einer  jeden  iiUüsiereD  l'nnkte^  anf  der  ein»  xnnem  ^fimdcr.  «*erde,  katn  er  in  der 
Abtiandlnug  1>L  the  Attraesions  of  an  enensü^'c  Oa«s  of  Sphcroida.  S.  50,  Geleaen 
ci.  i4  3^<n.  ]^11.  heransf:e^beii  Ifll?  (demsidhcn  tlahrr.  ic  welchem  Ganss  die 
Tiieiirii.  attractionif  coqtonini  siihaeroidicnmm  cDipticonim  hcnnogeneomm  der 
Giiniii(r<n  Sucietiu  vcirle^    der  erwiUintcn  Gleichnnj:  sehr  nnhe.     Er  giebt  nimlich 
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functionen  mit  den  trigonometrischen  hin,  die  noch  bei  vielen  au- 
deren  Untersuchungen  zu  Tage  tritt.  Nach  einem  Satze''')  von 
J  a  c  o  b  i ,  dessen  Beweis  man  im  §  34  findet ,  ist  nämlich ,  wenn 
X  =  cosö  gesetzt  wird, 

(,^,a)...  ^^       -    1.3.5...(2fi-l)  dx-^  

Diese  Analogie  tritt  noch  klarer  im  III.  Theile  hervor. 
Jacobi  beweist  die  Gleichung  (3),  indem  er  sclzt 

(a)  ...    y— aj  =  -|-(y'— 1), 

dti 
hieraus  nach  dem  Lagrange* sehen  Lehrsatz  y,  daraus    -=^  in  eine  nach  Po- 

dx 

lenzen  von  o  aufsteigende  Reihe  entwickelt.     Löst   man  (a)  nach  y   auf  und 

differeuliirt  darauf  nach  x,  so  findet  man  andrerseits 

dy  =  Tdx 

und  durch  Gleichsetzung  der  beiden  auf  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Werthe 
von  y  die  gesuchte  Formel 

§  7.    Aus  der  Gleichung  (3)  folgt  der 

Satz.  Sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung  P'*Qc)  =  0 
sind  reell  und  kleiner  als  1. 

Beweis.  Sind  die  Wurzeln  einer  Gleichung ^(x)  =  0  sämmt- 
lieh  reell,  und  liegen  sie  zwischen  a  und  6,  so  gilt  das  Gleiche 
von    den  Wurzeln    des    ersten    Differentialquotienten  tp'(x)^   also 


dort  eine  Formel,  die  in  unserer  Bezeichnung  lauten  würde 

Dieselbe  Formel  kommt  im  II.  Bande  der  Exercices  von  Legendre  vor,  und  zwar 
im  fünften  Theile  (cinquibme  partie),  der,  wie  man  aus  dem  Avcrtissement  erfahrt, 
welches  dem  zweiten  Bande  vorgedruckt  ist,  schon  im  August  1815  publicirt  wurde. 
Rodrignes  selbst  äussert  sich  S.  376  über  die  Selbständigkeit  seiner  Untersuchungen 
in  folgender  Art:  L'analyse  qui  va  suivre  avait  dtd  employ^  en  trbs-grande  partie 
dana  nn  deuxi^e  M6noire  de  M.  Ivory,  sur  Tattraction  des  sph^roides  (Trans- 
actions  philosophiques,  tom.  102.  ann^e  1812,  V^  partie)  et  dans  la  Section  XI  du 
troisibme  Suppldmcnt  aux  Exercices  du  Calcul  intdgral,  par  M.  Legendre.  Je  i\,c 
comiaissaiB  aucnn  de  ces  ouvrages  lorsque  je  fis  mon  travail.  Erst  in  den  Philos. 
Transactions  von  1824,  Part.  I,  S.  91 — 93  kommt  die  Gleichung  (H)  auch  beilvory 
und  1827  im  2.  Bande  des  Grell  ersehen  Journals  S.  223  bei  Jacobi  vor. 

*)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  15,  Formula  transformationis  integralium  de- 
finitorum,  8.  4. 
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auch  von  denen  eines  jeden  folgenden.  Ist  im  besonderen  Fall 
tfß(x)  =r  (x*—iyj  so  müssen  daher  sämmtliche  Wurzeln  de 
Gleichung 

oder,  nach  (3),  die  von  P"(j?)  =  0  zwischen  —  l  und  +1  liege 
und  reell  sein. 

Dass  diese  Wurzeln  sämmtlich  verschieden  sind,  sei 
im  §  12  bewiesen  werden;  1  selbst  gehört  nicht  zu  ihnen,  d 
P"(l)  =  1  nach  §  4.  Ist  ß  eine  Wurzel,  so  ist  femer  auch  — , 
eine  solche.  Die  numerischen  Werthe  dieser  Wurzeln  fttr  di 
Werthe  n  =  1  bis  n  =  7  incl.  findet  man,  nach  der  Rechnung  yd 
Gauss,  im  zweiten  Bande  des  Handbuchs  unter  den  Anwendunge 
auf  mechanische  Quadratur.     Dort  wird  nämlich  gezeigt,  dass  ma 

qf(x)dx^  nach  Gauss*),  aus  n  Ordinaten  q>  in  gewissem  Sinn 

am  vortheilhaftesten  durch  Annäherung  berechnet,  wenn  man  z 
Abscissen  die  n  Wurzeln  von  l^(x)  =  0  wählt  Dies  setzt  aber  voi 
aus,  dass  q)(x)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  continuirlich  bleib 
Hiermit  bringe  man  die  Bemerkung  des  Herrn  Mehl  er  in  Vei 
bindung**),  dass  in  gleichem  Sinne  zur  Berechnung  von 

dx 


/ 


J   9<^) 


X  =  cos 


n 


cos(2«— 1)-^ 


2fi 


die  Ordinaten  qfQt)  für  die  Abscissen 

^,    cos-g^,... 

gewählt  werden  müssen.  Aus  (3,  d)  geht  hervor,  dass  dies  di 
Wurzeln  der  Gleichung 

d\x'  - 1)"~»    ^ 

sind,  so  dass  auch  bei  dieser  Gelegenheit  die  Analogie  der  trigonc 
metrischen  und  Kugelfunctionen  hervortritt.  In  einer  Arbeit,  Hii 
theilung  über  Eettenbrüche***)  und  nach  dieser  hier  in  dem  zweite 
Zusätze  zum  ö.  Kapitel,  über  Kettenbrüche,  zeigt  sich,  dass  in  ähi 


*)    Werke,  III.  Bd.  Methodus  nova  integralium  valores  per   approximationei 
inveniendi. 

**)    Borchardt,  Jonrnal  f.  Math.  Bd.  63:  Bexnerknngen  zur  Theorie  der  dk 
chanischen  Quadraturen,  no.  4,  S.  156. 

♦♦^    Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  G7,  §  7—8. 
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lieber  Art  bei  der  angenäherten  Berechnung  von 

als  Abecissen,  fUr  welche  man  die  Ordinaten  q)(x)  berechnen  muss, 
die  Wurzeln  von  Gleichungen  N(x)  =  0  auftreten ,  wenn  N  einen 
Näherungsnenner  des  Eettenbruchs  fär 


/ 


*^  N     dz 


x—z 


bezeichnet    Man  vergl.  auch  die  Anmerkung  zu  §  16. 

Der  am  Eingange  dieses  Paragraphen  aufgestellte  Satz  ist  zu- 
erst von  Legendre  in  den  Memoiren  der  Akademie*)  von  1784 
f&r  einen  geraden  Index  it,  in  den  Exercices**)  für  alle  ganzen  n 
bewiesen.  Die  Methode  von  Legendre  wird  im  zweiten  Theile 
§  99  auf  eine  ähnliche  Untersuchung  angewandt.  Den  hier  ge- 
gebenen Beweis  verdankt  man  Jacobi***). 

§  8.  Unter  den  verschiedenen  bestimmten  Integralen, 
durch  welche  man  die  Kugelfunction  ausgedrückt  hat,  ist  das  von 
Laplace  aufgefundene  f)  von  besonderer  Wichtigkeit  Man  kann 
u.  a.  bei  ihm  anknüpfen,  wenn  ein  Uebergang  zu  den  Kugel- 
functionen  mit  mehreren  Veränderlichen  oder  von  ganzzahligen 
zu  beliebigen  Werthen  des  Iudex  n  gebildet  werden  soll. 

Jacobi  hat  auf  eine  Methode  ff)  aufmerksam  gemacht,  durch 
welche  sich  dies  Integral  leicht  ableiten  lässt.  Sie  beruht  auf 
einem  einfachen,  sehr  wichtigen  Httlfssatze,  dessen  Beweis 
nur  dann  einige  Weitläufigkeit  verursacht,  wenn  man  ihn  in  der 
Allgemeinheit  aufstellt,  welche  Jacobi  ihm  in  einer  späteren  Ar- 
beit ftt)  gegeben  hat 


♦)   S.  374. 
•♦)    Bd.  n,  S.  254. 
*^   Grelle,  Journal  f.  Muth.  Bd.  I:  lieber  Gauss  neue  Methode,  die  Werthe 
der  Integrale  näherungsweise  zu  finden,  S.  306. 

f)   Trait^   de  mdcanique  Celeste,   Tome  V,  Paris  1825,   Livrc  XI,  Chap.  II, 
No.  3,  p.  33,  form.  (f). 

ff)  Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  26,  S.  81:  Ueber  die  Entwicklung  des  Aus- 
drucks [aa — 2a  a  (cos  to  cos  r/>  -f-  »in  oi  sin  </*  cos  {&  —  />')  -|-  «'  a'j  *.  Diese  merkwürdige 
Arbeit  ist  später,  abgekürzt  in'ri  Italienische  übersetzt,  im  Giornale  Arcadico  Tomo  XGVIII, 
Roma  1844  erschienen,  und  dann  in*8  Liouville'sche  Journal  T.  X;  S.  229  über- 
gegangen. 

fff)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  32,  S.  8:  Ueber  den  Werth,  welchen  das  be- 
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Httlfssatz.    Das  Integral 

/2« dg) 
a— 6  cos  9 


1 


hat  keine  Bedeutung,  sobald  c/f((a  —  y^a'  —  6')  =  c/^6,  oder  was 

dasselbe  ist,  sobald  —  reell  und  zugleich  absolut  genommen,  grösser 

a 

oder  gleich  1  ist.    In  allen  übrigen  Fällen  wird 

^  ^  "'  J        a—bcosq>         ]V— 6* 

wenn  die  Quadratwurzel  ein  solches  Vorzeichen  erhält, 
dass 

Um  zu  zeigen,  dass  die  beiden  Formen  übereinstimmen,  in  welchen  die 
Bedingung  für  das  Besteben  des  Integrals  ausgedrückt  ist,  gebt  man  davon  aus, 
dass  immer  wenn 

b 

den  Modulus  1  besitzt,  die  Zalil  selbst  glcicb  cosO  —  isind  gesetzt  werden 
kann,  wo  0  einen  reellen  Bogen  bczeicbnet.  Hieraus  folgt  durch  Division 
beider  Seiten  dieser  Gleichung  in  1 

'— =  cos  ^4'*^*°^ 

also  a:b  =  cosö^  1. 

Umgekehrt,  sobald  a :  6    reell  und  kleiner  otler  gleich  1  ist,  setze  man 

dies  Verhältniss  =  cosö  und  findet  sofort,  dass  ^//^(a — }'a* — b*  =  c/t^b. 

Besteht  dagegen  diese  Gleichheit  nicht,  so  wird  von  den  beiden  Factoren 
von  1 

b  '  6  ' 

der  eine  <[  1  oder  andere  >  1  .sein  müssen. 

Die  Integration  auf  der  linken  Seite  von  (4)  wird  gewöhnlich, 
wenn  die  Gonstanten  a  und  6  reell  sind,  durch  Anwendung  der 
Substitution 


tangiy^y^tanglfj 


/'2JI                 du. 
^r-: für  beliebige  imaginäre  Werthc  von  A  und 


B  annimmt 
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ausgeführt,  welches  die  bekannte  Gleichung  zwischen  der  excen- 
irischen  Anomalie  (gewöhnlich  £,  hier  q>  genannt)  und  der  wahren 

V  ist  in  einer  Ellipse  mit  der  Excentricitat  c  =  — .  Dieselbe  Be- 
ziehung lässt  sich  auch  durch  die  Formeln 

«,         e  +  cosü  .    «,        Riiif)  i/i— ß« 

1  +  ecosf?  1-f-ccosc 

ausdrücken,  worauf  mit  Rücksicht  auf  §  10  schon  hier  aufmerksam 
gemacht  werden  soll.     Dort  wird  man  auch  bemerken,  dass  die- 
selbe Substitution  noch  für  imaginäre  Werthe  von  e  zum  Ziele  führt. 
Man   gelangt  hier   leichter  zum  Beweise  des  Satzes,  dessen 

erster  Theil,  der  sich  auf  die  Gleichheit  c/^(a— y'a'— 6*)  =  J(b 
bezieht,  ohne  weiteres  klar  ist,  indem  man  die  nach  tp  zu  inte- 
grirende  Function  auf  der  linken  Seite  von  (4)  durch  Multiplication 
mit  2(7  im  Zähler  und  Nenner,  wenn  man  zur  Abkürzung  &v  =^  f> 
setzt,  in 

2p 

ver^vandelt,  und  dies  vermittelst  Zerlegung  in  Partialbrüche  in 

umgestaltet,  wo  r,  und  c,  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind 

6t)'-2afj+6  =  0. 
Die  Wurzel  mit  dem  kleinem  Modulus  sei  f , ,  so  dass  man  hat 

c^Oi  <  1  c//^  t?,  >  1  ©1  u,  =  1. 

Uurch  Entwickelung  in  Reihen  ergiebt  sich,  da  c/^c  =  1, 


tJ  —  t?,  ©  \  U  /     ' 


Daher  ist  die  zu  integrirende  Function 

9 

-6(^ ZT^)-  (1  +  -«'i  <5ö8 9  +  2t? J  cos 2ip  + . •  •), 
und  das  Integral  selbst  gleich 

471 


6(r,-©,) 
Sind  nämlich  m  und  n  ganze  Zahlen,  so  wird 

In 

cosm^  cosn^)  dq> 
u 


/ 
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gleich  n  oder  0,  je  nachdem  m  und  n  gleiche  oder  versehiedeiie 
Werthe  besitzen.  Nnr  für  den  Grenzfall  m  =  n  =  0  giebt  das 
Integral  2n  und  nicht  n. 

Das  Vorzeichen  von  |^a'—  6'  möge  so  gewählt  werden,  dass 

"•  =  b 

die  Wurzel  mit  dem  kleinem  Modulos  wird;   dann  ist 

also  der  Werth  des  Integrals  der  im  Httlfssatze  angegebene. 

Aus  demselben  wird  im  §  9,  der  sich  hier  ansohliesst, 
das  Integral  von  LaplaQe  abgeleitet;  das  zunächst  Folgende  ent- 
hält einige  weitere  Untersuchungen  über  Integrale  von  dem  Cha- 
rakter des  in  (4)  enthaltenen. 

Bedeutet  m  irgend  eine  ganze  positive  Zalil,  so  tindel  man  auf  demselben 
Wege,  wenn  c//^(a  —  l^a'— 6")  <  JCb,  die  Gleichung 

^  *    ^  "'   J      a  — ftcosy  "  y^JZ^  ^  b  ^ 

Die  Gleichung  (4)  lässt  sich  nach  einem  bekannten  Satze  ver- 
allgemeinern. Bedeutet  f((p)  eine  endliche  periodische  Function 
von  ip  mit  der  Periode  2yi,  und  if)  eine  reelle  Constante,  so  ist 

y^7(9>)  dtp  =  y^7(9  +  ^)  dg>y 

U  0 

oder  in  Worten:  der  Mittelwerth  von  f{q>)  ist  gleich  dem  Mittel- 
werth  von  (derselben  Function)  /'(<p+V').  Um  dies  analytisch  zu 
zeigen,  substituirt  tiian  links  q>+tlJ  für  9),  wodurch  entsteht 

Setzt  man  — 2n-\-g>  ftlr  q)  im  ersten  Integral  auf  der  rechten 
Seite,  und  beachtet,  dass  /"(— 2«  +  9 -f  ^)  wegen  der  Periodicität 
von  ('gleich  Kv+yi)  ist,  so  verwandelt  sich  dieses  Integral  endlich  in 


/" 


Vermittelst  einer  solchen  Substitution  erhält  man  aus  (4),  wenn 
a  reell,  6  reell  und  <1  oder  rein  imaginär  gedacht  Avird: 

Wenn  Ä  reell  und  positiv,  B  und  C  entweder  beide 
rein  imaginär  oder  beide  reell  und  dann  so  beschaffen 
sind,  dass  i4'>ß'  +  C,  so  wird 
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ri  M  /^  ^y ^  27y     

die  Quadratwurzel  positiv  genommen.  Keine  Bedeutung 
hat  das  Integral,  wenn  A^  £,  C  reell  sind  und  zugleich 

Zum  Beweise  setzt  man 

A  =  a        B  =^  b  0081/;        C  =  —  6  sin  i/;, 
wodurch  das  Integral  auf  der  Linken  sich  in 

/^" d<p 

J         a  — 6cos(y-f-t/;) 
verwandelt. 

Es  bedarf  keines  besonderen  Beweises ,  dass  (4,  fr)  noch  gilt, 
wenn  A^  B^  C  zwar  imaginär  sind,   sich  aber  verhalten  wie  drei 

BB  4-  CC 
reelle  Zahlen,  und  zugleich  noch  bleibt  — j^ —  <  1.    Dem  reellen 

oder  imaginären  Theile  der  Quadratwurzel  in  (4, 6)  hat  man  dann 
das  Zeichen,  beizulegen,   welches   derselbe   Theil   von  A   besitzt. 

Keinen  Werth  hat  dieses  Integral,  wenn  — j^ —  ^  1. 

Bei  den  meisten  Anwendungen  im  llandbuclie  reichl  die  Bestimmung  des 
Integrales  in  (4,  fr)  fiir  die  bisher  behandelten  Fälle  aus.  Die  oben  zum  Be- 
weise des  Hülfssatzes  angegebene  Methode  lässl  sich  aber  zur  Untersuchung  des 
Inlegrales  anwenden,  welche  Werthe  auch  A,  B,  C  besitzen.  Um  Weitläufig- 
keiten zu  vermeiden,  die  entstehen,  wenn  man  die  Grenzfälle  in  die  Betrach- 
tung einschliessen  würde,  bleibt  der  so  eben  erledigte  Fall,  dass  sich 
A,  B,  C  zu  einander  verhalten  wie  drei  reelle  Zahlen,  ausge- 
schlossen. Femer  wird  aus  demselben  Grunde  angenommen,  das  für  den 
Werth  des  Integrales  gleichgültige  Vorzeichen  von  C  sei  so  ge- 
wählt, dass 

JC(B  +  iC)^J((B--iC). 

Dann  kann  der  Fall  B — i C=  0  nicht  eintreten,  indem  er  auch  B-\-%C=  0 
also  j?  =  C  =  0  fordern  würde,  ein  Fall,  der  als  schon  erledigt  ausgeschlossen 

wurde.     TOas  Integral  (4,  fr)  ist  in  demselben   -j-\ 

Das  Int^ral  (4,  fr)  hat  offenbar  nur  und  immer  einen  Werth,  wenn 

A — Bcosip  —  Csinq> 

für  kein  reelles  g>  verschwindet;  setzt  man  wieder  o  =  cos^-|-tsin(]p,  wie 
S.  25,  so  besteht  daher  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  die  Existenz  des  Integrals  darin,  dass  die  Gleichung 

(a)...    (B-fC)t?*— 24c+(B  +  iC)  =  0 

keine  Wurzel  mit  dem  Modulus  1  besitzt.     Diese  Bedingung  sei  erfüllt. 
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Das  Produci  der  Wurzeln  o,   iind  e,  in  (a)  ist 

B  +  iC 
B-iC 

> 

80  dass  sein  Modulus  die  Einheit  nicht  üherschreitel;  also  ist  der  Modulus  we- 
nigstens einer  Wurzel  nicht  grösser  ab  1  und.  weil  das  Int(^al  einen  Werlh 
hat,  sogar  <1  1.  Der  Modulus  der  zweiten  Wurzel  kann  dann  entweder  gleich- 
falb unter  1  oder  über  1  li^eu.  Es  hcisse  nun  die  oder  eine  Wurzel,  deren 
Modulus  kleiner  ab  1  ist  v^ ,  und  der  Quadratwurzel  aus  der  Determinante  der 
quadratischen  Gleichung  (a)  ertheile  man  ein  solches  Zeichen,  dass 


«?i  = ~w^%c ^^^^^  ^  ' 

woraus  folgt,  dass 

0    = — • 

•  B^iC 

Die  Function  in  (4,  fr)  welche  integrirt  werden  soll,  bringe  man  auf  die 
Form 

-z2^ 2         /^  ^«    i    ^.    > 

Entwickelt  man  nun  das  zweite  Glied  in  der  Parenthese  auf  der  Rechten  nach 
absteigenden  Potenzen  von  t?^  das  erste  nach  absteigenden  oder  aufsteigenden, 
je  nachdem  c/^f ,  kleiner  oder  grösser  ab  1  ist,  und  integrirt  darauf  nach  ^ 
von  0  bis  27r,  wodurch  das  von  x>  unabhängige  Glied  allein  in  der  Ent- 
Wickelung  übrig  bleibt,  so  Gndet  man: 
Es  hat  das  Integral 


f 


/       A  —  Bcos(p  —  Csin^ 

1)  keinen  Werth,  wenn  eine  der  Gleichungen  erfüllt  wird 

2)  den  Werth  Null,  wenn  die  beiden  Ungleichheiten  stattfinden 


3)  in  den  übrigen  Fällen  den  Werth 

2^ 

die  Quadratwurzel  erhält  hier  ein  solches  Zeichen,  dass 


./^(A  -  yA'-  B*-  C)  <  .fg(B-  iC). 
Beispiel.     Wenn  B-\-iC=Q,  so  sind  die  Wunebi  von  (a) 

•'.=0         "t^B' 
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Das  Integral  ist  also  =  0,      wenn  tMA  <C  jH^B, 

A 

„         „        „    ohne  Werlh,     „      ^41 A  =  c^Ä. 

Anmerkung.  Im  Vorhergehenden  habe  ich  nach  Jacobi  die  Integration 
durch  Entwickelung  des  Bruches,  welcher  integrirl  werden  soU,  in  eine 
Reihe  aiLsgefiihrt.  Herr  VVorpitzky  hat  in  Grunert*s  Archiv,  Bd.  55, 
S.  59—63,  um  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Gau chy 'sehen  ^ize  über 
das  Residuum  von  rationalen  Functionen  zu  geben,  diese  Methode  auf  die  In- 
tegration von 


A 


(tj-r,)(r~t5,) 

in  der  üblichen  Art  angewandt,  und  das  vorstehende  Resultat  von  Jacobi  ab- 
geleitet. Zu  dem,  was  dort  S.  62  über  den  speciellcn  Fall  C  =  0  gesagt  wird, 
kann  man  die  Bemerkung  hinzufügen,  dass,  wie  sich  oben  zeigte. 


f 


a—  ftcoscp 

0  ^ 


(ur  kein  endliches  a  und  b  verschwindet. 


Besondere  Beachtung  verdient  die  einfache  Gestalt,  in  welche  Ja- 
cobi in  seiner  vorerwähnten  Arbeit  (32.  Bd.  des  Grelle' sehen  Journals)  so- 
wohl die  Bedingung  für  die  Existenz  des  Integrals,  als  auch  die 
Regel  zur  Unterscheidung  der  verschiedenen  Fiille  gebracht  hat. 

Um  zu  derselben  zu  gelangen,  wobei  ich  jedoch  den  Entwickelungen  von 
Jacobi  nicht  überall  genau  folge,  setze  ich 

A  =  a+a,i        B  =  ß  +  ß,i        C=y  +  y.t, 

Ras  für  den  Werth  des  Integrals  gleichgültige  Vorzeichen  von  C  wurde  so  ge- 
wählt (S.  27),  dass 

der  Ausdruck  hierfür  besteht  (offenbar)  in  der  Ungleichheit 

Das  Integral  hat  keinen  Werth,  nur  und  immer,  wenn  für  irgend 
ein  reelles  q>  die  Gleichungen  stattfinden 

a  — ß  cosq> — y  sinqp  =  0 

a^  —  ß^cosq) — y^s\u(p  =  0. 

Dann  kann  die  Determinante 

ßy-ßiY  =  [ßY,] 

nicht  Null  sein;  denn  wäre  ß  :  y  =  ß^  :  y^,  so  müsste,  da  die  zwei  Gleichungen 
zugleich  bestehen,  sich  verhalten 

a:  ß:y  =  a^iß^iy^  =  A:  B  :C. 

Der  Fall,  dass  A,  B,  C  sich  zu  einander  wie  drei  reelle  Zahlen  verhalten,  w^ar 
oben  S.  27  als  erledigt  ausgeschlossen. 
Aus  den  zwei  Gleichungen  folgt  also 
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[oyj— [/?yi]«»9>  =  o 

oder  die  nothwendige  Bedingung 

(6)...     [aß,Y+[aY,Y  =  [ßy,Y. 

Indem  man  den  zurückgelegten  Weg  umgekehrt  durchmisst,  zeigt  sich,  dass 
beim  Bestehen  der  Gleichung  (b)  auch  umgekehrt  der  Nenner  des  Integrals  (ur 
einen  reellen  Wertli  von  qf  verschwindet.     Man  hat  daher  den 

I.  Satz.     Den  Fall  ausgeschlossen,  dass 

a:/?:y  =  o,:j^,  :y,, 

besitzt  das  Integral 

•2«  dip 


nur  und  immer  dann  keinen  Werth,  wenn 

(b)  ...     (aß, - a./?)'+  (ay. -a.y)'  =  (ßy, - ß^yy. 

Es  handdt  sich  femer  um  die  Unterscheidung  der  Falle,  in  welchen 
das  Integral  den  Werth  unter  No.  2  auf  S.  28  d.  h.  Null,  von  dem,  in  welchem 
es  den  Werth  unter  No.  3  d.  h. 

In 


fAA  —  BB^CC 

annimmt.  So  lange  A,  B,  C  endlich  bleiben,  unterscheiden  diese  beiden  an- 
gegebenen Werthe  sich  immer  um  eine  von  Null  verscliiedene  Grosse,  und  gehen 
daher,  durch  continuirliche  Aendeningen  von  A,  B,  C  nicht  continuirlich  in 
einander  über.  Andererseils  ändert  sich  das  Integral  mit  Ar  B,  C  continuir- 
lich, so  lange  für  diese  Grössen  das  Gebiet  von  Werthen  ausgeschlossen  bleibt, 
welche  seinen  Nenner  zu  Null  machen ,  d.  h.  welche  (b)  erfüllen.  Es  wird 
daher  unter  der  Bedingung 

[«/?.]'+ [«y.r<[/»y.r 

dem  Integrale  immer  der  Werth  aus  derselben  Rubrik,  wenn  aber 

[o/?,r+[oy.r>[/?y,]' 
einer  aus  der  anderen  zukommen.     In  dem  speciellen  Falle 

A==a        B  =  ß        C^ßi 
verwandeln  sich  diese  Ungleichheiten  in 

a'  <ß'        a*  >  ß\ 
Das  Integral  ist  aber  in  diesen  Fällen  schon  bekannt  (M.  vergl.  das  Beispiel  auf 
S.  28),  nämlich  im  ersten  Falle  gleich  Null,  im  zweiten  von  Null  verschieden. 
Daher  besteht  der 

n.  Satz.     Es  sei  A  =  a  +  a^i,  Ä  =  /9-4-/?,t,  C=y  +  y,t,  und  das 
Vorzeichen  von  C  der  Art  gewählt,  dass 

Wird  dann  nicht  A:  B  :  C  =^  a  :  ß  :  y,  so  nimmt  das  Integral 

dq> 


'cosy  HhCsiny 
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je  nachdem  die  Ungleichheit 

(a/J -«,/?)'+ (oy- o.y)'  $  0?y. -/S.y)' 
mit  dem  obern  oder  untern  Zeichen  besteht,  der  Werth  Null  oder 

27r    

an,  wobei  die  Quadratwurzel  ein  solches  Vorzeichen  erhält,  dass 

c/^(il-}/i4'-Ä'-C)<^(B-tC). 

Diesen  Gleichungen  fügt  Jacobi  allgemeinere  hinzu,  die  der  Formel  (4,  a) 
entsprechen,  und  die  sich  aus  der  obigen  Untersuchung  sofort  ergeben,  wenn 
man  statt  des  von  f>  unabhängigen  Gliedes  auf  S.  28  die  mit  n^^  multipli- 
eilten  betrachtet.  Man  findet  dann  die  allgemeinsten  hierher  gehörenden  Glei- 
chungen von  Jacobi  (bei  dem  übrigens  a^  Null  ist)  durch  den 

ni.  Satz.  Unter  den  Voraussetzungen  des  zweiten  Satzes,  wenn 
ferner  gesetzt  wird 

so  erhält  man,  wenn  die  Ungleichheit  mit  dem  obern  Zeichen  er- 
füllt wird 


y"^^    cosmgfdq)  ./^^     sinmqpdy  __ 

it— Äcosg)— Csincp  """y  4— Äcosqp—Csinqp  ~"      ]^AA  —  BB—CC 

wird  aber  die  Ungleichheit  mit  dem  untern  Zeichen  erfüllt,  seist 


/ 


^^     cosmq>dq>  f>~^-{-v^ 


/  il-Äcosqp— Csiny  iAA-BB-^CC 


/-. 


"^^      sintnq>dq)  .  ©7"*  — ©7 


/  ii  — Äcosqp— Csing)  ^AA—BB—CC 


Die  hier  behandelten  allgemeinen  Integrale  lassen  sich  durch  eine 
imaginäre  Substitution  auf  die  specielleren  zurückführen,  in 
denen  C  Null  ist. 

Es  sei  die  Axe  der  X  zugleich  die  Axe  der  Reellen,  die  im  Anfangspunkte 
A  auf  ihr  senkrechte  Axe  der  Y  zugleich  die  Axe  des  rem  Imaginären.  Femer 
sei  js  =  rr-f-^y  und  f(z)  eine  Function  von  2,  welche  innerhalb  eines  einfach 
zusammenhängenden  geschlossenen  Polygons  einwerthig  und  stetig  bleibt.  Be- 
kanntlich wird  dann 


y?(Ä)ds  =  0, 


wenn  die  Integration  sich  über  die  Begrenzung  des  Polygons  erstreckt. 

Dieser   Satz   wird   hier   zweimal   auf  ein    Rechleck   angewendet.     Es  sei 
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ABEF  ein  Rechteck,  dessen  Basis  AB  auf 
der  Axe  der  X,  während  AE  auf  der 
Axc  der  Y  liegt.  Vom  Punkte  C  auf  der 
Linie  AE  ziehiB  man  die  Parallele  CD  zur 
Basis,  so  dass  AC <C  AE.  Femer  be- 
zeichne man  durch  a  und  b  irgend  weldie 
Consta nte  und  setze 

'^  ^       a — ftcosis  ^ 

AB  =z  27V     AC  =  fi     AE  =  H. 

Bleibt  f(z)  endlich  im  Innern 
von  AB  CD  (und  auf  der  Begrenzung), 
so  ist  daher  Null  gleich  der  Summe  von 

ier  Integralen  /fQi)dz,  genommen  von  A  bis  B,  von  B  bis  D,  von  D  bis 

C,  von  C  bis  il.  Die  Summe  des  zweiten  und  vierten  wird  aber  =0,  da 
f(z)  die  Periode  27t  besitzt,  also  auf  BD  gleich  f(2n  +  ty)  =  f(iy),  ebenso 
gross  wie  auf  AC  ist,  und  man  nach  y  das  erste  Mal  von  0  bis  t],  das  zweite 
Mal  von  ij  bis  '  0  integrirt.  Berücksichtigt  man ,  dass  f{i)  auf  CD  gleich 
f(x-\'if])f  auf  i4Ä  gleich  f(x)  ist,  so  ergiebt  sich 


vier 


f(x  +  iri)dx=J     f(x)dx. 

0  u 


In  derselben  Art  findet  man 

f(x+%ri)dx=^J     f(x+i¥L)dx, 
u  u 

wenn  f(jb)  im  Rechteck  CDEF  endlich  bleibt. 

Die  hier  vorliegende  Function  wird  für  ein  endliches  z  nur  dann  unend- 
lich, wenn  ihr  Nenner,  also  wenn 

verschwindet,  d.  h.  wenn 


»w  — - —  '      ..        , 


C«  = 


Da  der  reelle  Theil  x  von  %  in  jedem  von  den  beiden  Rechtecken  alle  Werthe 
von  0  bis  2n  durchläuft,  so  wird  die  vorstehende  Gleichung  nur  und  immer 
in  einem  Rechtecke  erfüllt,  sobald  für  ein  y  die  Moduln  der  beiden  Seiten 
gleich  sind,  also 


e-^zr^JC 


a+>^i*^^ 


In  beiden  Rechtecken  ist  y  nicht  negativ,  die  Exponcntialgrösse  daher  ^  1, 
während  von  den  beiden  Ausdrücken  auf  der  Rechten  der  eine  ^1,  der  andere, 
des  orsteren  reciproker  Werlh,  >  1  sein  muss.  Giebt  man  der  Quadratwurzel 
ein  solches  Zeichen,  dass 


Ji{a  -  j/a'-  6*)  ^  M{a  +  Va*-  6«), 
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fu>  wird  «laher  f(z)  nur  in  dem  Punkte  uneudlicli,  dessen  Ordinale  y  f^Ieicli 

Man  kann  dalier,  stall  üher  CD  zu  iule^^riren,  die  Integration  ülter  EF  oder 
über  AB  erslreeken,  wenn  der  obige  VVertli  von  y  resp.  kleiner  oder  grösser 
als  tj  ist.     Ilienlurch  entstellt  der 

IV.  Satz.     Der  VVertli  des  Integrales 

'2^  dx 


f 


a  —  bcosQr  -\-iy} 

Meibt  unverändert,  wj^nn  man  für  y  eine  beliebig  grosse  Zahl  H 
setzt,  die  grösser  ist  als  die  nicht  negative  Grösse 


a  +  ^a'^b' 

Das  Integral  bleibt  wiederum  unverändert  (erhält  aber  einen  anderen 
Wertli  als  im  vorhergehenden  Falle),  wenn  man  für  y  irgend  eine  Zahl 
setzt,  die  kleiner  ist  als  jener  Logarithmus,  bis  incl.  Null. 

In  dem  ersten  Falle  wird  das  Integral  daher  gleich  dem  Werthe  für  y=cc, 
il.  h.  Null,  im  zweiten  gleich  dem  Werthe  für  ^^  =  0,  d.  h. 

dx  2n 


=/ 


Lsl  jener  Modulus  genau  1,  so  lässt  sich  nach  diesem  Satze  y  vergrössem,  aber 
nicht  bis  Null  verkleinern. 

Die  Methode  des  Reweises  zeigt,    dass  ein  dem  IV.  Satze  ähnlicher  auch 
von  dem  Integrale 

6r(cos3,  sinz)dx 

[a  —  bcos(xff-\-!i)y* 

gilt,  wenn  G  eine  ganze  Function  ihrer  Argumente,  n  eine  ganze  Zahl,  und 
1^  eine  beliebige  reelle  Grösse  vorstellt.  Auch  in  diesem  Integral  kann  y  in  den 
angegebenen  Fällen  vergrössert  oder  bis  0  verkleinert  werden.  Ist  z.  B.  der 
iirad  der  ganzen  Function- (?  in  Bezug  auf  cosjis  und  sinjs  kleiner 
als  «,  so  wird  im  ersten  Falle  y  bis  cc  vergrössert  werden  dürfen,  und 
man  findet,  dass  das  Integral  Null  ist.  Im  andern  Falle,  auch  wenn  der 
(■rad  die  Zahl  n  überlrifTt,  wird  das  Integral  gleich 


/ 


/ 


2"  6r(cosaj  —  xj},  sina?  —  V^)  , 


(a —  ftcosrcV 
ü  ^  ^ 

Auf  die  im  IV.  Satze  betrachteten  Integrale  lässt  sich  zunächst  das  allge- 
meinere 

A  —  Äcosic  —  Csinx 

0 

zurücknihrcn,  in  welchem  über  die  Constanten    Ay  B,  C  dieselben  Annahmen 
bestehen  mögen  wie  im  II.  Satze.     Man   bestimme  Grössen   a  und  b  und  die 
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reellen  ip  und  jj  so,  dass 

a  =  4         bcos(ip-{-irj)  =i  B         bsm^ifj -\- irj)  =: — C. 
Alsdann  ist  das  vorstellende  Integral 

•'*  dx 


=/' 


welches  offenbar  von   ip  unabliängig   ist,   so   dass   mau   setzen   kann  i^/  =  0. 
Nach  dem  IV.  Satze  ist  das  Integral  gleicli  Null  oder 

*^^        dx  2n 


=/ 


Durch  Schlüsse,  wie  sie  zum  Beweise  des  II.  Satzes  gemacht  wurden,  erkennt 
mau,  dass  die  Unterscheidung  nach  der  Grösse  von  rj  mit  der  durch  die  Un- 
gleichheilen des  zweiten  Satzes  übereinstimmt. 

Dieselbe  Methode,  auf  die  Rcduclion  der  allgemeineren  Integrale  ang€^ 
wandt,  welche  als  Nenner  eine  ganze  Potenz  des  bisherigeu  Nenners  enthalten, 
giebt  den 

V.  Satz.     Je  nachdem  die  Ungleichheit 

mit  dem  obern  oder  untern  Zeichen  besteht,  ist 

^"  dx 


r 


(A  —  Äcosa?  —  Csina?)' 
0        ^  ^ 

gleich  0  oder 


=/ 


/     (A^cosx.}^B'+cry 

wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet. 

Der  Vollständigkeit  halber  sei  erwähnt,  dass  ganz  ähnliche  Resultate  sich 
auch  für  die  durch  eine  Function  G  wie  oben  verallgemeinerten  Integrale  er- 
geben.    So  wird  ^ 

/^       G(cmXy»inx)dx       __    /"^^         (?(cos jt,  sin jr)dj? 
(ii  —  Bcosrc  —  Csina;)«  '^J       \a  -^cös(j?  }  \p  f-  hj)]^ ' 

wenn  man  wie  oben  setzt 

a  =  A         bcos(ip-\-irj)  =  B        6sin(i//+  irj)  —  — T. 

Je  nachdem  die  Ungleichheit  im  V.  Satze  mit  dem  obeni  (uhT  untern    Zeichen 
besteht,  wird  das  Integral  auf  der  linken  Seile  resp.  gleich 


/7t 
(A 


G(cosx  +  iy,  sinx  -\-  %y)dx 


/       (-4  —  ßcosa?  4-  iy  —  Csina;  + 1  y)** 

wie  gross  man  auch  y  nimmt,  also   r=  0,  wenn  der  (Irad  von  G  kleiner  ist 
als  w,  oder  resp.  gleich 

*^^  (r[cos(iF  — l/;— tiy),  sin(a?  — 1^  — ti7)|(/j: 

(i4-]//t'+Ä\cosa:)" 


/ 
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Im  speciellen  Falle,  wenn  cwmx  oder  s'inmx  für  G  gesetzt  wird,  erhält  man: 
Vorausgesetzt,  dass  die  Ungleichheit  des  V.  Satzes  mit  dem  unteren  Zeichen  besteht,  ist 

J      (ii-BcosaJ-rsina?)«""      ^^K}p+Wj      ^JZJ^^J^\^^n' 


mxdx 


y      (il-Äcosaj-Csinx)»  ""  -  ^»»^CV' +*'?//      (^^  ]/S*+C^.cosa?)- 

Besteht  die  Ungleichheil/  mit  dem  oberen  Zeichen,  so  wird,  wenn  m  <C  n,  jedes 
der  beiden  Integrale  auf  der  Linken  gleich  Null. 

Die  beiden  trigonometrischen  Functionen  auf  der  Rechten,  welche  die  In- 
tegrale niultipliciren,  werden  durch  B  imd  C  vermittelst  der  Doppel-Gleichung 
ausgedrückt 

cosiii(i/;4-iJ7)4:tsiniii(i/;  +  iJ7)  =  (--^^^^)  • 

Für  n  =  1   erhält  man  hieraus ,   mit  Benutzung  von  (4,  a)   die    im  III.  Satze 
angegebenen  Gleichungen. 

Im  §  49  wird  man  noch  einmal  auf  anderem  Wege  zu  diesen  Integralen 
gelangen,  und  dann  auch  die  auf  der  rechten  Seite  betindlichen  Integrale  voll- 
ständig ausfuhren.  Die  Methode,  welche  hier  angewandt  wurde,  ist  auch  an- 
zuwenden, wenn  man  über  die  im«iginäre  Substitution  bei  ähnlichen  Integralen, 
m  den  Grenzen  — no  und  cc  handelt. 

§  9.  Im  Anscliluss  an  S.  26  >vird  vermittelst  des  Hülfssatzes 
im  vorigen  Paragraphen  die  Kugelfunetion  durch  ein  Inte- 
gral ausgedrtiekt. 

Setzt  mau 

a=l—  aa;         ft  =  a  ^x*  —  1, 
80  wird  1  — 2aa;-|-a'  =  a'  — ft'.     Denkt  man  sieh  zunächst  x  reell 
und  nimmt  für  a  eine  hinlänglich  kleine  reelle  Grösse,  so  wird  a 
positiv,  h  reell  oder  rein  imaginär,  und  man  hat  daher  aus  (4) 

dq> 


n^ n 


wenn  die  Quadratwurzel  auf  der  Linken  das  positive  Vorzeichen 
erhält.  Die  Entwickelung  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  a  giebt, 
vermöge  (1),  wenn  man  die  Coefficienten  von  a"  auf  beiden  Seiten 
einander  gleich  setzt, 

(5)  ...     nV{x)  =  /  ""  (x  +  cosg).  ^x^^Xf  d(p, 

0 

die  Gleichung  von  Laplace. 

Man  kann  nach  §  4,  S.  14  bei  hinreichend  grossem  a  die  Qua- 
dratwurzel noch  immer  als  erzeugende  Function  der  Kugelfunetion 

ansehen.    Macht  man 

3* 
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a  =  ax — 1         6  =  ff]  j* — 1, 
Diinmt  an,  e«:  sei  x  positiv,  und  denkt  sieh   unter  a  eine  posi- 
tive Grösse,  s«!  \vinl  a  wiederum  positiv,  und  man  hat 

rr  __    /"^  dg* 

)i  — 2aj--ra*       ^       ax—a  eosy.  |  x"—l —  1 
Setzt  man  in  der  Enti\ickeluni:  naeh  abstei*renden  Potenzen 
von  a  die  Cf>effieienten  der   —  (n-f-l)*""  Potenz   einander  grieieh,. 
so  erhält  man  die  zweite  Form 

;.\  aV  . .     7tP^(x)  =  f^ "^^^-.^ 

/      (x4-eosg».ij-*-^l,^'-» 

für  positive  reelle  x,  also  die  wichtige  Gleichung*» 

In   jetlem    der    beiden    Inte^ale    kann    offenbar    der    Theil 

x-r<?osy.l •«■*-- 1  nüt  X  — cosg^.)x*— 1  vertauscht  werfen:  inte- 
grirt  man  femer  nach  q  von  0  liis  ii.  S4i  erhält  man  das  l>op})ehe 
des  Inte^rrales  von  O  bis  n. 

Aus  lO-  lassen  sich  die  Reihen  {J>  und  ic>  des  ^  ö  ableiten. 
Setzt  man  wie^ler  x  =  cos  d  und 

cos?>  — isin^ci>s^  =  ^Ci^siÖ-i-isinie>.r'^^    Ci>siö— isiu  4Ö.e-'»), 
so  winl  die  «''  Potenz  des  Ausdrucks  auf  der  linken  Seite  bleich 
dem  Produkt  der  beiden  Reihen 

c.^S«*[l-Yv-o«^4*>*^--^^^^^^ 

e.x<ne>[l  -r  ^  :itangi«*.r-^>-r  -"^^^.itangie^.f-^^*— .]. 

Das  von  if  unabhängige  Glied  in  diesem  Pn^Iukte  winl  naeh 

r>  deich  P*:c«>ji«»\  ist  aber  offenbar  gerade  die  rechte  Seite 
von  ^«r. 

l>ie  Reihe  'C    ergiebt  sich  aus  '^-,  wenn  maii  den  Aifesdmrk 
unter  dem  Inte;rrale  nach  dem  binomisehen  Lehr^oia  entwiekelt. 


^rilrt«er:    .Vr^n::    »m   J  i :  :  :  :     t.   Cr-Ilejcfe^a  Joariil  Bi- i*:   Aar"  S.  5ö.      Du« 
<ri   -=  XÄeniliri*;''.  -.  :a  r*-*'.T;r  rftrei^rc  «i.  «i-?»3:  Ja*:::   ijä«L'>(»e  Ax^srücklicfa 


/ 
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und  berücksichtigt,  dass  f&r  ein  gerades  m 

•^       ^     .  1.3.5... (f/i-1) 

wahrend  für  ein  ungerades  m  das  Integral  auf  der  Linken  Null  ist. 

Obgleich  die  Ableitung  der  Gleich.  (5)  an  Einfachheit  und  Strenge  nichts 
zu  wünschen  lässl,  so  soll  doch  hier  ein  zweites  Verfahren  erwähnt  werden, 
dessen  sich  Herr  M.  II.  Laurent  in  seinem  Memoire  sur  les  fonclions  de 
Legendre  (Liouville,  J.  d.  M.  3  S^rie  p.  par  II.  Resal.  T.  1»  1875)  be- 
dient: Nach  einem  Satze  von  Cauchy  von  fundamentaler  Bedeutung  ist  /^^'*^(a;), 
als  Goeflicienl  in  der  Entwickelung  von  T  nach  Potenzen  von  a,  gleicli  dem 
Int^ale 

/Ta*  da, 

wenn  die  Integration  über  einen  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen  Kreis 
aüsge<lelint  wird,  dessen  Radius  kleiner  ist  als  c#(ic+}^ir* — 1).  Statt  des- 
selben nimmt  man  das  doppelte  Integral  über  eine  die  beiden  Punkte  x^]^x* — 1 
verbindende  Linie.  Die  Berechtigung  zu  dieser  Verlauschung  würde  eine  ge- 
nauere Untersuchung  erfordern,  wie  in  allen  Fällen,  in  welchen  man  die  Peri- 
pherie, über  die  integrirt  wird,  bis  in  die  Punkte  ausdehnen  will,  in  welchen 
die  zu  integrirende  Function  discontinuirlich  wird.  Ist  dieselbe  einmal  nach- 
gewiesen, so  erhält  man  das  Integral  von  Laplace  sofort,  indem  man  über  die 

Gerade  integrirt,  welche  die  Punkte  ar+l'a;* — 1  verbindet,  analytisch  ge- 
fassl,  wenn  man  für  a  die  Veränderliche  g)  durch  die  Gleichung 

a  =  a?  4-  cosqp .  ]/a?'— 1 
einführt  und  nach  g)  von   0  bis  n  integrirt. 

§  10.  Nach  (2)  ist  die  Kugelfunction  eine  ganze  Function 
ihres  Arguments  x;  dasselbe  gilt  von  dem  Integrale  auf  der  Rechten 
von  (5),  indem  dort  bei  der  Entwickelung  nach  Potenzen  von  cos  (p 
durch  die  Integi*ation  die  ungeraden  Potenzen  von  cos  9)  und  mit 

ihnen  von  ]/x*— 1  herausfallen.  Besteht  die  Gleichheit  zweier 
ganzen  Functionen  für  alle  reellen  Werthe  der  Veränderlichen,  so 
findet  sie  allgemein  statt.  Ohne  dass  es  nöthig  wäre,  sich  der 
durch  kleineren  Druck  ausgezeichneten  Betrachtungen  im  §  4  zu 
bedienen,  findet  man  daher,  dass  die  Gleichung  (5)  für  alle 
reellen  und  imaginären  x  besteht.  Sie  kann  also, 
eben  so  gut  wie  (2),  als  Definition  der  Kugelfunction 
dienen,  und  indem  dies  geschieht,  hat  man  diese  Function 
gerade  in  der  Art  verallgemeinert,  welche  im  §  3,  S.  6  angedeutet 
war,  so  nämlich  dass  ihr  eine  Bedeutung  für  beliebige  reelle 
und  imaginäre  Werthe  von  n  zukommt,  wobei  ireiUch  Eigen- 


/- 
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thümlichkeiten,  die  sie  flir  ein  reelles  ganzes  n  besitzt,  verloren 
gehen. 

Dann  erhält  man,  wenn  n  eine  beliebige  Zahl  bezeichnet,  ftir 
P"(a?)  noch  immer  eine  Reihe  wie  (2),  nämlich 

die  aber  nur  convergirt,  so  lauge  ciCx>\.  Ebenso  behalten  (rf) 
und  (e)  ihre  Gültigkeit  so  lauge  die  Reihen  auf  der  Rechten  cou- 
vergiren.  Für  n  =  —  4  entsteht  ein  elliptisches  Integral.  Setzt 
man  nämlich 

und  ist  V  das  Complement  des  Modulus  /r,  d.  h.  kk  +  kfk'  =  1 ,  so 
hat  man 

+  Qo^(p.ix'--\)\  "  ^    ^    yi-Ä'sin»4y 

Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  der  Satz,  den  die 
Gl.  (6)  enthält,  immer  gilt,  welche  reelle  oder  imaginäre 
Zahl  auch  n  sein  möge,  so  lange  nur  x  einen  positiven 
reellen Theil  besitzt.    Rein  imaginär  darf  x  offenbar  nicht  sein, 

weil  immer  und  nur  fllr  ein  solches  x  der  Nenner  jj  +  cosqp.  j/.r'  — 1 
bei  einem  Werthe  von  tp  zwischen  0  und  n  versch^vindet.  Für 
ein  X  mit  negativem  reellen  Theile  endlich  kann  die  Gleichung 
nicht  gelten,  wenn  sie  für  positive  x  gilt;  der  einen  Seite  müsste 
dann  vielmehr  das  negative  Zeichen  vorgesetzt  werden.  Das  In- 
tegral auf  der  Rechten  ist  also  nur  dann  7rP^"^(j?),  wenn  x  einen 
positiven  reellen  Theil  besitzt ;   selbst  bei  einem  ganzen  positiven  n 

ynvA.  es  für  ein  x  mit  negativem  reellen  Theile  —  7ri^**\a:),  und 
verliert  für  ein  rein  imaginäres  x  die  Bedeutung.    Seiner  Vermitte- 

lung  wird  man  sich  zur  Darstellung  von  nl^'^Xx)  aber  in  allen 
Fällen,  selbst  im  letzten,  bedienen  können,  da  P  als  ganze  Function 
continuirlich ,   also  die  Grenze  für  €  =  0  von  dem  Integrale   ist, 

durch  welches  P^^^Ä  +  tc)  für  ein  positives  fi  dargestellt  wird.  Wenn 
später  ein  allgemeineres  Integral  zu  behaudehi  ist,  welches  gleich- 
falls für  ein  rein  imaginäres  x  seine  Bedeutuug  verliert,  so  wird 
man  diesen  Fall  in  gleicher  Weise  als  Grenzfall  zu  betrachten 
haben.    Mau  beachte  dies  z.  B.  im  §  47. 
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In  Betreflf  der  Vieldeutigkeit  der  »**"  Potenzen  mag  sogleich 
hier  bemerkt  werden,  dass  es  genügt,  die  Zeichen  derselben  flir 
17  =  0  und  ^p  =  0  festzustellen,  indem  sie  dadurch  für  alle  Werthe 
Ton  0  bis  n  gegeben  sind,  da  sie  nicht  durch  Null  gehen.  Wir 
setzen  fest,  dass  für  17  =  0  und  resp.  9)  =  0  die  Potenzen 

(aj— cosjy.l^a;'— 1)»        (x  +  cos  qp.  ^x*  —  1)"* 
übereinstimmen. 

Dass  die  Gleichung  (6)  in  dieser  Allgemeinheit  besteht,  zeige 
ich  durch  eine  Substitution,  welche  derjenigen  nachgebildet  ist,  die 
Jacobi  bei  einer  ähnlichen  Gelegenheit*)  angewendet  hat;  es  ist 
dieselbe,  welche  bereits  im  §  8  vorkommt,  und  besteht  in  der  Ein- 
führung der  excentrischen  Anomalie  statt  der  wahren. 

Zunächst  wird,  um  den  einfachsten  und  zugleich  häufig  vor- 
kommenden Fall  zu  erledigen,  x  reell,  positiv  und  grösser  als  1 
angenommen.  Man  führt  dann  für  9)  eine  neue  Yariabeln  77  ein 
durch  die  Gleichungen 

o;  cos  o)  +  Va?*— 1           .                     sin  cp 
COS);  = ^      \ -         sm  71  = ^ 

a?-f-co8qp.ya?'— 1  oj-f  cosy.ya?' — 1 

X  — cosjy.y'aj'— 1  = .  dfj  = ^ 

X  +  cos9).Vaj'— 1  0?+  cosy.  yV— 1 

mit  der  Bestimmung,  dass  für  9)  =  0  auch  17  =  0  sei,  so  dass 
fl  und  9)  zugleich  von  0  bis  n  wachsen.  Man  findet  dann,  un- 
bestimmt d.  h.  für  jedes  q> 

/(a;  — cosw.Vaj'— l)*rfw  =  / ^-=====r—-^ 
,,                    '  ^                     0*^    (aj  +  cos9).l/a?'-l)«+'' 

also  für  9)  =  71  die  Formel  (6). 

In  dem  allgemeinen  Falle,  wenn  also  x  zwar  einen  positiven 
reellen  Theil  besitzt,  im  übrigen  aber  völlig  beliebig  ist,  wird  die 
Substitution  zwar  'imaginär;  ihrer  Anwendung  steht  aber  nichts 
entgegen. 

Beim  Gebrauche  der  imaginären  Grössen  (m.  vergl.  §  4  S.  11,  §  5  S.  16) 
bat  man  auf  folgende  Bemerkungen  zu  achten. 

1)  Zwei  Zahlen  x  und  —  haben  reelle  Theile  mit  gleichen,    imaginäre 

X 

mit  entgegengesetzten  Vorzeichen. 


*)    Grelle,  Joamal  f.  Math.  Bd.  15:  Formula  transformationis  integralium  de- 
fioitorum  S.  11,  no.  8. 
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Beweis.     Wenn  x  =^  a -\  bi,  so  isl 


2)  Wälilt  man  ^j?' — 1  so,  dass  der  reelle  Tlieil  der  Wurzel  das  Zeichen 
des  reellen  Hieiles  von  x  hat,  was  nur  dann  uichl  geschehen  kann,  wenn  x 
reell  und  zugleich  kleiner  als  1   ist,  so  haben  auch  die  imaginären  Theile  von 

X  und  ]^x* — 1  gleiche  Zeichen.    Der  Fall  x  =  bi  ist  auszunehmen. 

Beweis.     Ist 

x  =  a'\-bi         yo?*— 1  =p  +  ^«» 
so  wird  der  imaginäre  Theil  von  x* 

2abi  =  2pqi, 
Hatten  a  und  p  gleiche  Zeichen,  so  gilt  daher  dasselbe  auch  von  p  und  q. 

Unter  /a;* — 1  werden  wir  im  Folgenden  diejenige  Quadrat- 
wurzel verstehen,  die  mit  x  das  gleiche  Zeichen  besitzt;  der  Sinn 
dieser  Festsetzung  ist  nach  S.  11  nicht  zweifelhaft. 

Die  Quadratwurzel  lässt  sich  durch  Einfuhrimg  der  elliptischen  Coordinaten 
(S.  16)  in  eine  bequeme  Form  bringen.     Setzt  man   dazu,  indem  man  r  und 

|/r' — 1  positiv,  (jp  zwischen  — n  und  n  nimmt, 

a?  =  a  +  ftt  =  rcos(p-^isinq>^r^ — 1, 

so  wird,  wenn  man  ]^a?* — 1  dasselbe  Zeichen  wie  x  gicbt, 

^j:' — 1  =  cosqp.yr' — 1  +  irsinqp. 
Folgende  Formeln,  die  sich  hieraus  ergeben,  finden  mehrfach  Anwendung 

X  -}-  y^p* —  1  =  (r  -f  Vr'— l)(cosqp  +  tsin^), 
x—yx^—i  =(r— |/r*— l)(cosqp  —  tsin^), 

|/ar'-l  r+cosg)  ^   -'  ^        -' 

Mit  Herrn  Carl  Neu  mann*')  drücken  wir  den  faihall  der  letzten  durch  den 
Salz  aus:  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  a?  =  o  +  6t,  für  welche 

^/f<(iC -|- y^' — 0  conslanl  bleibt,  ist  eine  Ellipse  mit  den  Brenn- 
punkten +  1.  Der  constanle  Modulus  stellt  sich  als  Summe  der  grossen  und 
kleinen  Halbaxe  dar.  Die  Grenze  der  Werthe  a,  bis  zu  welcher  hin  oder  von 
welcher  an  man  Tim  §  4  (S.  13  u.  14)  nach  aufsteigenden  resp.  absteigenden 
Potenzen  von  a  entwickeln  kann,  isl  daher  die  Peripherie  eines  Kreises  mit  dem 

Radius  r— |/r^-^l  resp.  r+)V— 1. 

Ist  X  reell  und  >  1,  so  wird  r>  1,  qp  =  0; 

»f     *^  *f  ff      »>      •  ^—  *  t 


>>    >>     >> 


TT 

„    „       rein  imaginär,  „     .,      r>l,  g)  =  i— • 


*)    Ucbcr  die  Ent^'ickelung  einer  Function  mit  iiuaginärcm  Argument  nach  den 
Kugcli'uuctiouen.     Halle,  1862. 
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Der  grosste  Werüi,  den  v/fCix—yx^ — 1)  annehmen  kann,  isl  daher  1. 

3)  Der  reelle  Theil  von  X'\'Cos%p,'^li^—\    hal   das  Zeichen  des  reellen 
Tlieiles  von  x^  wenn  ^j  einen  reellen  Winkel  bezeichnet. 
Beweis.   Da 

(jj+|/a?'-l)(iP  — Var'— 1)=  1, 

so  haben  (No.  1)  die  reellen  Hieilc  von 

j:+>V— 1,         x—\fx^~\ 

gleiche  Zeichen.     Diese  Theile  sind  (No.  2)  a-f-p  ui^*!  ^ — P*  ^(>  *1<*^  P  ^^' 
solut  kleiner  ab  a  ist.     Daher  hat  der  reelle  Theil  von 

nämlich  a-^-pcosxp,  sicher  das  Zeichen  von  a. 


Es  sei  jetzt  x  positiv.  Führt  man  für  das  auf  reellem  Wege  von  0  bis 
n  wachsende  ^  durch  die  Substitution  auf  Seite  39  die  Grösse  ij  ein,  so  wird 
nach  jj  über  einen  Weg  to  zu  inlegriren  sein,  der,  wie  in  der  Figur,  vom 
Anfangspunkte  i;  =  0  zu  rj  =:  n  im  End- 
lichoi  führt,  ohne  sich  selbst  oder  die  Axe 
X  des  Reellen  zu  schneiden.  Ersteres  zeigt 
die  Formel 

(x-f  cosy.^^j:'— l)(x— cosjy.]'^— 1)  =  1, 

nach  der  zu  demselben  jj  nur  ein  (f 
(0  <  qp  ^  ji)  gehören  kann.  Letzteres  folgt 
aus  der  Gleichung 

sin  ^  =  smfj(x  +  cos  y .  '^x* —  1), 

die   zeigt,   dass    jj  nur    dann  reell   werden 

kann,  wenn  g)  ==  0,  oder  qp  =  ti,  oder  endlich  wenn  x-{-cosq).'^x* — 1 
reell  ist.    Dieses  findet  (und  zwar  für  jedes  q))  immer  und  nur  in  dem  schon 

oben  erledigten  Falle  statt,  dass  x  reell  und  ^1 .  Es  kaun  nämlich  aj+cos  q>.  \^x* —  1 
nur  für  einen  Werth  von  cos^  reell  werden,  da  b-\-  qcosq),  wenn  man  die 
Bezeichnungen  von  No.  2  benutzt,  nur  für  einen  Werth  von  cosqp  versciiwindel; 
damit  cosj^  reell  sei,  muss  auch  bcos(p-\-q  verschwinden,  also  b:q  gleich 
+  1  sein,  also  g>  gleich  0  oder  n. 

Der  Beweis  der  Gleichung  (6)  besteht  darin,  dass  die  Berechtigung  dar- 
gethan  wird,  nach  rj  statt  auf  dem  Wege  w  auf  dem  reellen  Wege  c  von  0 

bis  n  zu  integriren.  Dies  istbekannthchfür  jedes n gestattet,  wenn a?  —cos jy.y'^a;^ — 1 
für  kein  ij  in  dem  durch  v  und  w  eingeschlossenen  Theile  der  Ebene  ver- 
schwindet. Ich  werde  jetzt  zeigen,  dass  dieser  Ausdruck  dort  einen  positiven 
reellen  Theil  behält. 

Am  Rande  tc  ist  er  gleich  (x  +  cos  qp .  ^x^ — 1)~  ,  hat  also  nach  No.  3 
einen  positiven  imaginären  Theil;  am  Rande  v,  wo  17  reell  bleibt  uud  von  0 
bis  n  wächst,  ist  er  gleiclifalls  positiv,  folglich  überall  am  Rande.  Im  Innern 
kann  er  nur  verschwinden,  wenn  auch  der  reelle  Theil  verschwindet,  also  ein 
Minimum  besitzt,  welches  0  oder  negativ  ist.  Dies  kann  jedoch  nicht  eintreten. 
Setzt  man  nämlich 
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A  =  cosecos^i,         B  ==  tcos^sin^t^         C  =  — fsin^cos^t, 

so  wird  dieser  reelle  Theil 

=  i4-f- ßco«ficosCi-)-CsinfisinCt. 

Soll  er  für  eine  Combination  «,  ^  ein  Minimum  haben,   so   sind   für  dieselbe 
seine  Difierentialquotienten  nach  €  und  ^  Null,  also 

Bsin^cos^t — Ccosesin^t  =  0, 

Csin€Cos^t — BcosesinCi  =  0, 
woraus  folgt,  dass  sinecos^t  und  cosasin^t,  also  e  und  t  Null  sind,  was  für 
jj  den  Randwerlh  Null  giebt.  Die  Determinante  BB —  CC  kann  nämlich  nicht 
verschwinden,  ohne  dass  B  =  C  ==  0,  da  BB  und  — CC  nicht  negativ  sind. 
Für  diesen  Fall  würde  der  ganze  zu  untersuchende  reelle  Theil  sich  auf  A  =  i. 
rcduciren,  also  kein  Minimum  unter  1  besitzen. 

§  11.  Ein  Integral  von  neuer  Gestalt  hat  Dirichlet  ftir 
I^(gobO)  unter  der  Voraussetzung  entwickelt,  dass  0  einen  reellen 
Bogen  (0<:0<.n)  bezeichnet.*) 

Die  heuristische  Methode,  um  zu  demselben  zu  gelangen,  be- 
steht darin,  dass  man  annimmt,  die  Gleichung  (1), 

T  =  2:a*/^(co8Ö), 
deren  linke  Seite  einen  positiven  reellen  Theil  besitzt,  habe  noch 
Gültigkeit,  wenn  auch  c/^a  ==»1.    Setzt  man  a  =  cosf:  -{-tsinqp,  so 
zerfällt  die  rechte  Seite  in  einen  reellen  Theil 

P^'\eos  ö)  +  cos  qp  i^"  Yco8  0)  +  cos  2(p  P^'^cos  ö)  +  •  •  • 
und    einen   imaginären,    der,   durch   Division   von  t   befreit,    die 
Sinusreihe 

sin9)/^*\cosö)  +  8in2(p/^^\cosö)4-.  . 
giebt.     Zeiiällt  man   die   linke  Seite  gleichfalls  in  ihren  reellen 
Theil  R  und  den  imaginären  tS,  so  ist  R  gleich  der  oberen,  der 
Cosinusreihe,  S  gleich  der  Sinusreihe  zu  setzen.    Nun  wird 

1  —  2a  cos  Ö  +  a'  =  2e'>(co8  q)  —  cos  ö); 
der  Ausdruck  in  der  Parenthese  ist  f^T  rp<d  positiv,  so  dass  die 
Quadratwurzel  aus  demselben  gleich  wird 

e*»V|/2(cos (p  —  cos ö),  wenn  qp<Ö, 

eH9>+'»)]^(cosö  — coscp),  wenn  g)>ö, 
woraus  folgt: 
^    _  cc«i|,   _    .     ^,  ^  _  _.   _  ßini^   . . 

1^2(co89)  —  cosd/)  |'2(co89)  -  cos 0) 


R  =  —      ^^^iV    _^    -'     S  =       —=:  —9^f- 


1^2(co8  d  —  cos  q))  i/2(cos  0  —  cos  qp) 

*)    CrcUe,  Journal  f.  xMaih.  üd.  17,  JS.  4J. 


(q»0). 
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Elntwiokelt  man  die  von  9)  =  0  bis  q>=^n  gegebene  Function 
von  9>,  die  R  resp.  S  heisst,  nach  Cosinus  resp.  Sinus  der  Viel- 
fachen des  Bogens  9),  so  ist  also  der  Goeflicient  von  cosng),  resp. 
von  sinng),  wenn  »^1,  die  »**  Kugelfunction,  deren  Ausdruck 
durch  ein  bestimmtes  Integral  in  diesem  Pamgraphen  aufgesucht 
wird. 

Fourier  lehrte  die  CoefQcienten  solcher  trigonometrischen 
Reihen  durch  Integrale  darzustellen.    Soll  eine  Gleichung 

f{(p)  =  4ay  +  a,cos9)  +  a,cos2qpH — 
+  fr|  sin  9>  +  *3  sin2qp  H — 
fftr  alle  Werthe  von  q)  zwischen  —n  und  n  bestehen,  so  findet  er 
nämlich  durch  Multiplication  mit  cos  129)  resp.  mit  sin  ri^  und  Inte- 
gration nach  qi  von  —n  \n&  n 


1    r^ 
On  =  — -y    f(g>)  cos  «9)  d(p 


—71 


1         r^ 

K  =  —  /    f(g>)  sin  nq>  dq>. 


—  n 


Ist  f{<p)  nur  von  0  bis  n  gegeben,  so  kann  mau  dennoch  diese 
Formeln  anwenden,  indem  man  die  Function  auf  der  negativen 
Seite  in  willkürlicher  Art  fortsetzt.  Wählt  man  die  Fortsetzuug 
so,  das«  Kff)  =  f{— q>)^  so  verwandeln  sich  die  obigen  Aus- 
drücke in 

a„,  =  -   /     /(qp)cosmqpdg),        ft,„  =  0, 

0 

wodurch  die  Reihe  in  eine  reine  Gosinusreihe  übergeht,  mau  näm- 
lich erhält 

f(jp)  =  ja^  4.  a,  cosg)  +  a,  cos29)  -| 

Setzt  man  aber  f{q>)  so  fort,  dass  /(— qp)  =  — /(?>),  so  findet  man 
a,  =  0  und  die  Entwickelung 

/•(g>)  =  6,  sin  9  +  *3  si^  2^)  H — 

2  r^ 

bn  =  —  /    f{q>)s\nng>  dq>, 

(I 

An   dieser  Stelle    wollen  wir  den  Gang   der   Untersuchung  nicht 

unterbrechen,  um  hier  näher  darzuthun,  dass  diese  Ableitung  der 

Strenge  entbehrt^)  und  um  sie  durch  eine  andere  zu  ersetzen;  es 


*)    M.  vergl.  den  zweiten  Zusatz  zu  diesem  Kapitel. 
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i8t  dies  nicht  erfurderlich,  da  wir  anser  schliessUches  Resultat  noch 
verificiren. 

Wendet  man  Fonrier*8  Satz  auf  die  Entmckelung  von  R  und  $ 
in  eine  Cosinus-  resp.  Sinusreihe  an,  so  muss  man  berficksichti^en, 
dass  /(9>)  hier  nicht  im  ganzen  Intervalle  von  (p  =  0  bis  q*  =  n 
durch  da'sselbe  analytische  Gesetz  «resreben  ^vird,  sondern  durch 
eines  von  0  bis  0  und  durch  ein  anderes  von  d  bis  rr.  Daher 
hat  man  das  Integral,  welches  zur  Bestimmung  der  Coefficienten 
dient,  in  eines  von  0  bis  0,  und  eines  von  0  bis  rr  zu  theilen, 
darauf  in  das  erste  die  Werthe  von  R  und  S  aus  der  oberen,  in 
das  zweite  aus  der  unteren  Zeile  zu  setzen.  Auf  diese  Art  ent- 
stehen die  beiden  Formeln  von  Dirichlet  für  P 
_.  fi  ^        ^.  __       /^coslqfCo»n{pdgf  .     /"''sini^teosn^i/^ 

-  ^x     }2(cos(p-cosff)     -^      ]  2(cosÖ-cosg') 

,_    .        7i  ^.      ^.  /"^siniasinncpefv   ,     j^'^coslwsinnwdq^ 

(4,a)..  -T-i^  (cos  ^)  = —/    -=."^  -ff  '  T_JL, 

,7     I  2  (cos^  -  cos  0)    ^      }  2(cos  Ö  -  cos  tp) 

Zu  erinnern  ist,  dass  man,  wie  die  Ableitung  zeigt,  in  (7)  f&r  n  =r  0 
die  Hälfte  der  rechten  Seite  zu  nehmen  hat,  in  {1.  a)  aber  den 
Werth  M  =  0  überhaupt  ausschliessen  muss. 

Herr  Mehl  er  bildet  aus  diesen  Formeln  zwei  einfachere^) 

(7,6)..  -"-p-(cosö)=  r:ggg(g±i)yjy  ^  /•-  «n(»+*)yjgL 

*      >2(cosy-co9Ö)    ^      )2(cosÖ-co89n) 
wenn  0<ö<:rr.     Man  erhält  dieselben,  wenn  man  (7)  und  (7,  a ) 
erstens  addirt,  zweitens  sie  subtrahirt  nachdem  man  m  mit  n  + 1 
vertauscht  hat.    Dadurch  entstehen  ilie  beiden  Formeln 

cos(«  +  i)^^y  /'^      sin(ii-r|3^c/^ 


^p,  ^   /  '     cos(ji  +  A)y rfy     _  r\ 
;,         |2(cosg^-cosÖ)     '; 


|2(cosÖ  — cosy) 
/•*     cos(«-r4)^(f4]P  y"*     sin(ii-r  j)<y</y 

j         1  2(^cos  g'  —  cos  ^)       5        I  2(cos  Ö  —  cos  7=) 
aus  denen   durch  Addition  oder  Subtraction  sofort  die  des  Herrn 
3Iehler  hervorgehen. 

Um  die  Formeln  {1)  und  (7, a»  mit  Dirichlet  zu  verificiren, 
multiplicire  man  ihre  rechten  Seiten  mit  der  «'""  Potenz  einer  reellen 
(»ositiven  Grösse  o,  ilie  kleiner  als  1  ist;  es  zeigt  sich,  dass  dieses 
Pro4lukt  als  n"*-  Glied  einer  convergeuien  Reihe  angesehen  wenlen 

*)    Clebäch  und  Neum^nn,  AmLilea,  V.  Band,  S.  141. 


ij  11,  7,  Verschiedene  Formen  der  Ktigclfunction.  4r) 

m 

kann,  und  dass  die  Summe  dieser  Reihe,  wenn  man  die  rechte 
Seite  von  (7)  benutzt  und  von  «  ==i  0  bis  w  =  cx>  summirt,  jedoch 
för  «  =  0  die  Hälfte  nimmt,  sich  in  (1— 2a  coro -f  a')~*  verwan- 
delt, wenn  man  aber  von  (7,  a)  ausgeht  und  von  n  =  \  bis  n  =  ex? 
summirt,  in  dasselbe  weniger  1  übergeht,  wodurch,  vermöge  der 
Gleichung  (1),  die  Formeln  (7)  und  (7,  d)  bewiesen  sind. 

Bezeichnet  man  das  erste  Integral  in  (7)  durch  /i^,  so  ist 

die  Reihe 

(a)  ...    iß^  +  ofß, +  «'«,+  .. 

convergent.     Die  Summe   der   ersten  Glieder    bis  zu  dem  mit  a" 

multiplicirten  incl..  wird  nämlich 


^         C0Biq)d(p 


n  C08J9)C] 

j'         ]'2(C08<p~ 


G  +aC08<3P  +  •••  +  a^coswr/)). 


cos  ff) 

Durch  Summation  der  unter  dem  Integralzeichen  befindlichen  end- 
liehen Reihe  erhält  man,  dass  der  vorstehende  Ausdruck  sich  von 

l  —  a*     r^  cosiy  _   d(f 

'^      /      I  2(cos (^  -  cosÖ)      1  -  2a  cos g)  +  a' 
nm  das  Intesrral 


r^  cosj^  ^^^n-\-\(f  —  oiü^^nq> 

/       v'2(cösgr-^08Ö)         i-2aco8g)  +  «*         ^ 

unterscheidet,    welches    mit    wachsendem  n    zu    Null    convergirt. 
Denn  der  Ausdruck  unter  dem  letzten  Integrale  ist 

1-f-a  cos^ejpd^p 

^  *  (!-"«)'       }  bTu' iÖ -^ siü'  ig»  ' 
daher  das  Integi-al  selbst 

n      1  +  « 

^  2"  l^^y  ' 

Hieraus  folgt,  dass  (b)  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  (a)  ist. 
Vermittelst  der  Substitution 

sin  Ig)  =  ssin^ö,        z  =  cosi/;, 
welche  man  zur  Ausführung  des  vorigen  Integrales  anzuwenden 
pflegt,  findet  man  ftlr  (6) 

1  — a*     z"*^  dtp 


j-  r 


(1  --  a)'  cos'i/;  -f  (1  —  2a  cosö  +  a')  sin' ^ 


u 

oder  endlich 

n  1  +a 


(c)  ... 


4     1^1— 2acosÖ  +  a 
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Aus  dem  zweiten  Integrale  in  (7)  bildet  man  in  ähnlicher 
Art  eine  Reihe,  deren  Summe 

1  —  a*     /*"  Bin  ^q> d^ 

2      J      y2(cÖ8Ö'— cöäy)      1  — 2acoB9)  +  a' 

ist;  diese  rerwandelt  sieh,  indem  man  n—g>  statt  g>  setzt  in  einen 
Ausdruck  der  aus  (6)  entsteht,  wenn  man  darin  a  mit  —  a  und  0 
mit  n  —  O  vertauscht,  d.  h.  in 

n  1  —  a 

4      Vi  — 2acosÖ  +  a' 
Indem  man  dies  zu  (c)  hinzufügt,  erhält  man  in  der  That  ^nT. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  veriiicirt  man  (7,  a).  Man  multiplicirt 
wiederum  die  rechte  Seite  mit  o*,  summirt  nach  fi  von  1  an,  und 
betrachtet  gesondert  den  Theil,  welchen  das  erste  Integral  ron 
(7,  a)  zur  Summe  liefert,  und  den,  welcher  vom  zweiten  herrfihrt. 

Der  erste  ist 

y'"             sin  ig>  ,     .        ,     »  .    i     ,      x  . 

—  /      — (a smy  -f  er  »m2(p  4 — )  ag>, 

5         y2(cosg^  — cosö) 

oder,  wenn  die  Sinusreihe  bis  zum  n'"^"  Gliede  summirt  wird,  nach 
dem  Uebergange  zur  Grenze  (n  =  3c), 

/"'*  sinj9>  orsin^df) 

,V         )  2(cos  g^-^cos^)         i  — 2ff  cos  q:  +  a* 

Da  aber  die  Identität  besteht 

o  sing  sin 4a»  .       .         .      (1 — crVcosIcp 


1 — 2acosg'-rff*        i       i^      »    j — 2aco8g»  +  «* 
S4>  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 


71  1— er  ,  /'^       cosiijpJg 


.T  1  — er  i  •        rosig«« 

-         -. -  —  %    ^  :         _-    ^      ■ 

■*       I  1  —  2a  cos  6  -:  « *  v?       1  -  C^***  V — 


cos()) 


T 

worin  man  noch  das  zweite  Glied  mit  seinem  Werthe  '-  ver- 
tauschen kann. 

Der  zweite  Theil  ergiebt  sich  aus  dem  ersten  durch  Ver- 
tauschung von  o  und  0  mit  — a  und  n — fi, 

DuR'h  Addition  lieider  Theile  und  Hinzuftlgung  von  InP^*  ent- 
steht die  Function  i.TT,  wodurch  streng  bewiesen  ist«  dass 
die  rechten  Seiten  von  (7)  und  (l.aX  mit  den  angegebenen 

MiHliticationen  fär  «  =  IK  Nvirklich  P'(c<>*  ^^  darstellen. 

hie  erste  wm  ilt^  Iileii4iiiii^en  (7.6^  eriüU  Herr  Laurent  durdi  ilatii 
am  St'lilus»  des  ^j  9  erwähnte  Verfahreu,   lutleiii  er  «lie  krilr«elien  IhinLte,   welche 
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hier  cmO-jrisin6  sind,  durch  den  Bogen  eines  Kreises  mit  dem  Radius  1  ver- 
bindet, dessen  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte  liegt»  also  a  =^  ci)S(p  -{- ismq) 
setzt  und  nach  (p  von  —  d  bis  0  inlegrirt.  Auch  hier  ist  ein  besonderer  Ro- 
weis  für  die  Rerechligung  des  Verfahrens  erforderlich. 

§  12.     Aus  dem  §  2  der  Einleitung  S.  5  ging  hervor,   dasB 

f*(a?)  die  Lösung  einer  Differentialgleichung  sei.  Auf  die- 
selbe ftlhrte  eine  allgemeinere  partielle  (a)  naturgemäss,  wenn  man 
mit  Laplace  von  dem  Allgemeineren  zum  Speciellen  herabstieg. 
Bei  dem  Gange,  der  bier  gewählt  ist,  leiten  wir,  wie  es  auch  bei 
Legendre  geschieht^),  die  specielle  Gleicbung  direct  ab.  Dies 
elingt  u.  a.  auf  folgendem  Wege:   Man  setzt 


S 


woraus  folsrt 


O' 


T  =  — ,        5  =  Vi  —  2ax  +  'tt\ 

Z 


ox  ox 


^•s 


Ro  dasfl  man  die  Gleichung  erhält 

in  welche  >vieder  T  fttr  s,  und  zwar  dadurch  eingeführt  wird,  dass 
mau  sie  nach  x  differentiirt  und  — aT  fllr  dzidx  setzt.  Dadurch 
entsteht  die  partielle  Differentialgleichung  fllr  T 

Setzt  man  fllr  T  die  Reihe  £aV\x)^  und  beachtet,  dass  die  linke 
Seite  der  Difterentialgleichung  eine  nach  Potenzen  von  a  geordnete 
Reibe  wird,  die  nur  dann  vei-schwinden  kann,  wenn  jedes  Glied 
fftr  sich  verschwindet,  so  findet  man  dadurch,  dass  man  das  w'** 
Glied  gleich  Null  setzt,  die  Differentialgleichung  der  Kugel- 

'7«)'"°°  d-o^t-"-^' ""2"  +"(M  of'w  = ». 

Diese  lässt  sich,  weil  sie  der  zweiten  Ordnimg  angehört,  voll- 
ständig integriren  sobald  zwei  verschiedene  partikuläre  Lösungen 

bekannt  sind.    Eine  von  ihnen  P^'^Xx)  ist  eine  ganze  Function  w'**" 

♦)    KxerciceH  T.  II,  p.  2;"!?,  No.  UVX 
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Grades;  eine  zweite  wird,  wie  mau  aus  der  allgemeinen  Theorie 
der  Differentialgleichungen  ohne  Rechnung  erkennt,  wie  sich  aber 
auch  8])äter  bei  der  wirklichen  Ermittelung  der  Lösung  zeigt,  au 
zwei  Stellen,  für  j-  =:  4^1,  logarithmisch  unendlich.  Jede  im  End- 
lichen endliche  Losung  von  (8)  kann  sich  daher  von  f^Qe) 
nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden. 

Aus  (8)  geht  hervor,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 

p*(a?)  =  0  sämmtlich  ungleich  sind.  (M.  vergl.  §7.)  Denn 
wären  mehrere  Wurzeln  gleich  derselben  Grösse  a,  wo  a  sicher 

nicht  1  ist  (§  7,  S.  21),  so  würde  ftir  a?  =  a  nicht  nur  /*"(«)  selbst, 
sondern  auch  der  erste  Differentialquotient,  in  Folge  dessen,  wegen 
(8),  auch  der  zweite  verschwinden.  Differentiirt  man  (8)  eine  An- 
zahl von  y  Malen  hintereinander  nach  x,  so  entsteht 

woraus  folgen  würde,  dass  alle  Differentialquotienten  von  K  für 

X  =  a   verschwinden,  also  auch  der  w***,  der  doch   offenbar  eine 

von  0  verschiedene  Constante  ist. 

Von  (8)  kann  man  durch  Einsetzen  eines  Ausdrucks,  wie  er  im  §  1  durch 
cos/  bezeichnet  wurde,  nämlich  von 

a?  =  acos  ö  -|-  6 sin  ö cos xp  -f  •  csiu  ösin ip 

zu  der  partiellen  Diflerentialgl.  (o)  auf  S.  4  gelangen,  wenn  a'-j-^'+c' ==  1. 
Man  hat,  sobald  eine  Grösse  x  von  anderen  0  und  tp  abhängt, 

66*  +'^"^''  dO  ^sin'Ö  dtp*       dx*  Wdo)^ 

1    i^öa-yi  ,  c'^fö'*  .         a  dx         1      ö'x-l 
sin'  Ö  V  öl/»  /  J  "*  "ÖJJ  L  äö'  +  '""'^      ÖÖ  ''  »in*  tf  öl/;'  J  ■ 

BP 

Der  Faclor   von  zieht  sich  zu  —  "Ix  zusammen;  ferner  ist 

ox 

dx 

-x,c  =  —  a  sin  0  +  6  cos  ö  cos  !//  +  <?  ^*os  ösin  i/; 

--    -  ^  -   =  —  bsmtp  +  ccosil; 


so  dass 


«•+(^y+.^,(l')'=»-+»-+«-. 


dtlt 
Isl  mm  fl'-|-6'+'''=  1,  so  wird  (lciun.icli  die  Gleichung  crlialtoi 
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Die  Gleichung  (8)  wird  im  Folgenden  bei  vielen  Untersuchungen 
entweder  in  der  ursprünglichen  Form  auftreten  oder  nach  Ein- 
führung einer  neuen  Veränderlichen  statt  x.  Ich  stelle  einige  häufig 
vorkommende  Formen  zusammen. 

Die  ursprüngliche  Gleichung,  von  der  ein  Integral  a  =  P^(x)  ist 

geht  durch  die  Substitution  x  =^  cosd  über  in 
(6)  ...    ^  +  cotgÖ^  =  .^^(sinö^)  =  -«(«+1>; 

sie  verwandelt  sich  durch  die  Substitution  q  =  y^a;' —  i  in 

die  Form,  welche  bei  Lamö  vorkommt*),  auf  deren  Zusammen- 
hang mit  den  Eugelfunctionen  ich  hinwies**).  Von  besonderer  Be- 
deutung ist  die  Einfbhrung  der  Grösse  §,  die  schon  S.  18  geschah 
fllr  x,  welche  durch  die  Gleichungen  erfolgt 

Im  allgemeinen  ist  es  zwar  unerheblich,  welches  Zeichen  man  der 
Quadratwurzel  ertheilt;  des  bestimmteren  Ausdrucks  halber  wollen 

wir  aber  das  Zeichen  (S.  40)  so  feststellen,  dass  ^x^ — 1 
das  Zeichen  von  x  erhält;  also  ist  c/fC^  im  allgemeinen 
kleiner  als  1,   nur  dann  gleich  1,  wenn  x  ein   echter  Bruch 

*)  LioQTille,  Journal  de  Math^matiques,  T.  IV:  Sor  r^uilibre  des  temp^- 
ratores  dans  les  corps  solides  homognes  de  foime  elUpsoidale,  concernant  particu- 
li^rement  les  ellipsoides  de  r^volation,  p.  361. 

^  Dissertatlo  inaugnralis :  De  aequationlbus  nonnnllis  differentialibus,  Berolini 
1842  und  Grelle,  J.  f.  Math.  Bd.  26:  Ueber  einige  Aufgaben,  welche  auf  partielle 
Differeotialgleichungen  führen. 

Ueioe,  Tbeorie  der  Kugelfuoctionen.    2.  Aufl.  4 
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wird.  (Für  §  23  sind  diese  Festsetzongen  von  Bedeutnng).  Geo- 
metrisch lässt  sich  demnach  die  Beziehung  von  a;  zu  ^  so  aosdrttcken, 
dass  durch  ^  die  Ebene  der  x,  mit  Ausnahme  der  endlichen  Gre- 
raden,  welche  die  Punkte  — 1  und  +1  verbindet,  eindeutig  und 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  das  Innere  des  Einheitskreises 
abgebildet  wird,  während  den  Punkten  jener  Geraden  selbst  die 
halbe  Peripherie  entsprechen  würde. 

Durch  Einführung  von  ^  geht  (8)  in  die  Gleichung  über 

(d)...    r(l-|')-^-2|'^-«(n+l)(l-r>  =  0, 

welche  selbstverständlich  bei  Yertauschung  von  ^  mit  $''  un- 
geändert  bleibt. 


Zusätze  zum  ersten  Kapitel. 


A.    Eisenstein's  Satz.    (M.  vergl.  S.  16.) 

(a)  Soll  die  Reihe 

y  =  Co+c,aJ  +  c,a?•+... 
mit  rationalen  Coefficienten  c  Wurzel  einer  algebraischen  Glei- 
chung sein,  so  muss  eine  solche  Zahl  x  existiren,  dass  die  Coeffi- 
cienten   von   xy    nach   Vertauschung  von  x  mit  einem  gewissen 
ganzen  Vielfachen  von  x  in  ganze  Zahlen  übergehen. 

Diesen  Satz  beweise  ich  zuerst  unter  der  Voraussetzung,  die  Eisenstein 
oflenbar  machte,  dass  y  einer  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen,  oder 
was  dasselbe  ist,  ganzen  Zahlcocfficicnten  genügen  soll*),  und  zeige  zweitens, 
dass  jede  Reihe  y  mit  rationalen  Coefficienten  c,  welche  die  Wurzel  einer 
beliebigen  algebraischen  Gleichung  ist,  auch  einer  solchen  mit  ganzen 
Coefficienten  genügt.     SchUesslich   wird  der  Satz  auch   noch   in  der  Richtung 


*)  Im  Eingange  meines  zweiten  Beweises  dieses  Satzes,  im  Grelle' sehen  Journal 
Bd.  48,  aus  dem  Jahre  1854,  findet  sich  eine  irrthümliche  Angabe,  worauf  ich  erst 
sehr  spät  aufmerksam  gemacht  wurde.  Eisenstein  hat  nicht  nur,  wie  ich  dort  er- 
wähne, angegeben,  dass  die  c  in  den  Nennern  nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener 
Primzahlen  enthalten  dürfen,  wenn  y  einer  algebraischen  Gleichung  genügen  soll, 
sondern  auch  ausdrücklich  gesagt,  dass  durch  die  erwähnte  Vertauschung  die  Nenner 
fortfaUen  müssen.  Nachträglich  füge  ich  hinzu  (März  1877),  dass,  wie  ich  aus  einer 
gefälligen  Zusendung  des  Herrn  Hermite  ersehe,  Herr  U.  J.  S.  Smith  die  Angabe 
in  einer  Note  zu  der  Abhandlung:  „Sur  nn  Th^orbme  d'Eisenstein.  Par  M.  Her- 
mite" bereits  berichtigt  hat. 
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erweitert,  dass  er  sidi  auf  algebraische  Functionen  von  einigen  Transcendcnten 
bezieht. 

(6)  Da  y  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  sein  soll,  so  muss  y  auch 

einer  solchen  genügen,  welche  keine  gleichen  Wurzeln  besitzt.  Diese  sei 

f(x,y)  =  Ay^+Byy-'  +  -'  +  Iy'+Ky  +  L  =  0. 

wenn  A,  B,  etc.  ganze  Functionen  von  x  mit  ganzzahligen  Coefficienten  vor- 
stellen, die  keinen  allen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  dass  also  auch  /(O,  y) 
nicht  identisch  Null  ist.     Madit  man 

y       =Co     +xy,, 

yn-l=^Cn^l+Xyn, 

SO  kann  man,  durch  Einsetzen  dieser  Werthe,  successive  die  Gleichungen 
bilden,  welchen  die  Grössen  y^,  y,,  etc.  genügen;  jede  ist  von  derselben 
Form  und  demselben  Grade  v  wie  die  ursprüngliche,  besitzt  gleiclifalls  ganz- 
zahlige Coefficienten,  und  man  darf  wiederum  wie  oben  voraussetzen,  dass  die 
Ausdrücke  für  o?  =  0  und  ein  beliebiges  y   nicht  identisch  verschwinden. 

(c)  Für  :r  =  0  kann  von  einem  gewissen  Werthe  des  Index  n  an  jede 
dieser  transformirten  Gleichungen  nur  einen  endlichen  Werth  von  y^  liefern, 
wahrend  die  übrigen  v — 1  Wurzeln  unendlich  werden,  weil  nicht  zwei  Wurzeln 
von  f(x,y)  =  0  in  ihrer  ganzen  Entwicklung  übereinstimmen.  Solche  Glei- 
chung heisse  eine  rcducirte;  kann  man  den  Beweis  des  Satzes  für  jede 
Reihe  y«  fuhren,  welche  einer  reducirten  Gleichung  genügt,  so  ist  der  Satz 
anch  für  die  ganze  Reihe  y  bewiesen. 

Es  sei  deshalb  die  vorliegende  Reihe  selbst  die  Wurzel  einer  reducirten 
Gleichung;  da  dieselbe  für  o;  =  0  nur  einen  endlichen  Werth  von  y  giebt, 
so  müssen  die  ganzen  Functionen  A,  B,  etc.,  J,  für  :r  =  0  verschwinden ; 
würde  auch  üTNull  sein,  so  wäre  auch  L  =  0,  und  die  Coefficienten  A,  etc., 
L  wären  nicht  von  einem  gemeinsamen  Factor  befreit.  Daher  verschwindet 
K  nicht  für  x  =  0,  und  man  hat  daher 

A=        a,a?+ «!«'+• 
fi=        ß,x+ß,x'+' 

I  =         i,a?+  i,a?'-f-" 
K  =  x  +  XjiC+Xja?'-}-* 

wenn  die  o,  /},  elc.  X  ganze  Zahlen  oder  Null  vorstellen;  x  ohne  Index  ist 
siclier  nicht  Null,  während  X  ohne  bndex  auch  Null  sein  darf. 

Anmerk.  Wenn  J,  B,  etc.  /  sich  für  o;  =  0  auf  Zahlen  a,  ß,  etc. 
A  reducirten,  die  nicht  Null  sind,  so  wäre  es  dennoch  möglich,  dass  die  Glei- 

«r+/»»*""'  +  -  +  xy  +  A  =  o 

nur  eine  Wurzel  liefert,  wenn  sie  nämlich  nur  gleiche  Wurzehi  enthält;  sie 
würde  aber  niclit  den  Charakter  einer  reducirten  besitzen,  die  für  a;  =  0  eine 
endliche  Wurzel  (welche  auch  Null  sein  kann)  aber  v — 1  unendliche  geben  muss. 

(d)  In  die  reducirte  Gleichung 

4* 
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setze  man  <len  Werlh 

rin,  ordne  nach  Potenzen  von  x,  «nd  setze  den  Goeflicienten  einer  jeden  Potenz 
für  sich  (,deich  Null.     Ohne  ßeschränkiui^'   der  All{(emeinheit   kann    man  sicli. 
nur  d(«  hequemem  Ausdrucks  halber,  Cq  als  ganze  Zalil  vorstellen. 
Der  CoefGcient  von  x^  (^eht  dann 

[a,cl  +  ß,c--'  +  -'  +  x,c,+  X]  +  xc,  =0, 

so  dnss  xc^  eine  fi^anze  Zahl  ist,  d.  h.  c^  nur  den  Nenner  x  haben  kann.  Es 
Ih'sst  sich  scldicsslich  durch  vollständige  Induction  zeigen,  dass  c^x*'*  eine  ganze 
Zahl  wird.  Ist  dies  bis  zu  einem  Ix^timmtcn  Werthe  m  bewiesen,  —  und 
es  gilt  für  m  =  1  —  so  gilt  es  auch  für  m  + 1 .  Zu  dem  Cocfficienten  von 
^m+i  geben  nämlich,  da  A,  B,  etc.  /  kein  von  x  freies  Glied  besitzen,  ans 
Ay^f  JBy^^^^t  etc.  /y*  nur  diejenigen  Gliwler  in  der  Entwickelung  der  Po- 
tenzen von  y  einen  Beitrag,  welche  höchstens  mit  x^  mulüplicirt  sind.  Haben 
die  Grössen  c^x,  c,«',  etc.  CmX"\  rcsp.  die  erste,  zweite,  etc.  m'^  Potenz  von  x 
im  Nenner  (Annahme),  so  kann  auch  dieser  Beitrag  höchstens  die  m'^  Potenz 
von  X  im  Nenner  <>nlhallen.  Femer  giebt  Ky  einen  ähnlichen  Beitrag  ver- 
melu't  um  xCm^i,  endlich  L  den  Beitrag  Am^.].  Es  ist  daher  xCm+i  vermehrt 
um  eine  Summe,  die  keine  höhere  als  tlie  m''*  Potenz  von  x  im  Nenner  hat, 
gleich  0;  also  enthält,  wie  zu  zeigen  war,  Cm^i  keine  höhere  als  die  m-f-i^'' 
Potenz  von  x  im  Nenner. 

(e)  Die  Methode  des  Beweises  verschaflt  auch  dann  interessante  Resultate, 
wenn  A,  B,  etc.  L  nicht  ganze  Funrlionen  von  x,  sondern  selbst  unendliche 
Reihen,  und  die  or,  ß,  etc.  A,  nicht  mehr  ganze  Zahlen  sind.  Man  flndet  dann 
folgende  Zusätze  zum  Eisenstein*sclien  Satze:  Wenn  eine  Reihe 

der  Gleichung 

Ay'' +  By""-^ -\ [-1  =  0 

genügt,  so  existirt  eine  Zahl  x  von  der  BeschaiTenheit,  dass  xy  nach  Verlau- 
schimg  von  x  mit  xx  keine  anderen  Irrationalitäten  enthält,  ak  diejenigen, 
welche  in  den  a,  ß,  etc.  vorkonmien,  und  ganze  Potenzen  derselben. 

Sind  aber  die  a,  ß,  etc.  rationale  Zahlen,  so  müssen  auch  die  c  rationale 
Zahlen  sein;  nach  der  erwähnten  Vertauschung  bleiben  in  xy  nur  solche  Nenner, 
welche  in  den  er,  ß,  etc.  vorkommen  und  Potenzen  derselben. 

So  kann  z.  B.  eine  Reihe  y,  in  deren  Cof^fßcienten  c  alle  Primzahlen 
von  der  Form  4n+3  vorkommen,  nicht  die  Wurzel  einer  algebraischen  Glei- 
chung sein,  deren  l^oefficienten  A,  B,  etc.  solche  ganze  Functionen  oder  un- 
endliche Reihen  sind,  welch(>  Zahlen  a,  ß,  etc.  enthalten,  die  als  Nenner  nur 
Primzahlen  von  der  Form  4n-}*^  besitzen. 

(f)  Wiv  gehen  nun  zu  der  ersten  im  §  a  angegebenen  Erweiterung 
des  Eisenstein 'sehen  Satzes  über.  Die  Function  f(Xty)  soll  also  nicht  melir 
ausschliesslich  rationale  Zahlen  er,  ß,  de.  als  CoefPicienten  haben.  Sic  zerfalle 
dann  in  ein  Aggregat  von  Gliedern  ^.r'^y",  wenn  m  und  n  ganze,  die  g  ra- 
tionale und  irrationale  Zahlen  vorstellen.  Von  den  g  mögen  g^^  9,,  etc. 
g„  irrational  sein,  die  übrigen  rational;  dann  hat  [(x^y)  oflenbar  die  Form 

V^o  +  9iHfi  +  9t%  +  '"  +  9nrpn 
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w<^nn  die  tp  ganze  Functionen  von  x  und  y  mit  rationalen  CoofTicienten  be- 
deuten. Sollten  zwischen  g^,  g^,  etc.  g^  und  rationalpn  Grössen  ag,  a^t  etc. 
o«  eine  Gleichung  bestehen 

«o+«i?|-| 1-01»?-  =  0 

ohne  dass  alle  a  Null  sind,  so  würde  sich  eine  der  Grösse  g,  z.  B.  g^  elimi- 
niren  lassen,  und  daher  f(x,  y)  die  Form 

erhalten,  in  welcher  die  &  solche  ganze  Functionen  von  x  und  y  mit  ra- 
tionalen Coefficienten  wie  die  ip  sind.  So  fahre  mau  mit  der  Reduction  fort, 
liis  entweder  keine  irrationalen  g  übrig  bleiben  oder  doch  nur  solche,  zwis(*hei] 
denen  keine  lineare  Gleichung  von  der  obigen  Form  stattfindet.  Es  lässt  sich 
daher  f(x,  y)  in  eine  Summe  von  der  Form 

zerlegen,  in  der  die  tfj  die  frühere  Bedeutung  haben,  und  die  irrationalen 
Zahlen  g  keiner  linearen  Gleichung 

mit  rationalen  Coefficienten  a  genügen,  olme  dass  die  a  sämmtlich  Null  sind. 
(ß)  Soll  nun 

eine  Wurzel  von  /*  =  0  sein ,  wHlirend  die  c  rationale  Zahlen  vorstellen ,  so 
miiss  f(x,  y)  verschwinden ,  wenn  man  iiir  y  jene  Reihe  einsetzt.  ^  Dadurch 
möge  sich  ergeben 

Vi  =ai+/^i«  +  y3«'  +  — 

wo  die  a,  ß,  y,  etc.  olTenbar  rationale  Zahlen  vurstellon.     Es  mtiss  daher 

f{'>>y)  =  («0+  «1 5i  H — I-  «>«P«) 

+ (yo + y.  ?.+••• + y™  ?«)«* 
+ 

für  alle  VVerthe  von  x  verschwinden,  was  unmöglich  ist,  wenn  uicht  sämml- 
liclie  er,  /?,  y,  etc.  Null  sind,  d.  li.  wenn  nicht  y  eine  Wurzel  aller  Gleichungen 
\p^  =r  0,  1^,  =  0,  etc.  ako  gewiss  von  einer  dieser  Gleichungen  ist.  Jede 
solche  Gleichung  ist  aber  eine  algebraische  mit  rationalen  Zahlcoefficienten. 

B.    Trigonometrische  Reihen.    (M.  vergl.  S.  43.) 

(a)  Durch    die   Arbeilen   von  Dirichlet*)  steht  fest,    dass   eine   stelige 
Function  ^(a?),  die  für  alle  reellen  Werthe  von  ;r  zwischen  — n  und  n  will- 


*)  Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  4,  6.  157 — 169:  Sur  la  coDvergence  des  series 
trigonom^triques  etc.;  ferner  Dovc,  Repertorium  der  Physik,  Bd.  1,  S.  152 — 174: 
Heber  die  Darstellung  ganz  willkührlichcr  Functionen  durch  Sinus-  und  Cosinus- 
reihen. M.  vergl.  auch  in  Crellc's  Journal  f.  Math.  Bd.  17,  S.  54 — 56  der  Ab- 
handlung: Sur  les  serics  dont  le  termc  gendral  ddpend  de  deux  angles;  Addition  au 
m^oire. 
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kürlich  gegeben  isl,  die  ferner  nur  eine  angebbare  Anzahl  Male  vom  Wachsen 
zum  Abnehmen  übergeht,  innerhalb  dieses  Intervalles  durch  eine  Fourier^schc 
Reihe  dargestellt  werden  kann,  d.  h.  durch  eine  trigonometrische  Reihe 

(1)  ...    ^ao+ajCosa:  +  a,cos2a?4-"* 
-)-6j  sinx-^b^  sin 2a? 4"'"'» 
in  welcher  die  Constanten  a  und  b  die  VVerthe  besitzen 

I     /'^  1     /*^ 

(1,  a)  . . .     an=  —  /    f(x)cosnxdx      6,  =  — /    f(x)sinnxdx. 

—n  —n 

Fällt  die  eine  Bedingung,  die  der  Stetigkeit  fort,  nicht  aber  die  der  End- 
lichkeit, und  ist  die  Function  von  j?  =  — /r  bis  j;  =  fr,  die  Grenzen  Hhfi 
eingeschlossen,  willkürlich  gegeben,  so  stellt  die  Reihe  nur  insofern  fQxi) 
dar,  als  man  auf  eine  lieber  eins  timmung  der  Reihe  mit  der  Function 
in  der  endlichen  Anzahl  von  Unstetigkeitspunkten  und  in  den 
Punkten  +7r  verzichtet.  Die  Reihe  nimmt  nämlich,  nach  Dirichlct*s 
Beweis,  für  jedes  x  zwischen  — n  und  -^-n  den  völlig  bestimmten  Wcrlh 
i[/*(j?  +  0)  +  )r(a?~0)l  an  und  |  f /'(tt  —  0)  + /•(— ti  +  0)J  für  x  =  ±n, 
wenn  man  durch  f(x+0)  die  Grenze  bezeichnet,  welcher  f(x+f!)  zustrebt, 
während  die  positive  Grösse  s  sich  der  Null  nähert. 

Dirichlet*s  Methode  reicht  auch  hin,  um  zu  zeigen,  dass  in  dem- 
selben Sinne  die  Reihe  noch  gleich  der  Function  f(x)  wird,  wenn  die 
Function  noch  dazu  an  einzelnen  Stellen  in  s  Unendliche  gehl,  vorausgesetzt,  dass 

/  f(x)  dx  endhcli  und  conlinuirlich  von  x  =  —  tt  bis  ;r  =  7i  bleibt.    (Man 

vergl.  Grelle  J.  f.  M.  Bd.  17,  S.  55.) 

Femer  ist  auch  die  Reihe,  in  demselben  Sinne,  gleich  der  Function, 
wenn  f(x)  in  der  Umgebung  einzelner  Punkte  unendlich  oft  vom  Wachsen 
zum  Abnehmen  übergeht  und  umgekehrt,  oder,  wie  man  sich  auszudrücken 
pflegt,  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat.  Der  Ausdruck  ^in  der  Um- 
gebung^ ist  hier,  wie  üblich,  so  zu  fassen,  dass  man  die  bctreflenden  Punkte 
durch  beliebig  kleine  festzuhaltende  Stücke  einschliesst.  Ausserhalb  dieser 
Stücke  soll  die  Anzahl  der  Maxima  und  Minima  endlich  bleiben. 

Die  Untersuchung  über  den  Werth,  welchen  dann  die  Reihe  in  den  kri- 
tischen Punkten  selbst  darstellt,  hat  den  Scharfsinn  der  Mathematiker 
beschäftigt.    Die  völlig  continuirliche  Function  f(x),  welche  zwischen  x  =:  —  n 

und  X  =  n  gleich  gesetzt  wird  a?  cos  — ,  für  x  =  0  aber,  wo  a?cos  — 

X  X 

keine  Bedeutung  hat,  gleich  Null,  lässt  sich  in  eine  Fourier*sche  Reihe  ent- 
wickeln, die  offenbar,  da  sie  eine  Sinusreihe  giebt,  für  j;  =  0  Null  ist,  also 
in  dem  kritischen  Punkte  die  Function  selbst  darstellt.  Herr  Lipschitz 
tindet*)  femer  Gattungen  von  Functionen,  welche,  obgleich  sie  in  einem  Punkte 
unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben,  der  Reihe  noch  in  dem  kritischen 
Punkte    gleich    bleiben.      Andererseits   hat  aber  vor  kurzem   Herr  du  Bois- 


*)  Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  63,  S.  296— 308:  De  explicatione  per 
scries  trigonoractricas  etc.  Die  Arbeit  erschien  zuerst  als  Einladungsprogramm  (pro 
aditu  muncris  professoris  ordinarii  in  ord.  philos.  univ.  Frid.  Guil.  Rhenanae)  im 
Mai  1864. 
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Reymond*)  eine  conlinuirliclie  endliche  Function  von  x  mit  unendlich 
viden  Maxiniis  nnd  Minimis  in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickelt,  die  an 
den  kritischen  Stellen  nicht  mit  ihr  übereinstimmt»  die  nämlich  dort  unend- 
lich wird. 

Riemann  sagt  im  §  7  seiner  Abhandlung:**)  ^lieber  die  Darstellbarkeit 
einer  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe^,  dass  die  bisherigen  Arbeiten 
über  diesen  Gegenstand  den  Zweck  hatten,  die  Fourier'sche  Reihe  für  die  in 
der  Natur  vorkommendeo  Fälle  zu  beweisen.  Und  in  der  That,  indem  die 
Methode  von  Dirichlet  nicht  einmal  voraussetzt,  dass  die  Function  /(rr)  dif> 
ferentiirt  werden  kann,  hat  man  hier  Functionen  von  einer  Allgemeinheit  be- 
trachtet, die  für  diesen  Zweck  erschöpfend  schien.  Es  mag  dahingestellt 
bleibeo,  ob  in>  der  Natur  die  discontinuirlichen  Functionen  wirklich  vorkommen, 
oder  ob  die  mathematische  Theorie  der  Physik  sie  nur  einfuhrt,  indem  sie 
Annahmen  macht,  welche  dem  wirklichen  Sachverhalt  angenähert  zu  entspredien 
scheinen,  und  mathematische  Aufgaben  stellt,  welche  sie  den  wirklich  vorkom- 
menden Problemen  assimilirt.  Untersucht  man  z.  B.  den  Wärmezustand  eines 
Körpers,  dessen  Begrenzung  fortdauernd  in  einer  gegebenen  Temperatur  erhal- 
ten wird,  so  lässt  die  mathematische  Theorie  zu,  dass  die  anfangliche  Erwär- 
mung eines  Punktes  auf  der  Oberfläche  selbst  sich  von  der  eines  beliebig 
nahen  nicht  auf  der  Oberfläche  liegenden  um  eine  endliche  Grösse  unterscheide, 
nimmt  also  eine  völlige  Discontinuität  an. 

Während  sich  in  Folge  einer  Bemerkung  von  Dirichlet  am  Schlüsse 
seiner  im  vierten  Bande  des  Crelle*schcn  Journals  beßndlichcn  Arbeit  die 
Aussicht  eröffnete,  Dirichlct*s  Resultate  auch  auf  allgemeinere  Functionen 
übertragen  zu  können,  so  schien  andererseits  die  Anwendung  der  Fouri er- 
sehen Reihen  aufs  äusserste  beschränkt  werden  zu  müssen,  nachdem  in  neuerer 
Zeil  der  Begriff  der  Gonvergenz  in  gleichem  Grade  aufgetreten  war.  (M.  vergl. 
§  13  im  II.  Kapitel.)  Man  wusste  nicht  einmal,  ob  eine  periodische,  völlig 
continuirliche  Function  ^x)  mit  einer  endlichen  Anzahl  Maxima  und  Minima 
immer  eine  Fouri  er  *sche  Reihe  gicbt,  welche  in  gleichem  Grade  convergirt, 
während  eine  endlich  bleibende  Function,  bei  der  nicht  f{lC)  =  /( —  tt),  oder 
^y^  nicht  überall  continuirlich  ist,  eine  Fouri  er  *sche  Reihe  liefert,  die  sicher 
nicht  in  gleichem  Grade  convergirt.  Bedeutet  "^{x)  eine  zwischen  zwei  Gren- 
zen a  und  ß  continuirliche  Function,  so  durfte  man  daher  selbst  in  einfachen 
Fällen,  welche  ^in  der  Natur  vorkommen^,  nicht  schliessen,  es  sei 

J  f(^)yK^)äx 

/ß  n-ao        /-ß 

\p{x)  dx-\-  2!    /    (ön  cosnx  +  bn  smnx)  tp(x)  dx; 

a  a 

damit   fällt  aber  ein   wesentlicher  Theil  des  Werthes  fort,  den  die  Entwicke- 
lung  einer  Function  in  eine  trigonometrische  Reihe  hat. 


*)  Untersnchungen  über  die  Convcrgenz  nnd  Divergenz  der  Fonrier 'sehen 
Darstellungsformeln.    Abb.  der  baier.  Akad.  II.  Cl.  XII.  Bd.  II.  Abtheil.  1876: 

^  Werke  S.  213.  Die  Abhandlung  wurde  als  Habilitationsschrift  im  Jahre 
1854  bei  der  Göttinger  philosophischen  Facultät  eingereicht,  und  ist  erst  nach  Rie- 
mann's  Tode  erschienen. 


^ 
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In  einer  Arbeil:  •, lieber  Irigonomclrische  Reihen*)  habe  ich  die  Gültig- 
keit dieses  Satzes  bei  Functionen  f(x)  der  eben  erwähnten  Art  festgestellt, 
indem  ich  nachwies,  was  offenbar  hierzu  hinreichend  ist: 

Die  Fourier'sche  Reihe  für  eine  jede  endliche  Function,  die 
nur  eine  endliche  Anzahl  Maxima  und  Minima  und  Unter- 
brechungen der  Stetigkeit  besitzt,  convergirt  im  allgemeinen  in 
gleichem  Grade,  nämlich  mit  Ausnahme  der  Unstetigkeitspunkte  und  in- 
sofern nicht  f(n)  =  /(— yr).  der  Punkte  +7r. 

Der  früher  übliche  Beweis  dafür,  dass  eine  Function  höchstens  auf  eine 
Art  in  eine  trigonometrische  Reihe,  d.  h.  in  eine  Reüie  von  der  Form 

^  a»  cos  iKP  -j-  ^n  si"*  ^^ 
entwickelt  werden  könne,  war  durch  die  crwälmten  Umstände  hinfällig  ge- 
worden; der  Satz  selbst  bl  aber  jetzt  durch  neue  Metboden  bewiesen.  Die 
Feststellung  zweier  Punkte  war  hierzu  erforderlich :  Erstens  ist  nachzuweisen, 
dass  Null  nur  dann  durch  eine  immer  convergente  trigonometrische  Reihe  dar- 
gestellt werden  kann,  wenn  alle  a  und  b  Null  sind.  Zweitens  ergiebt  sich 
als  Vervollständigung  der  Satz,  dass  diese  Gocfßcicntcn  selbst  dann  noch  Null 
sind,  wenn  man  auch  für  eine  endliche  Anzahl  VVerthe  von  x  auf  die  Gon- 
vergenz  der  Reihe  oder  darauf  verzichtet,  dass  die  Summe  der  Reihe  Null  sei. 

Der  erste  von  diesen  beiden  Sätzen  war  in  meiner  vorerwähnten  Arbeit 
nur  unter  der  Voraussetzung  bewiesen,  dass  die  trigonometrisdie  Reihe  der 
Bestimmung  unterworfen  wird,  wenigstens  ^ im  allgemeinen^  in  gleichem  Grade 
zu  convcrgiren;  erst  Herr  Cantor  (in  Halle)  hat  ihn  im  72"*"  Bande  von 
Borchardt*s  Journal  ganz  allgemein  bewiesen**).  Den  zweiten  Satz  leitete  ich 
in  der  Arbeit  des  71*^"  Bandes  aus  dem  ersten  durch  eine  Methode  ab,  die  er^ 
laubte,  ihn  in  allen  Fällen  auszusprechen,  in  welchen  der  erste  gilt,  nämlich 
indem  ich  den  zweiten  von  zwei  Lehrsätzen  (s.  unten)  anwandte,  welche 
Riemann  im  §  8  seiner  Abhandlung  (Werke,  S.  213)  aufgestellt  imd  bewiesen 
hat,  wodurch  er  zum  ersten  Male  nach  Dirichlel*s  Arbeiten,  die  Unter- 
suchungen über  trigonometrische  Reihen  in  neue  Bahnen  lenkte.  Herr  Cantor 
gründete  darauf  seinen  allgemeinen  Beweis  des  ersten  Satzes  auf  den  ersten 
Lehrsatz  von  Riemann  an  der  erwälmten  Stelle. 

Setzt  man 

C«  =  ancosnx  -j-  6«  sinnx 
und  soll  die  trigonometrische  Reihe 

^o  +  Ci  +  — +  C„  +  -** 
für  alle  Werthe  von  x  die  Null  darstellen;   macht  man  femer 

iC.xH  F{x)  =  C.  +  -§-  +  •••+  -^  +  -. 

SU  folgt  aus  dem  ersten  Lehrsatze  von  Riemann  unmittelbar,  dass  der  Diffe- 
renzenquotient 

F(x 4- g) -2F(j)  +  F(x  -  a) 

aa 


*)    Borchardt,  Journal  f.  M.  Bd.  71,  S.  353— 3G5. 

**)  S.  130—138:  Uebcr  einen  die  trigonometrischen  Keihcn  betrcticuden  Lehr- 
satz, und  S.  139—142:  Beweis,  dass  eine  für  jeden  reellen  Werth  etc.  M.  vergl.  auch 
im  73.  Bande  S.  294— 20C  seine  Arbeit:  Notiz  zu  dem  AufsaUc  etc.  Bd.  72,  S.  139 
dieses  Journals. 
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mit  a  zu  Null  convergirt.  Der  zweite  Satz  von  Riemaun  besagt,  dass  der 
Quotient 

F(x  +  a)  —  2F(x)  +  F(X'-a) 

a 

mit  a  zu  Null  convergirt,  auch  wenn  die  vorliegende  Reihe  C, +  C^«"h"" 
nicht  die  Null  darstellt.  Mit  Hülfe  eines  Satzes,  den  Herr  Cantor  aurgestellt 
und  Herr  Schwarz  (GöttiDgen)  bewiesen  hat,  nach  welchem  eine  Function, 
wenn  sie  den  hier  geltenden  Stetigkeitsbcdinguogen  unterworfen  ist,  und  wenn 
ihr  zweiter  DilTerenzenquotient  für  jedes  x  Null  wird,  vom  ersten  Grade  sein 
muss,  schliesst  Herr  Cantor  aus  dem  ersten  Lehrsatz  von  Riemaun,  dass 
auch  in  dem  von  ihm  behandelten  allgemeinen  Falle  F(x)  eine  Function  ersten 
Grades  sei.  Hieraus  folgt  sogleich  die  Einlieit  der  Entwickclung  von  Null  in 
dem  Falle  des  oben  angegebenen  ersten  von  den  beiden  Sätzen. 

Die  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  winl  hier  nur  so  weit  behan- 
delt, als  die  Methoden  zur  Beleuchtung  ähnlicher  Untersuchungen  für  die  Kugel- 
funetionen  dienen,  und  die  gewonnenen  Resultate  uns  von  Wichtigkeit  sind. 
Daher  gehe  ich  nicht  näher  auf  den  reichen  Inhalt  der  bisher  nicht  erwähnten 
Arbeiten*)  ein,  welche  wir  unter  den  deutschen  Matliematikern  den  Herren 
du  Bois-Reymond  und  Cantor,  unter  den  italienischen  den  Herren  Ascoli 
und  D  ini  verdanken,  während  ihre  Methoden  in  der  folgenden  Darstellung  be- 
uutzt  werden.  Nur  ein  positives  Resultat  soll  noch  hervorgehoben  werden, 
'welches  die  Herren  Ascoli  und  du  Bois-Reymond  gewonnen  haben,  in- 
dem sie  den  Beweis  lieferten,  dass  eine  Function,  wenn  sie  eine  Integration 
«md  die  Entwickclung  in  eine  trigonometrische  Reihe  zulässt,  nur  in  eine 
Vourier'sche  Reihe  entwickelt  werden  kann,  dass  also  dann  die  Coefficienten 
durch  (1,  a)  gegeben  werden.  Eine  Grenze  der  Freiheit,  welche  man  einer 
Function  lassen  kann,  ohne  dass  sie  auftiört,  die  Entwickclung  in  eine  trigono- 
metrische Reihe  zu  gestatten,  haL  sich,  trotz  der  BemühuDgeu  hervorragender 
^dehrtai  nicht  ergeben,  was  durch  die  grosse  Allgemeinheit  des  Functions- 
l>egriirs  erklärlich  ist. 

(6).  Im  Folgenden  handeln  wir,  nach  Anleitung  des  §  a,  von  der 
^ummimng  der  Fourier'schen  Reihe  und  über  die  Art  ihrer  Convcrgenz. 

Setzt  man  in  die  Reihe  (1)  für  a  und  b  ihre  Ausdrücke  unter  (1,  a) 
«iD ,  wodurch  sofort  alle  Functionen  f  ausgeschlossen  werden ,  die  keine  In- 
tegration zulassen,  so  verwandelt  sich 

5„  =  iö^j-j-Äj  cosa?  -j- . ..  -j-  a„cos/ix 

-|-6,  sina? -!-••.  -|-  bnsintix 
io  den  Ausdruck 


--2^7   f^^ —TinJ(ß-l^- '^^^ 


*)  Die  Arbeiten,  welche  ich  benutzte,  findet  .man:  Von  Herrn  duBois-Rcy- 
■nond  in  Borchardt's  Journal,  Bd.  74,  76  u.  79,  den  Abb.  d.  bay ersehen  Akad. 
"v.  1874  u.  1876,  und  den  Göttinger  Nachrichten  von  1873;  von  Herrn  Cantor  in 
Borchardt's  Jonmal  Bd.  72  u.  73  und  den  Annalen  von  Clcbsch  und  Neumann 
B<1.  4  n.  5;  von  Herrn  Ascoli  in  den  Annalen  aus  1873  und  den  Aimali  di  Mate- 
matica  T.  VI;  von  Herrn  Dini  erschien  die  Abhandlung  Sopra  la  scric  di  Fourier. 
Visa  1872. 
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Dieser  geht  ilurch  tlie  Subslitiilion  ß—x  =  2a  über  in 

1      /'Kl--')  ^  ^sin(2w+l)a^ 

(2)  . . .     5,  =  —    /  /(a:+2a) — V  ^  ^    da. 

Man  sucht  die  Summe  5  der  unendlichen  Reihe  (1),  d.  h.  die  Grenze  5,  der  sich 
.«„  nähert,  und  fragt,  ob  $^  sich  dem  5  in  gleichem  Grade  nähert,  was  auch 
X  sei.  Wird  s  =  /(x).  so  stellt  die  unendliche  Reihe  f(x)  dar.  Wir  leiten 
uun  folgende  Sätze  ab. 

I.Satz.  BczfMchnet  f(jD)  eine  endliche  integrabele  Function, 
welche  zwischen  —n  und  n  nicht  unendlich  oft  vom  Wachsen 
iu's  Abnehmen  übergeht  und  nicht  unendlich  viele  Unstetig- 
keiten  besitzt,  so  ist  die  Grenze  $  von  ««  für  n  =  oo 

wenn  —  n<.x<inf  und  ferner 

»  =  M«-o)  +  /(-«+o)|. 

wenn  x  =  +71. 

2.  Salz.  Unter  den  gleichen  Bedingungen  kann  man  n  so 
gross  nehmen,  dass  $  — ««  kleiner  bleibt  als  jede  gegebene  fesle 
Grösse,  während  x  die  Werthe  zwischen  — n  und  n  durchläuft, 
die  Grenzen  +7r  eingeschlossen.  Dadurch,  dass  man  n  noch  grösser  nimmt, 
kann  man  die  Diflcrcnz  $ — Sn  noch  kleiner  niach^. 

Diese  Sätze  werden  unten  bewiesen.    Man  zieht  aus  ihnen  die  Folgerungen : 

1.  Folgerung.  So  lange  f  conlinuirlich  zwischen  — n  und  n  bleibt, 
ist  die  Reihe  =  /(x),  und  zwar  in  gleichem  Grade,  convergent.  Ist  f  in  ein- 
zelnen Punkten  disconlinuirlirh,  so  gilt  im  allgemeinen,  d.  h.  mit  Ausschluss 
der  Umgebung  dieser  Punkte  dasselbe.  Die  Punkte  o;  =  +7r  verhalten  sich 
wie  Punkte  der  ersten  oder  zweiten  Art,  je  nachdem  f(n)  gleich  oder  nicht 
gleich  ist  fi—n). 

2.  Folgerung.  Besitzt  f(x)  in  der  Umgebung  einzelner  Punkte  a;^,  d?,, . . . 
unendlich  viele  Maxima  oiler  Minima ,  so  bleibt  noch  immer  der  erste  und 
zweite  Satz  bestehen,  wenn  man  beliebig  kleine  endliche  Strecken  ausschliesst, 
mit  denen  man  jene  Punkte  unigicbt,  und  x  keinen  solchen  Wjcrth  ertheilt, 
der  in  diese  Räume  fallen  würde.  Gleiches  gilt,  wenn  f(x)  in  einzehicn 
Punkten  x^t  x,,...  unendlich,  aber  nur  in  der  Art  wird,  dass 

(x-x,y^  f(x).      (x"  x;y^  f(x,), . . . 

für  j;  ==  Xj,  X, ,...  endlich  bleiben,  und  die  v  feste  positive  Zahlen  unter  1  sind. 
Auch  diese  Folgerung^  die  mau  in  Bezug  auf  die  Maxima  und  Minima 
mit  einer  noch  weiter  gehenden,  Strecken  statt  der  Punkte  betreffenden  ver- 
lauschen  könnte,  bedarf  keines  eigenlhümlichcn  Beweises,  sondern  crgiebt  sich 
unmittelbar  aus  den  Elementen  der  Integralrechnung.  Bezeichnet  man  durch  q) 
eine  endliche  Function  mit  einer  endlichen  Anzahl  Maxima  und  Minima,  die 
mit  f  Übernil  ausser  in  der  Umgebung  der  Punkte  x^,  x^,...  übereinstimmt, 
so  gellen  nämlich  die  beiden  Sätze,  wenn  man  f  mit  tp  vertauscht.  Das  In- 
tegral (2)  wird  aber,  wenn  man  f — q>  für  f  setzt,  beliebig  klein,  indem  die 
Function  unter  dem  Integrale  f(x-{-2a)--  (p(x-\-2a)  sich  nur  in  sehr  kleinen 
Intervallen  von  0  unterscheidet,  nämlich  fiir  solche  Werthe  von  a^  für  welche 
X'{-2a  in  die  Umgebung  kritischer  Pimkle  fällt.  Nach  der  Voraussetzung, 
dass  X    kein    kritischer  Punkt   sei,    wird  in  der  Umgebung  von  a  =  0    die 
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Diflerenz  f(x -{-2a) -— q)(x -{- a)  sicher  Null,  also 

sin(2w  +  l)a  1 

sina  sina 

überall  endlich,  wo  jene  Diflereuz  uichl  Null  ist.  Hieraus  f(»lgt  uniuiUelbar, 
dass  das  lotegral  (2)  nach  Verlauschuug  von  f  mit  f—(p  für  jedes  n  beliebig 
klein,  also  die  Grenze  von  s^  beliebig  nahe  dem  im  ersten  Salze  angegebenen 
Werüic  sei.  Nach  dieser  Bemerkung  wird  es  auch  im  Folgenden  über- 
flüssig sein,  derartige  Ausnahmen,  die  in  Punkten  eintreten,  zu 
erörtern. 

(c.)  Um  den  Beweis  der  beiden  Sätze  zu  liefern,  untersuchen  wir  die 
Ausdrücke 

xp(a)  sin  na  da  B  =     /     xp(a)  cos  na  da, 

in  welchen  tp  eine  Function  von  a  bezeichnet,  welche,  wie  oben  f(x-\-2a), 
einen  l*arameter  x  enthalten  m<ige;  in  denen  A  eine  feste  reelle  endliche  Zahl, 
und  ebenso  n  eine  reelle  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bezeichnet. 
Während  des  Beweises  denken  wir  uns  h  und  n  positiv. 

Zuerst  sei  tp(a)  endlich,  und  für  keinen  Wcrth  des  Parameters  x 
grösser  als  die  feste  Zahl  y.  Diese  Annahme  ist  hier  wesentlich;  nur  zur 
Bef|uenilichkeit  wird  vorläulig  angenommen,  dass  tp(a)  in  den  lirenzeu  0  und  h 
für  a  das  positive  Zeichen  hat  und  nicht  zunimmt,  so  dass  tfj(P)  ==  y^ 

7t 

Man  setze  femer  — —  =  J. 

2n 

Man  zerlege  A   in  eine  Summe    von   Integralen   zwischen  den  (irenzen  0 

und  d,  dund  3d,  allgemein  (2m—i)d  und  (2m -{-1)5.  schhcsslich  (2|U-|-l)d 

bis  A,  wo  /i  eine  solche  ganze  Zahl  bezeichma,  dass  (2^  f  l)d'^_.Ä<:(2^  +  3)d. 

Das  letzte  Integral  ist,  absolut  genommen,  •<  2yd,  das  erste  <Cyd.     Jedes  der 

übrigen  hat  die  Form 

i^a) sinna  da  =^  I       +  / 

Sind  d,  und  d,  positive  lin'tssen,  welche  d  nicht  überschreiten,  so  werden 
die  beiden  Integrale  auf  der  Beeilten  resp.  gleich 

•  tp(2md  —  d,)  •  cosutTT,         —  •  tp(2mö  +  d,) .  coshitt, 

das  Integral  auf  der  linken  also  absolut 

<-*    [V<2ifi-l)(J-V<2iw+l)(J|. 
Hieraus  folgt 

tp(a)  sinna  da<      [  i/<0)  -  ip{h)  \   -  ^ 


./•' 


und  fügt  man  noch  das  erste  und  letzte  Integral  hinzu 

) 


n    \     ^   2  ■ 


oder 


/ 
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nA  <  y.6 

wo  £  iMDt;  omlliclH; .    vou   der  Bcschafleiihcit  unserer  Function  \p  unabhängige 

Zahl  f  nämlich  1  -f  -^)  bezeichnet. 

Indem  man  das  Resultat  auf  diese  Art  ausspricht,  bleibt  es  noch  gültig, 
wenn  man  tf)  vou  den  oben  unwissentlich  genannten  Beschränkungen  befreit; 
dies  geschieht  nach  dem  Muster  von  Dirichlet^s  Arbeit  über  die  trigono- 
metrischen Reihen  im  I.  Rande   vou  üove*s  Repertorium  §  5,  S.  167 — 168. 

Zunächst  bleibt  das  ResulLil  bestehen  für  den  Fall,  dass  \f)(a)  eine  Con- 
stantc  Y  ^t;  femer  wenn  xf){a)  auch  negativ  wird.  Ist  dann  noch  immer  y 
der  grösste  Zahlwerlh  von  tp(a),  so  wird  y  +  l//(a)  positiv  sein,  und  statt 
y^(o()  in  A  eingesetzt,  das  Resultat  geben 

II  /  (y  + !//(«))  sin  nada  <iy e, 

0 

wo  e  eine  endliche  Grösse  bezeichnet.  Hieraus  ergiebt  sich  derselbe  Satz, 
wenn  auch  i^  sein  Zeichen  weclisell.  Vertauscht  man  \p  mit  — tp,  so  erhält 
man  das  gleiche  Resultat  für  eine  immer  wachsende  Function.  Da  ferner 
ofTenbar  auch  für  ein  Integral 

tp(a)s\nnada        (0  <  ii<;  A) 

k 

dasselbe  gilt,  und  wenn  \p  zwischen  0  und  h  melirfach  (p  mal)  vom  Ab- 
nehmen zum  Wachsen  übergeht  und  umgekelirt,  man  A  in  eine  Reihe  von 
P'\-i  derartigen  Integralen  zerlegen  kann,  so  dass  in  jedem  tp  nur  wächst 
oder  nur  abnimmt  (resp.  constant  bleibt),  so  wird  jetzt  n^l  <[  (p~{~Oy-^- 
Setzt  mau  wieder  nA  K^y.e,  so  ist  jetzt  unter  e  wie  früher  eine  endliche 
lin'tsse  zu  verstehen;  jetzt  ist  sie  aber  nicht  völlig  unabliängig  von  tfff  sondern 
enthält  einen  Factor  (p-hO>  ^velcher  anzeigt,  wieviel  grösste  und  kleinste 
Wertlie  tp  besitzt.  Diese  Zahl  ist  nadi  der  Annahme  endlich  und  da  ähnliche 
Betrachtungen  für  B  das  gleiche  Resultat  geben,  so  hat  man  den 

3.  Satz.  Ist  xp(a)  endlich  und  für  jeden  Werth  des  Parameters 
X  kleiner  als  y,  besitzt  ferner  tp(a)  von  a  =  0  bis  a  =  h  eine  end- 
liche Anzahl  Maxima  und  Alinima,  so  bleiben  die  Integrale 

ifj  (a)  sin  na  da,        nl    tp(a)cosnada 

U  I) 

unter  ey,  wo  y  den  absolut  grösslen  Werth  von  V'(a)  und  e  eine 
endliche  Zahl  bezeichnet,  die  sich  nicht  mit  dem  Parameter  x 
ändert. 

(d)  Zweitens  möge  i/;  an  einer  Stelle,  und  zwar  für  o  =  0 
unendlich  werden,  doch  nur  so,  dass  o*'t^(a)  endlich  bleibt,  wenn  y  eine 
positive  Zahl  bezeichnet,  die  1  nicht  übersteigt.  Femer  soll  xp  nur  Maiima 
und  Minima  in  (»ndlichcr  Anzahl  enthalten. 

Man  führe  für  xfj  eine  immer  endliche  Function  (p  ein,  indem  man  setzt 

xlj(a)  =  a-*"  (p(a)  (0  <  y  ^  1), 

wo  q>  den  Parameter  x  enthalten  wird,  und  bezeicime  nunmehr  den  grössten 
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Zaiilwerth,  den  (p  (a)  von  a  =  0  Ins  a  =  A  für  alle  x  annelimon  kann,  durch 
y.     Es  wird  vorausgesetzt,  dass  es  ein  heslimmtes  y  gieht. 

Man  zerlege  nun  A  in  die  Summe  zweier  Integrale  ( — <!  ä) 

A  =  /  fp(a)^innada  =  /     +  /  • 

0  0  m 

n 

Auf  das  zweite  Integral  der  rechten  Seite,    in    welchem  l//(a)  endlich  hleibt, 

lässt  sich  der  3.  Satz  anwenden.     Dort  ist  aber  statt  y,  dem  grössten  Werth 

von  l//(a).  zu  setzen  der  grösste  Werth  von  a~^fp(a)  d.  h.  y  mal  der  — v***" 
Potenz  des  kleinsten  Werthes  von  a,  d.  h. 

Hieraus  geiit  hervor,  da&s 

^  —  f     tp(a)Hinnada<.—ß^—-' 
(» 
Multiplicirt  man  noch  mit  n^~*',  so  entsteht 


m 


C3)...     „-^[/V(«)'-^«?d«-/,,(a)'^da] 


«y 


(I  0 

wo  €  und  y  feste,  und  nicht  von  m,  n  oder  dem  Parameter  o;  in  ^ 
abhängige  Grössen  sind. 

Für  m  nehme  man  nun  keine  feste,  sondern  eine  mit  n  zugleich  beweg- 
liche Zahl  (m  braucht  ebensowenig  wie  n  eine  ganze  Zalü  zu  sein),   die  mit 

fi,  aber  schwächer  als  dieses  in's  Unendliche  wächst,  so  nämlich  dass  —  un- 

n 

endlich  klein  wird.  Dies  geschieht  z.  B.  wenn  man  m  =  |<^ii  setzt:  Alsdann 
sinkt  die  rechte  Seite  unter  jeden  Grad  der  Kleinheit  herab,  und  zwar  in  gleichem 
Grade  fiir  jeden  Parameter  x\  d.  h.  es  lässt  sich  n  so  gross  nehmen,  dass  der 
Ausdruck  auf  der  Linken  für  jedes  x  und  dasselbe  n  unter  einer  beliebig  ge- 
gebenen Grösse  bleibt. 

liier  gewinnt  man  also  das  Resultat,  dass  die  Grenze  von 


n^ 


y    (f{ay-~da 

0 


sich  nicht  ändert,   wenn    man  A  mit   einer    kleinern,   sogar   einer 

solchen  oberen  Grenze  —  vertauscht,    die   mit  wachsendem  n  zu 

n 

Null  convergirt. 

(e)  Um  die  Gleichung  (3)  bequemer  anwenden  zu  können,  transformirt 
man  sie  nach  dem  sogenannten  zweiten  Mittelwerthsatze  (von  den  Herren  du 
Bois-Reymond  und  Wei  erstrass).  Nach  uaserer  Voraussetzung,  dass  ()p(a) 
nicht  unendlich  viele  Naxima  und  Minima  besitzt,   muss   ^  von  a  =  0,   we- 
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nigstens  bis  zu  einem  sehr  kleinen  Werthe  ( — j   (iassell>e   Zeichen    behallen 

und  entw'eder  nur  wachsen  oder  nur  almehmen.  [Dasselbe  tritt  auch  ein,  wenn 
unendlich  viele  Maxiraa  und  Minima  vorhanden  sind,  aber  an  einer  andern  Stelle 
als  a  =  0].     Dann  hat  man  nach  dem  erwähnten  Satze: 

m  m 

y"  sinwa.  /  I  A\/'"  **"""^ 

9(«) -^K- ^«  =  y (+0)/   --i^do 

O  0 

IM 


+Kf)-K+o)]/-==^^ 


wenn    B    eine    weder    0    noch  —  überschreitende  Grösse  bezeichnet.     Setzt 

n 


man  diesen  Werth  in  (3)  ein,  so  entsteht  (v  <  1) 


m 


(4)  . . .    n^-rf^(a)^äa  -  ^+0)/"  ^  d(««) 

0  o        ^      -^ 

-[»©-,(+»)]/^*~)<-^- 

Wir  gehen  nun  zu  den  Grenzen  über.  Das  zweite  und  dritte  Integral 
auf  der  linken  Seite  bleiben  endlich;  fuhrt  man  na  als  Veränderliche  ein,  so 
verwandeln  dieselben  sich  in  die  ganz  bekannten  Formen 

/•»sin/»  f'^ß^ 

von  denen  die  erste  für  n  =  oo,  also  m  =  oo,  gleich  ist 

fr 

■  —I        ■■    ■■■■    ■■■  • 

2.sinj^y7r./V 

Da  ferner  (fi — j — ^C")*^)  ^^  ^^^  herabsinkt,  so  findet  man   den  Salz, 

welcher  im  Handbuche  mehrfach  Anwendung  findet: 

4.  Satz.  Ueberschreitet  die  von  a  =  0  bis  a  =  A  für  jeden 
Werth  des  Parameters  x  endliche  Function  ^{pt)  nicht  einen  an- 
gebbaren Werth  y  und  hat  sie  zwischen  a  =  0  und  o  =  A  nur 
eine  endliche  Anzahl  Naxima  und  Minima;  ist  ferner  0  <I »  :^  I. 
so  kann*man  n  so  gross  nehmen,  dass 

0  * 

und  zwar  für  alle  x  in  gleichem  Grade,  unter  jeden  Grad  der  Klein- 
heit herabsinkt. 

Dieselbe  Metliode  zeigt  auch,  dass 


Trigonometrische  Reihen  (J3 

J     ^^  ^    a^  2/V.cosAy7r  ^^  '     ^ 

dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  wenn  0  <Cv  <  1. 

(/^  Hieraus  erkennt  man  unmittelbar,  wie  stark  die  C!oefficienten  On  und 
6»  in  einer  Fourier' sehen  Reihe,  welche  die  Function  (p(a)  darstellt,  zu  Null 
conviA^iren.  Bleibt  q>(a)  endlich,  so  bleiben  nOn  und  n&»,  wie  gross  auch 
fi  sei,  im  Endlichen.  Wird  (p{a)  für  a  ^=  x  so  unendlich;  dass  (a — ^y<f{ot) 
für  «  =  a  endlich  bleibt,  so  bleibt  noch  a^n}"^  für  n  =  oo  endlich.  Dies 
ist  sogar  noch  der  Fall,  wenn  auch  if(pt)  in  einzeben  Punkten,  in  welchen 
es  nicht  unendlich  wird,  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzt. 

Hier  wenden  wir  das  Vorhergehende  nur  zum  Beweise  der  beiden  Sätze 
1.  und  2.  an,  indem  wir  im  4.  Satze  y  =  1  setzen.  Dadurch  findet  man, 
daas*  wenn  k  eine  positive  Zahl  bezeichnet, 

(5)  . . .  / V«)  -^  rf«  -  ^  [9P(+0)  +  9<-0)] 

mit  wachsendem  n  in  gleichem  Grade  zu  Null  convergirt;   wenn  &  ==  0,  ist 
ferner 

(5,a)...    y   ^a)^^da~ -yy(+Ö). 

0 

Null  für  fi  =  oo. 

Es  sei  nun  — n<ix<ifi\    man  setze 

h  =  \(n—x)       k  =  ^in-^rx) 

^^  ^  sma 

und  2fi4-i  fär  n.     Dadurch  wird 

9<+0)  +  9(-0)  =  /(^+0)  +  /(«-0). 

SO  dass  der  4*^  Satz  sich  in  den  ersten  und  zweiten  verwandelt. 

Der  Fall  rc  =  +fr  bleibt  noch  übrig,  der  eine  Modification  des  Ver- 
fahrens deshalb  erfordern  würde,  weil  eine  von  den  Grössen  h,  k  gleich  n 
ist,  sina  daher  zweimal  unter  dem  Integrale,  für  a  =  0  und  a  ^=  Uy  ver- 
schwindet. Aus  dem  fertigen  allgemeinen  Resultate  ergiebt  sich  aber  das 
Resultat  in  diesem  Falle  sofort,  wenn  man  f(x)  periodisch  fortsetzt,  so  dass 
r.  B.  in  den  Punkten  -yr-O,  -yr+O  die  Ordinaten  sind  f(n-0),  /(-tt-iO), 
and  darauf  x  von  einem  andern  Anfangspunkt  zählt. 

Man  kann  aber  auch  das  obige  Verfahren  für  den  speciellen  Fall  passend 
y  roodificiren.  Beliandeli\  wir  einen  von  den  beiden  Fällen,  z.  B.  x  =  —  ti. 
In  diesem  ist 

f"ir         .  «  V  sin(2ii+l)a  _, 
J  sina 
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Nachdem  man  im  letzlcn  Inle^al  n—a  fiir  a  eingeführt  hat,  entsteht 


n 
T 


Diesen  Ausdruck  assimilirl  man  (5,  a),  indem  man  setzt 
qp(a)  =  ~-  Vf(n-a)  +  K-n+a% 
und  erhält  dadurch  das  verlangte  Resultat. 


Zweites  KapiteL 

Entwickelung  nach  Kugelfiinctionen. 

§  13.  Die  Darstellung  des  vollständigen  Integrales  von  (8)  bildet 
den  Gegenstand  des  dritten  Kapitels,  während  hier  von  der  Ent- 
wickelung nach  Eugelfunctionen  gehandelt  wird,  wobei  wir 

uns  zur  Abkürzung  des  Zeichens  X"  ftr  P^"^(j:)  bedienen  werden 
(M,  vergL  S.  11).  Die  Entwickelungen  von  Functionen  werden  hier 
unter  der  Voraussetzung  vorgenommen,  dass  diese  Functionen  sich 
wirklieb  von  a;  =  —  1  bis  a;  =  1  durcb  Reiben  darstellen  lassen, 
die  nach  Eugelfunctionen  geordnet  sind.  Die  Berechtigung  dieser 
Voraussetzung  ist  in  einigen  Fällen  klar,  wird  allgemein  aber  erst 
im  5.  Kapitel  des  zweiten  Theiles  §  119  untersucht,  so  dase  die 
Metboden  dieses  Kapitels  bis  dabin  nur  als  heuristische  zu  be- 
trachten sind;  der  Nachweis  der  Berechtigung  lässt  sich  übrigens 
für  continuirliche  und  zugleich  differentiirbare  Functionen  ohne  er- 
hebliche Schwierigkeit  führen. 

Der  Methode  liegt  noch  eine  zweite  Voraussetzung  zu  Grunde,  auf  deren 
Nothwondigkeit  man  erst  in  Folge  einer  Arheit  von  Herrn  Seidel  in  den 
Denkschriften  der  Müuchcnor  Akademie  fiir  1848  aufmerksam  geworden  ist. 
Die  Reihen  müssen  nicht  nur  convergiron,  sondern  sie  müssen  auch  in 
gleichem  firade  convergiren.  , 

Um  zunächst  die  Bedeutung  dieses  Ausilrucks  zu  erklären,  die  in  diesem 
Augenblick  noch  nicht  hinreichend  In^kannt  ist,  knüpfe  ich  bei  der  bekannten  Er- 
klänmg  der  Gonvergejiz  an,  indem  ich  mich  der  Kürze  halber  auf  Reihen  mit 
reellen  Gliedern  beschränke. 

1.  Definition.  Die  unendliche  Reihe  g^^  g^,  ^,, ...  heisst  nur  und 
immer  convergent,  wemi  der  Stellenzeiger  n  so  gi*oss  genommen  werden 
kann,  dass  die  endliche  Summe 
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immer»  d.  h.  welche  positive  ganze  Zahl  man  auch  «für  v  setzen  möge,  kleiner 
als  jede  voi^egebene  Zahl  e  ist  und  auch  kleiner  bleibt,  wenn  n  noch  grösser 
l^^enommen  wird. 

Enthalten  die  Ghcder  g^  der  convergenten  Reihe  einen  Parameter  x,  so 
'^'ird  hei  festgehaltenem  £,  nach  der  Definition  der  Convergenz,  zwar  für  jedes 
€?inzelne  x  ein  n  existiren;  es  folgt  aber  hieraus  noch  niclit,  dass  ein  und 
dasselbe  n  das  Gleiche  für  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Werthen  x  leiste, 
^welclie  in  den  Grenzen  der  Convergenz  liegen.  Auf  diesen  Umstand  bezieht 
scieli  die 

11.  Definition.  Eine  von  x  =^  ah'is  x=:  b  convergente  Reihe  g^,  g^,  etc. 
Iieisst  in  gleichem  Grade  convergent,  weim,  bei  festgehaltenem  £,  die- 
»elbe  Stellenzahl  n  die  Bedingung  der  ersten  Definition  gleichzeitig  für 
jedes  X  innerhalb  der  Grenzen  a  und  b  erfüllt. 

Zum  Beweise  eines  Satzes  von  fundamentaler  Wichtigkeil  (s.u.  (e))  über 
«lie  Integration  von  convergenten  Reihen  erinnere  ich  an  die  Principien  der 
Infinilesima  Irechnung. 

a)  Werden  die  Glieder  s^,  5,,  5,  etc.  einer  Reihe  von  Zahlen  nach  einem 
solchen  Gesetze  gebildet,  dass  s„ — Sn+v  ^dr  jedes  ganze  positive  Vf  mit  wach- 
sendem n  unter  jeden  Grad  der  Kleinheit  (herabsinkt,  so  drückt  man  dies  Ver- 
halten dadurch  aus,  dass  man  sagt,  es  habe  Sn  für  n  =  oc  eine  Grenze.  Nach 
^er  Definition  des  Begriffs  Zahl  ist  diese  Grenze  eine  und  zwar  durch  das 
Biklungsgesetz  völUg  bestimmte  Zahl  8,  ausserdem  von  solcher  BescliafTenheit, 
«lass  s — Sh  mit  wachsendem  n  unter  jeden  beliebigen  Grad  der  Kleinheit  herab- 
sinkt. Umgekehrt,  wenn  eine  solche  Grösse  s  existirt,  dass  s — s»  unter  jeden 
^rad  der  Kleinheit  herabsinkt,  so  wird  offenbar  s^ — Sn^v  mit  wachsendem  n 
lieliebig  klein. 

Anmerkung.  Im  Absclmitle  A.  meiner  Abhandlung  über  die  Elemente 
der  Functionenlehre,  im  74.  Bande  von  Borchardt*s  Journal,  habe  ich  mich 
liemüht,  möglichst  vollständig  die  Voraussetzungen  zusammenzustellen,  welche 
dem  Obigen  zu  Grunde  liegen.  Die  Definition  der  irrationalen  Zahl  fasste  ich 
im  §  2  in  formaler  Beziehung  so,  wie  sie  mir  als  Basis  für  eine  präcise  Dar- 
slelluug  besonders  geeignet  schien.  In  sachlicher  Beziehung  liegt  allen  brauch- 
haren  Definitionen  der  irrationalen  Zahl  derselbe  Gedanke  zu  Grunde,  eine  Ah- 
straction  von  der  geometrischen  Vorstellung,  man  möge  diese,  nach  Euklidischem 
Sprachgebrauch ,  als  eine  Forderung  oder  einen  Grundsatz  einführen.  Man 
nimmt  nämlich  an,  dass  eine  Reihe  von  disparaten  Punkten  auf  einer  Geraden, 
deren  Entfernungen  von  einem  Punkte  «,,  «,,  etc.  ein  Gesetz  wie  das  oben  an- 
gegebene befolgen,  sich  einem  und  nur  einem  Punkte,  der  durch  das  Gesetz 
völlig  bestimmt  ist,  unbestimmt  nähern,  d.  h.  so,  dass  seine  Entfernung  vom 
iitfn  pimi^ii»  iDit  wachsendem  n  unter  jede  angebbare  Grösse  herabsinkt. 

ß)    Bezeichnen  die  g  wiederum  Glieder  einer  convergenten  Reihe,    und 
setzt  man 

«1  =  9i 

«>  =9i+9i 

«3  =  ^1  +9t+95 


so  sind  s^,  $f,  etc.     Glieder  einer  Zahlenreihe,  von  der  BeschafTenheit,  dass 

H«ine,  Theorie  der  Kugelfanctionen.     i.  Aufl.  5 
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mil  wachsendem  n  unter  jeden  Grad  der  Kleinheil  herahsinkt,  -  nacli  der 
I.  Definition  üher  Conver^^eiiz  von  Reihen. 

y)  Die  (ironze  s,  welcher  die  Sn  sich  nach  (a)  nähern,  heissl  Summe 
der  unendhchen  Reihe  der  g,  und  man  drückt  dies  aus,  indem  man  symho- 
lisrh  setzt 

*  =  9i+9l-\ =    £    Un- 
it—\ 

d)  Lehrsalz.  Converpirt  die  Reihe  der  Glieder  ^,  welche 
einen  Parameter  x  enthalten,  von  a:  =  a  Ins  ar  =  6  in  gleichem 
Grade  (II.  Def.)  und  ist  s  ihre  Summe,  so  ist  s  auch  ihre  Summe 
in  (gleichem  Grade,  d.  h.  so  wird  auch  $—Sn  Tür  ein  hinreichend  grosses 
und  jedes  noch  grössere  f/,  gl  eich  massig  für  alle  o;  in  den  Grenzen 
a  und  6,  unler  jede  gegebene  Grösse  e  herabsinken. 

Reweis.  Da  die  Reihe  in  gleichem  Grade  convergirt,  so  kann  man  m 
<o  gross  nehmen  (Def.  II.),  dass,  gleichmässig  ftir  jeiles  x, 

9n\v 8n   =  gn\.\  +  ^«+2  H K  ^i  +  k  <  4« 

für  jedes  y,  und  noch  <i^B  bleibt,  wenn  n  noch  grösser  genommen  wird. 
Rin  solches  n  halte  man  nun  fest.  Da  ferner  s  die  Summe  der  convergenlen 
Reihe  ist,  so  existirl  ein  Werth  vi^  so  dass  s  —  s„^r<CXe  ist.  und  fiir  ein 
grösseres  v  bleibt  (selbstverständlich  auch,  wenn  man  ein  grösseres  n  fest- 
gehallen  hätte).  Hierbei  ist  es  vollständig  gleicbgüllig,  ob  dasselbe  v  dieses 
für  jedes  x  leistet,  oder  ob  für  verschiedene  x  auch  verschiwiene  v  zu  nehmen 
sind,  in  jedem  Falle  wird 

S  —  SnJ^y  —   («— «n) +  (*»--*«  +  »')<  ^]«- 

Da  n  so  gross  genommen  war,  dass  Sn  —  l«-|.,.<C^ß  für  alle  y,  so  bleibt  nur 
übrig,  dass  für  jedes  x  ist  $—8m'<,s. 

e)  Es  sei  nun  s  die  Summe  der  zwischen  endli(*hen  Grenzen  x  =■  a  und 
X  ■=  b  in  gleichem  Grade  convergenlen  Reihe  g^,  g^,  etc.     Dann  ist 


sdx  •=  £    I   gndx. 


oder  in  Worten  ausgedrückt,  das  Integral  einer  gegebenen  unendlichen 
in  gleichem  Grade  convcrgirenden  Reihe  ist  gleich  der  Summe 
einer  Reihe,  deren  einzelne  Glieder  die  Integrale  der  gegebe- 
nen sind. 

Da  nämlich  bei  hinlänglich  grossem  n,  wenn  eine  Zahl  £  gegeben  ist. 


6—  a 
wird,  so  hat  mau 

/h  ph  ph 

(«— «„)(te  =   /    sdx--  I    8ndx<e. 

a  a  a 

Da  fiir  jedes  feste  n  die  Gleichung  besteht 

Jsn  dx  =^19^  dx  ■\'J  9i  dx^ }- /  g^  dx, 

so  isl  der  Salz  durch  die  obige  rugleirhheil  bewieseh. 
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Stellt  f(x)  eine  von  a?  =.  a  bis  rc  =  6  contiuuirliche  Function  vor.  so 
liat  man,  indem  die  Reihe  mit  dem  n*^"  Glicde  f(x)gn  zugleich  mit  der  Reihe, 
deren  «'•"*  Glied  g^  ist,  in  gleichem  Grade  convcrgirt,  auch  tlic  Gleichung 


f(x)sdx  =  JS    I  K^)gndx. 
»=1 «/ 


1.  Anmerkung.  Auf  Reihen  mit  imaginären  Gliedern  lässt  sich  dies 
leicht  übertragen,  indem  man  statt  der  Glieder  die  Moduln  betrachtet.  Femer 
gilt  der  Satz  unter  (ß)  offenbar  noch,  wenn  die  Reihe  in  der  Umgehung  ein- 
zelner Punkte  aufliört,  in  gleichem  Grade  zu  convergiren. 

2.  Anmerkung.  Eine  Reihe,  die  nach  Potenzen  der  Veränderlichen  x 
geonlnel  ist,  convergirt  sicher  von  x  =  0  bis  zu  der  Grenze  der  Couvergenz, 
die  Umgebung  der  Grenze  ausgeschlossen,  in  gleichem  Grade.  Reweis.  Es  sei 
das  ft*^  Glied  der  Reihe  a^x",  und  die  Grenze  der  Convergenz  x  z=  i.  Redeu- 
tet fj  irgend  eine  beliebig  kleine  positive  feste  Grösse,  so  zeige  ich,  dass  diese 
Reihe  bis  x  =  1 — fj  in  gleichem  Grade  convergirt.  Da  nämlich  a«  =  0  für 
i}  =  <3C,  so  kann  man  n  so  gross  nehmen,  dass  a»,  wenn  ß  eine  beliebig 
kleine  gegebene  Zahl  bezeichnet,  kleiner  als  erj  ist,  und  für  grossen*  n  noch 
kleiner  bleibt.  Dann  wird  für  jed(*s  r,  wenn  man  unter  x  seinen  Zahlwerth 
versteht, 

a,j;"-|-a,4.iJ"-*'H \-  an^yX"*-^'' <€rj(x''+x''-^^ -\ h «"* 0 <  :r^--  • 

1  — X 

Da  x  höchstens  gleich   1 — t]  wird,  so  bleibt  die  Summt*  der  Glieder  auf  der 

Linken,  nach  d«'r  frühereu  Kf*zeichnuug  <7«  +  ^«^  i  H [- ^».j ,,  unter  £(1  —  ly)". 

also  unter  €, 

§  14.  Lasst  eine  Function  f(x)  sich  von  x  =  —1  bis  rr  =  1 
in  eine  nach  Kugolfunctioneu  geordnete  Reihe 

(9)  ...    /'(x)  =  a°X;+a'X'+-  +  a^"^X^''^  +  - 
entwickeln,  in   welcher  die  a  von  x  unabhängige  Coeffi- 
eieuten  bezeichnen,  8o   kann  man  die  o  als  bestimmte  In- 
tegrale durch  die  Gleichung 

—  1 

ausdrücken. 

Um  dies  zu  beweisen  zeigt  man  zunächst  dass 

(9,  h)  ...     f'r'X'dx  =  0        (fii<  fi) 
—1 

2 


(9,  c)  ...   J^^'Tdx  =  -^ 


2w  +  l  ' 

-1 

wenn  m  und  n  positive  ganze  Zahlen  oder  Null  sind. 

Die  Gleichung  (9,  6),  und  noch  dazu  in  allgemeinerer  Gestalt, 


5  * 
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hat  Laplace  bewiesen*),  gerade  in  dieser  Gestalt  aber**)  Le- 
gendre  und  zwar  zuerst  nur  für  gerade,  später  für  beliebige  In- 
diees  tn  und  n. 

Der  Beweis  wird  leicht  durch  die  Formel  (3)  geftthrt,  nach 
welcher 

-1  —1 

Sind  m  und  n  verschieden,  so  möge  n  die  grössere  von  den  beiden 

Zahlen  bezeichnen.   Da  (a;'— 1)"  weniger  als  n  mal  nach  x  differen- 

tiirt  an  den  Grenzen  a?  =  +l  verschwindet,   so   verwandelt  eine 

m  malige  Integration  durch  Theile  das  vorstehende  Integral  in 


—1 


Das  erste  Glied  unter  dem  Integrale  ist  der  2m^^  Differential- 
quotient einer  Function  2m***"  Grades  nach  jj,  also  eine  Constante, 
und  ri — m  wenigstens  1;  daher  lässt  die  Integration  sich  ausfuhren 
und  das  Integral  wird  Null.  Nur  wenn  m  =  n  vorschwindet  das 
Integral  nicht,  sondern  ist  gleich 

n2nf\\-xydx. 
—1 
Das  Integral  lässt  sich  durch  die  Substitution 

i-{-x  l—a? 


2      ~  ^'         2 
noch  in 


=  1— Ä,      dx  =  2dz 


nnUn 


2^"^/^-(l-.)«dÄ  =  2-+'.-^J 


0 


i7(2«+l) 


venvandeln,  ro  dass  man  hat 

'        ,      _      nin        2»+'  .iInJI(«)  ^  _2 


—  l 


2^^nnnu        /Z2/I  +  1  2w+l 


Von  gi'ossom  Interesse  sind  die  Methoden,  durch  welche  man 
früher  die  Gleichungen  (9,  6)  und  (9,  r)  fand. 

Laplace  bedient  sich  einer,  seitdem  bei  Entwickelungen  nach 
solchen  Functionen,  welche  DiiferentialgleicHungen  genügen,  häufig 
angewandten  Methode.  Durch  Multiplieation  der  Gleichung  (8)  des 
§  12  in  der  Form  (a)  d.  h.  der  Gleichung 

*)    Memoiren  der  Pariser  Akademie  vom  Jahre  178?,  S.  1G3. 
♦♦)    Memoiren  von   1784,  S.  373,  und  von   1789,  S.  384. 
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mit  .Y"'  und  Integration  nach  x  erhält  man 

Integrirt  man  rechts  durch  Theiie,  so  verwandelt  sich  die  rechte 
Seite  in 

Das  letzt«  Integral  geht  nach  einer  zweiten  Integration  durch 
Theiie  in 

nber  und  der  Ausdruck  unter  dem  Integrale  verwandelt  sich  in 

Folge  der  Differentialgleichung,  welcher  X'"  genügt,  in  —  m(m+l)X"*. 
Stellt  man  die  einzelnen  Gleichungen  zusammen,  so  erhält  man 
schliesslich 

(a)  ...  [<»  l-D-mim+Dj/x-X'rfx  =  (l-a;')(r  ^-  X"'^"). 

Integrirte  man  zwischen  den  Grenzen  —1  und  1,  so  ist  offenbar 
die  rechte  Seite  Null,  so  dass  man  erhält,  es  sei 


/ 


Vx'clr  =  0 


—1 

so  lange  m  und  n  verachieden  sind. 

Dasselbe  erhält  Legend re  und  ermittelt  zugleich  den  Werth 

des  Integrals,  wenn  m  =  «,  an  der  zweiten  von  den  oben  citirten 

Stellen,  indem  er  das  Integral 

n^  dx 

(6)... 


/; 


berechnet,  und  findet  es  sei  gleich 

Dies  Integral  eines  Productes  von  zwei  eraeugenden  Functionen 
der  Kngelfunctionen  ist  aber  gleich  der  Doppelsumme  von  m  =  0 
und  »  =  0  bis  m  =  oo  und  ti  =  (X) 


^     -1 
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Dies  mit  dem  Obigeu  verglichen,  fliBigt,  dass  die  Summe  unabhängig 
von  Q  ist;  es  fallen  also  zunächst  die  Integrale  fort,  in  denen  m 
und  n  verschieden  sind,  und  der  Werth  desjenigen  in  dem  m  =  » 

wird  2j^. 

Ist  einmal  (9,  6)  bekannt,  so  findet  man  kürzer  (9,  c),  indem 
man  in  dem  Integrale  (6)  setzt  ^  =  1,  so  dass  nur  die  Integration 
auszufllhren  bleibt 


/ 


*"  =1.^'+' 


—1  ' 

§  15,  Die  Bestimmung  der  Coefficienten  a  in  (9)  er- 
folgt in  ganz  ähnlicher  Art  wie  bei  der  Entwickelung  von  Functionen 
in  trigonometrische  Reihen.  Um  einen  Coefficienten  a*  durch  f{x) 
auszudrücken,  multiplicire  man  (9)  mit  X'^  und  integrire  nach  x 
von  —1  bis  1.  Nach  (9,  6)  fällt  dadurch  der  Coefficient  eines  jeden 
Gliedes  a^  fort,  in  dem  nicht  m  =  it,  und  man  erhält 

Pf(x)X''dx  =  aV"  X^X^dx, 
—1  -1 

die  gesuchte  Gleichung  (9,  a). 

Ilieraus  ersieht  man,  dass  sämmtliche  Coefficienten  Null  sind, 
wenn  f(x)  =  0,  d.  h.  wenn  die  Reihe 

für  alle  Werthe  von  a;  =  •— 1  bis  o;  =  I,  Null  darstellt,  und  hieraus 
erhält  man  den 

Satz.    Die  Entwickelung  einer  von  a?  =  —  1  bis  x  =  l  gege- 
benen Function  nach  Kugelfunctionon  ist  nur  auf  eine  Art  möglich. 
Denn  wäre  f(x)  in  die  beiden  Reihen  von  Kugelfunctionen 

entwickelt,  so  würde  man  haben 

0  =  (a^-  60^°+  («'-  b')X'+  (a"-  b")X'+  • .. 
d.h. 

a«— 6^  =  0,        a'— 6'  =  0,        a"— 6"  =  0,    ... 
Es  mag  daran  erinnert  werden,  dass  diese  Resultate  nur  dann  zu- 
verlässig gelten,  wenn  die  im  §  18  erwähnten  Voraussetzungen  er- 
füllt sind.    Im  andern  Falle  hat  man  durch  eine  besondere  Unter- 
suchung festzustellen,  ob  wirklich 
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^(2/1+1)  x'y'f(a;)X''(be, 

—1 

die  Summe  von  w  =  0  au  bis  zu  einem  Werthe  n  genommen,  mit 
wachsendem  n  der  Grenze  f(x)  zustrebe,  ebenso  auch  die  Einheit 
der  Entwickelung  festzustellen. 

§  16.  Alle  endlichen  Reihen,  die  nach  ganzen  auf- 
steigenden Potenzen  einer  Veränderlichen  x  geordnet 
sind,  lassen  sich  in  Reihen  von  Kugelfunctionen  umsetzen. 

Um  dies  nachzuweisen,  zeigen  wir  wie  man  x"^  in  eine  Reihe 
von  Kugelfunctionen  verwandelt,  wenn  n  eine  ganze  positive 
Zahl  bezeichnet.  Zunächst  ist  klar,  dass  dies  immer  geschehen 
könne;  denn  nach  (2)  lässt  x"  sich  durch  eine  lineare  Verbindung 

von  X^*^,  j^"^,  o:»-*,  etc.  ausdrücken;  a?"-^  >vieder  durch  X^"*^), 
X»-*,  j^-^,  etc.  bis  endlich  bei  geradem  «,  x^  durch  X"  und  X®, 
bei  ungeradem  n,  x  durch  X'  ausgedrückt  wird.  Man  darf  also 
setzen 

wenn  die  Reihe,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  mit  X^ 
oder  X'  abbricht. 

Aus  den  Gleichungen  (9)  und  (i),  d)  folgt  unmittelbar,  dass 
a^ )  =  0  wenn  v>n  und  ausserdem  wenn  i*  +  y  ungerade  ist.  Um 
es  in  den  übrigen  Fällen  zu  bestimmen ,  wenn  also  v:^u  und  zu- 
gleich n-i-v  gerade  ist,  zieht  man  aus  (9,  d) 

aCO  =  (2v+l)Px^X^''^dx. 

0 

Um  die  Integration  auszuführen,  ersetzt  man  X^  durch  seinen  Werth 
aus  (3),  wodurch  entsteht 

Nach  einer  y  maligen  Integration  durch  Theile  verwandelt  sich 
dies  in 

(J 

Das  letzte  Integral  geht,  wenn  man  x*  =  &  setzt,  in  ein  Euler 'sches 
über;  man  erhält  also  schliesslich  folgenden  Werth  von  a,  wo  es 
nicht  Null  ist; 
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(10)  ...    aC')  =  (2.+i),-^("-:^^-2)i:.(«->^-±4.., 

und  hieraus  die  Gleichung 

+.2^j_C^»+P!2!l=üx-+...], 

welche  von  Legend re^herrührt*),  der  a^^^  zuerst  für  gerade  w, 
und  später  für  alle  ganzen  n  ableitete. 

Schon  Legen dre  bemerkt  an  der  erwähnten  Stelle,  dass  die 
rechte  Seite  von  (10)  noch 

0 

darstellt,  wenn  auch  n  eine  beliebige  Zahl  bezeichnet.  Allerdings 
muss  vorausgesetzt  werden,  dass  n+l  positiv  ist,  wenn  v  eine  ge- 
rade, oder  wenigstens  it-f  2  positiv,  wenn  v  eine  ungerade  Zahl 
bezeichnet.  Zwar  setzt  die  obige  Herleitung  auch  voraus,  dass 
n  II^  V  sei ;  das  Resultat  lässt  sich  aber  ohne  Mühe  auf  den  allge- 
meinen Fall  übertragen.  Man  darf  jedoch  nicht  übersehen,  dass  dieser 
Ausdruck  nicht  allgemein  den  Coefficienten  a  in  der  Entwickelung 
von  X*  nach  Kugelfunctionen  giebt,  sondern  nur  dann,  wenn  n  eine 
ganze  Zahl  und  v  ihr  gleichartig,  d.  h.  wenn  n-\-v  gerade  ist.  Im 
allgemeinen  stellt  es  den  Entwickelungscoeflicienten  a  einer  solchen 
Function  der  Veränderlichen  x  vor,  welche  von  a;  =  0  bis  aj=  1  gleich 
x"  ist,  aber  auf  der  negativen  Seite,  von  a;  =  0  bisa:  =  — 1,  gleich 
Null.  Als  solcher  tritt  der  vorhergehende  Ausdruck  gelegentlich 
in  einer  Arbeit  von  Dirichlet  auf**). 

Legendre  findet  (10),  oder  vielmehr  er  findet  den  Werth  des 
Integrals 


/ 


x'^X'dx 


für  beliebige  Werthe  von  n  durch  folgendes  Verfahren:  Er  weist 

♦)  Memoiren  von  1784,  S.  373  und  Exercices  T.  II,  S.  252. 
**)  Ueber  einen  neuen  Ausdruck  zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  einer  unenil- 
lich  dünnen  Kugelschale,  wenn  der  Werth  des  Potentials  derselben  in  jedem  Punkt«  ihrer 
Oberfläche  gegeben  ist,  No.  5;  in  den  Abhandlungen  der  Akademie  der  Wissen- 
schaften, 1850,  und  in  der  französischen  Uebersetzung  Liouville,  Jonmal  de  Math. 
22.  Bd.,  1857. 
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zuerst  nach,  dass  dieses  Integral  immer  verschwindet,  wenn  für  n 
ganze  positive  Werthe  gesetzt  werden,  die  if-f^  zu  einer  geraden 
Zahl  machen  und  kleiner  als  v  sind.  Dann  ist  es  nämlich  die  Hälfte 
des  Integrales  von  — 1  bis  1,  also  proportional  dem  Coefficienten 

von  X*"  in  der  Entwickelung  von  x"*  nach  Kugelfunctiouen.  Da 
aber  in  dieser  keine  Kugelfunctiouen  von  einem  hohem  als  dem 
I»'''"  Grade  vorkommen,  so  ist  der  Goefficieut,  somit  auch  das  In- 
tegral, Null. 

Hierauf  setzt  er  X''  in  die  Form 

wo  die  a,  /9,  T',  etc.  gewisse  Zahlcoefücienten  bezeichnen,  deren 
Werth  man  übrigens  aus  (2)  entnehmen  könnte.  Für  ganz  be- 
liebige Werthe  von  it,  diejenigen  selbstveränderlich  ausgenommen, 
bei  denen  n  + 1  ^ osp.  tt  -f-  2  noch  nicht  positiv  ist,  erhält  man  daher 


ß 


«       .       /^       .        y 


w-t-y  +  l  ^  w-t-y— 1       n  +  v—2^ 

Die  rechte  Seite,  auf  gleiche  Benennung  gebracht,  giebt  einen 
Bruch,  dessen  Zähler  und  Nenner  ganze  Functionen  von  n  nind, 
und  zwar  ist  ersterer,  je  nachdem  v  eine  gerade  oder  eine  ungerade 
Zahl  bezeichnet,  vom  Grade  i^  oder  i(p — 1).  Ferner  verschwindet 
er  ftlr  11  =  y— 2,  v — 4,  etc.,  schliesslich  resp.  für  n  =  0  oder  n  =  1. 
Das  Integral  wird  durch  diese  Betrachtung  resp.  gleich  gefunden 

«(w  — 2)(ii-4)...(n— y-t-2) 


(.n  +  f  +  l)in  +  v^l)...(n+l) 


(v  gerade) 


wo  X  eine  Gonstante  nach  n  bezeichnet,  die  (selbstverständlich) 
nichts  anders  ist,  als  der  Werth,  den  vorstehende  gebrochene 
Functionen  von  n,  noch  mit  n  multiplicirt,  für  n=  cc  annehmen. 
Andererseits  hat  man  aber,  wenn  n  =  x)  gesetzt  wird, 

n  j  a;*X*'rfx  =  a  +  /?  +  y +  •••  ? 

also  gleich  X*'  ftr  x  =  1 ,  d.  h.  1.  Somit  ist  x  =  1 ;  zieht  man 
noch  die  beiden  Formeln  in  eine  zusammen,  so  wird  erhalten 
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ftlr  alle  ganzen  oder  i^rebrochenen  w,  welche  die  Integration  auf  der 
linken  Seite  gestatten,  d.  h.  n  -|- 1  resp.  n  4-  2  positiv  machen. 

Auf  eine  ganz  verschiedene  Art  leitet  Herr  Cayley*)  die 
Gleichung  (10,  a)  ab,  und  giebt  auch  die  unten  folgende  (10,  6)  an. 
Indem  er  nämlich  setzt 

entwickelt  er 


]/l  +  a*  1 


in  eine  nach  Potenzen  von  ß  aufsteigende  Reihe,  d.  b.  in  die  Reihe 
andererseits  kann  er  dasselbe  offenbar  gleich  setzen 

Entwickelt  man  auch  den  ganzen  Factor  von  X"  in  eine  nach 
Potenzen  von  ß  aufsteigende  Reihe,  nämlich  in 

^-«  t-^n-i/    L2«+l  ^2.(2»-t:3)  ^2/  ^     2.4.(2w  +  5)    V2/ 

(2n  +  lX2n  +  \)X2n  +  U)  (  ß\'         l 

"*"  2.4.6.(211  +  7)  V2V  ^'] 

und  setzt  schliesslich  die  Ausdrücke  einander  gleich,  welche  in  der 

ersten  und  zweiten  Entwickelung  mit  denselben  Potenzen  von  ß 

multi])licirt  sind,  so  entsteht  die  Gleichung  (10,  d). 

Dil*  vorstellende  Itülfsforiuel  ist  keine  andere,  als  die  Entwickelung 
von  c'*^  nach  absteigenden  Potenzen  von  cost0,  wie  man  sofort  bemerkt, 
wenn  mau 

^         costÖ'  ß 

M'tzt,   indem  n  mid  0  reeUe  positive»  (.irössen  bezeichnen.      Mau   liudet  dii*se 
Formel  aus  Lagrange*s  Umkehrungsformel,  nach  welcher  die  Glciclmug 

a  —  hf(a)  =  X, 
wenn  q)  eine  gegebene  F'unclion  bezeichnet,  giebt 

'*)    Tho  Cambridge  uiul  Dublin  iiiiithematical  Journal,  Cambridge  1848,  Vol.  ill. 
S.  120—121. 
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Man  mache  nuD 

/(a)  =  -         Ä=~l  fp(a)=(a--^^)a 

und  berücksichtige,  dass  von  den  l)eiden  Wurzeln  der  Gleichung 

h 

a  '    —  =  X 
a 

diejenige  gleich  a   zu   setzen   ist,    welche  für  h  =  i)  sicJi  in   x   verwandelt, 
d.  b.  dass  man  hat 


«=f  +  /4+*- 


Mau    findet    dann  durch  Einsetzen    der    speciellen   Werthe   in    die   allgemeine 
Gleichung 

i      ax 

oder  endlicli 

^   i  ^       1.2  ^  1.2.3  ^ 

einen  Ausdruck,  der  mit  dem  obigen  übereinstimmt,  wenn  man  für  a,  x  und  v 
die  ihnen  hier  zukommenden  Werthe 


setzt.     Wenn  man  endlicli  noch  die  Grösse  6  statt  ß  einrührt  (s.  o.),  so  ent- 
st«*ht  die  Gleichung 

^^    _    {2co%%0y^         (y+l)(2costg)-*^-' 

V       ""  V  ' '        T"  v-f  1 

(v+2)(v+3)     (2C0SIÖ)-»'-* 


•  •  •    • 


1.2  v+2 

(»+-3)(»+4)(y+5)  (2  cos tg) ->"•*' 

■^       "       1.2.3  y+a  "*" 

Wenn  für  y  eine  negative  ganze  Zahl  auf  der  Rechten  gesetzt  wird,  so 
lial  man  statt  der  vorstehenden  di(^  verwandte  Gleichung 

2cosy^   _    (2cosqp)»'  (v—X)     (2  cos (jp)"-- 

V  V  \  V — 1 

(i;-2)(v-3)    (2  cos (py-^ 
^  1.2  'V  — 2 

Nachdem  durch  die  Gleichung  (10, -a)  x^^  in  eine  nach  Kugel- 
fuuctionen  geordnete  Reihe  entwickelt  worden  ist,  IslBst  sich  die 
am  Anfange  dieses  Paragraphen  gestellte  Aufgabe  leicht  erledigen. 

Es  soll  die  Function  f(x)^  welche  in  die  Potenzreihe 
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f(.r)  =  Co  ^CiX-\  C2X*+"' 

entwickelt  vorliegt,  in  eine  nach  Kugelfunctionen  geordnete  Reihe 
umgestaltet  werden.    Setzt  man 

f(x)  =^  6«X"  +  6'X'  +  6''-X"  +  ... 
und  ilihrt  für  die  Potenzen  von  x  die  Reihen  von  Kugelfnnctionen 
ein,  »0  ergiebt  »ich  nämlich 

rii^+l)(n  +  2)(«-}-3)(w  +  -0  .       \ 

^       "2.4.(2w  +  n)C2»  +  5)        ^■*"*"^  '*/ 

Anmerkung.  Uie  Methode  zur  Bestimmung  der  Coeflicienten a 
beruht  wesentlich  darauf,  dass  nach  (9,  6)  ist 


/ 


'x-'X'dx  =  0 


/ 


-1 

wenn  tn  und  n  verschieden  sind;  hiermit  gleichbedeutend  ist   die 
Eigenschaft,  dass 

x"^  .V«>  (ix  =  0    (m  <  w). 
—1 
Oenn  durch  Summation  von  C41icdern   der  letzteren  Art,  die 
man  mit  geeigneten  Constanteu  multifdicirt  hat,  kann  man  das  vor- 
hergehende Integral,  und  umgekehrt  aus  Integralen  der  erstellen  Art 

/**Ä"*rfi?,      Px'X'dx,     pyty^dx,  ...     JlC^'^Ax, 

-I  —1  *-i 

mit  Hülfe  von  (10,  d)  jedes  Integral  der  zweiten  bilden. 

Aus  meiner  Arbeit  ^Mittheilung  über  Kettenbrüche**,  die  bereits 
8  7,  S.  22  erwähnt  wurde,  geht  hervor,  wie  man  statt  der  X  andere 
ganze  Functionen  von  beliebig  vielen  verschiedenen  Arten  (die  an 
dieser  Stelle  gleichfalls  X  heissen  mögen)  aufiinden  kann,  die  sich 
aus  ähnlichen  Gründen  zu  Reiheuentwickelungen  eignen. 

Es  sei  fix)  eine  zwischen  j;  =  a  und  or  =  6  gegebene  reelle 
endliche  Function.  Wird  der  w'**  Näherungsnenner  eines  Ketten- 
bruchs für  das  Integral 


«=/«')/-!= 


«f 


durch  X"  bezeichnet,  so  verschwinden  die  beiden  Arten  von  Inte- 
gralen 
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p^v.)  ^^Yx)  (Ix,       /".r-X^'Y-^)  (Ix 


a 


»obald  fiKCn,  woraaB  sich  erklärt,  das»  die  X,  welche  im  §7  mit 
der  Bezeichnung  K{x)  aufgeftlhrt  wurden,  die  dort  angeftlhrte  Kolle 
bei  der  Berechnung  der  Integrale  durch  Annäherung  spielen,  üas 
Vergehwinden  solcher  Integrale  ist  eine  bestimmende  Eigenschaft 
jener  Functionen  A". 

So  ist  für  /(j)  =  1,  a  =  —  1,  6  =  1 

•  ^        X  —  Z  X — 1 

-1 

und  der  Nenner  X*  gerade  die  Kugelfunction  w'*"  Grades.  Ein 
zweites  Beispiel  giebt  die  Annahme 

f^x)  =  i\~^'x\     a=-l,     fe-1; 
die  Nenner  des  Kettenbruchs  von 


_p  dz n  _ 

•^1  (x-~«)Vl-5'  "~]V-1 


sind  dann  die  ganzen  Functionen  X,  welche 


/ 


^^m^  j^n)        dx 


f 


1^1 -'* 

zu  Null  machen.  Ohne  den  Kettenbruch  wirklich  zu  bilden  kann 
man  in  diesem  Falle  die  X  finden;  setzt  man  nämlich  in  dem 
Integral 

cos  mg)  cosTif^  dy  =  0 

cosf»  =  rr,  so  wird  cos^i^  eine  ganze  Function  w''"  (Jrades  ron  j-, 

die  X"  heisse.    Dann  wird,  nach  der  bekannten,   Seite  Ib  aufge- 

fhhrten  Formel,  X"  durch  die  Gleichung  gegeben 
2     ^.)^  i2xy  _  (n - 1)     Qlxy -'_       (n  - 2)(fi  ~  H)    (2-r)''-^  _ 
u  n  l        '    «-1    "^  1.2  w-2 

Bei  Entwickelungen  nach  allen  solchen  X""  kann  man  also  die 
Coeflicienten  nach  denselben  Regeln  bestinmien  wie  bei  Reihen  von 
Kugelfunctionen.  Das  Allgemeine  hierüber  und  die  Beweise  findet 
man  in  dem  2.  Zusätze  zum  5.  Kapitel. 

§  17.  Ein  Beispiel  von  der  Art,  wie  die  Ausdrücke  (10)  an- 
gewandt werden  können  um  eine  Potenzreihe  nach  Kugelfuncti<men 
zu  entwickeln,  bietet  die  Function 
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1  1  X  X* 

^  ...  =.._  4-  -    4-  ---  -I 

y-^     y     »*     y* 

dar.     Au8  (10,6)  ergiebt  »ich  die  Gleichung 

(11)  ...         ^  ="F(2ii  +  \)r(x)QXy% 

y  —  x      »=.11 
weuu  mau  Betzt 

(12)...  ra  =  H.,,7.''(L+r)(^-"-'+ 

(n  +  lXn  +  2)    .,         (n  +  l)(n  +  2)(ii  +  3)(t*  +  4)  ,         \ 

2.(2w+3)   ^        "^       2.4.(2«  +  3X2w-}  5)       ^         "^"V" 

Auf  die  Gleichung  (11),  welche  ich  in  meiner  Theorie  der  An- 
ziehung eines  EllipBoidcB *)  mitgetheilt  habe,  sei  schon  hier  hin- 
gewiesen, da  sie  nicht  nur  bei  den  Anwendungen  der  Kugelfunc- 
tionen  auf  die  im  Titel  jener  Abhandlung  angegebene  physikalische 
Untersuchung  auftritt,  sondern  auch  neue  Gesichtspunkte  filr  die 
Theorie  der  Kugelfunctionen  gegeben  hat,  und  vielfache  Anwen- 
dungen findet.  So  hat  sie  Herr  Carl  Neumann  zum  Ausgangs- 
puukte  fllr  seine  Abhandlung**)  „Ueber  die  Entwickelung  einer 
Function  mit  imaginärem  Argument  nach  den  Kugelfunctionen  erster 
und  zweiter  Art"  genommen  (m.  vergl.  unten  §  40),  hat  auch  ein 
Analogon  fllr  dieselbe  in  seiner  „Theorie***)  der  Besserschen 
Functionen"  aufgestellt;  Untersuchungen  Anderer  folgten  darauf 
nach  ähnlicher  Richtung. 

Die  Potenzreihe,  von  der  man  bei  der  Ableitung  ausging,  con- 
vergirt  nur  und  immer,  wenn  Jix<c^1Cy.  Diese  Bedingung  ist 
also  nir  die  Herleitung  erforderlich,  aber  für  das  Resultat,  f&r  das 
Bestehen  von  (11),  weder  die  noth wendige  noch  die  hinreichende. 
Das  letztere  ist  sofort  einleuchtend,  da  Q^(y)  offenbar  gleich 
il^g(y+^)  — ll^g(y— 1)  i«t,  also  fllr  y  =  +1  unendlich  wird,  wäh- 
rend y  —  x  sich  in  jhl— ir  verwandelt.  Ich  habe  gefunden  und  in 
der  ersten  Auflage  dieseH  HandbuchR  nachgewiesen f),  dass  die 
Gleichung  (11)  für  solche  Werthe  von  x  und  y  bestehe, 
für  welche 

*)    Crelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  42,  1851. 
*♦)    Halle  bei  II.  W.  Schmidt,   18C2. 
***)   Leipzig,  Teubner,  18C7. 
f)    Dieser  Heweis  ist  durch   Herrn  Thome  vereinfacht   wonlen    im  66.  Bande 
von  norchardt*H   Jounia)   in   di*r  Abhandlung:    Ue)>er   die   Reihen,   welche    nach 
Kugellunctionen  tbrt.schreiten  S.  337--34IJ. 
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Einen  einfachen  Beweis  findet  man  hier  im  §  45. 

Diese  Bedingung  konnte  Herr  Neu  mann,  wie  aus  §  10,  S.  -k) 
hervorgeht,  geometrisch  so  ausdrücken,  dass  die  Gleich.  (11)  be- 
isteht, wenn  die  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  +^7  welche  sich 
durch  den  Punkt  x  legen  lässt,  von  der  confocalen  Ellipse  ein- 
geschlossen wird,  welche  durch  y  geht.  Während  also,  bei  fest- 
gehaltenem y,  die  geometrische  Reihe  filr  (y — x)"^  couvergirt,  so 
lange  x  in  einem  Kreise  liegt,  der  um  den  Anfangspunkt  mit  dem 
Radius  t^ify  beschrieben  ist,  also  durch  den  Punkt  y  hindurchgeht, 
ist  die  Reihe  (11),  in  welche  dieselbe  Function  entwickelt  wird, 
von  einer  ganz  andern  Natur,  da  sie  convergirt,  so  lange  sich  x 
innerhalb  der  oben  näher  bezeichneten  EIli])se  befindet. 

Die  Functionen  0^{x)  sind  ebensowohl  wie  die  P**  Producte 
einer  Potenz  von  x  in  eiue  hyi)ergeomotri8che  Reihe,  luden)  (S.  12) 
Iln  pn.  ^_    ^«/       w      l—n     j  1  \ 

?-A..i:^^»  +  ')p.„  =  ,-,p(iL+.,  ."+^  .  +  „  1). 

Von  den  Eigensciiafteii  solchor  unondliclien  liypor^rconiclrisdien  Reihen. 
ulier  welche  in  dein  Ziisntz  zu  diesem  Kapitel  ^'ehnndelt  wird,  mögen 
hier  die  folj^enden  in  Erinnerung  gehnieht  wenlcn,  die  meist  in  der  Seelio 
terlia  der  helrefTenden  Ahhandlung  von  Gauss  (Disquisitiones  gen.  etr.)  ah- 
geleitel  sind: 

1 )  Von  einer  gewissen  Stelle  an  wechseln  die  Glieder  der  Reihe  F(cr,  /?.  y.  I ) 
ihr  Zeichen  nieht,  und  wachsen  immerfort  oder  nehmen  immerfort  ah. 

2)  Sie  wachsen  ins  rnendliehe.  wenn  a-{-ß — y—\  positiv  ist. 

3)  Sie  ronvergiren  zu  einer  endliehen  vtm  Null  versrhieilenen  Grenz<\ 
*vpnn  a+/J— y— 1  =0. 

4)  Sie  convergiren  zu  Null,  wenn  a+/!?—y— 1   negativ  ist. 

5)  Die  unendliche  Folge  von  den  Gliedern  der  Reihe,  d.  h.  von 

aß         a(ia+i)ß(ß+\) 

•       l.y'  1.2.y(y  +  l)       • 

hat  nnr  nnd  immer  eine  endliche  Summe,  wenn  a-\ß—y  negativ  isi. 

6)  Man  kann  an  dieser  Stelle  femer  mit  (lauss  heweisen,  dass  (1  -x)S 
für  X  =  1   verschwindet,  wenn  S  eine  solHie  Potenzreihe 

S  =  CQ-{'C^X-{-C^X^-\ 

bezeichnet,  deren  Glieder  Cn  mit  wachsendem  n  zu  Null  convei*giren^  die  also 
je«ienfalls  seihst  couvergirt,  so  lange  ir<:l.  Es  ist  nämlich  (1 — x)S,  so 
lange  Jr<;1,  die  sicherlich  convergenle  Reihe 

Her  Werlh  dieser  Reihe  für  x  ^^  i   isl  (nach  einem  Salze,  den  Abel  im  ersten 
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Räude  des  Crelle*sclien  Journals,  in  der  AMiandlung  fiber  die  binomische 
Reihe  aufgestellt  und  bewiesen,  den  Dirichlet  im  27'*"  Bande  des  Liou- 
villeVben  Journals*)  sehr  einfach  bewiesen  hat),  gleich  der  Summe  der  ein- 
zelnen Glieder,  nachdem  man  x  in  densell»en  gleich  1  gesetzt  hat,  voraus- 
gesetzt, tlass  die  Reihe  derselben  noch  eonvergirt.  Dies  geschieht  in  dem  vor- 
litvendeu  Falle,  da  die  Summe  der  ersten  Glieder  vom  0'"'  bis  zum  fi*''" 

^o+(Ci-^o+(^j— ^i)  H \-(c„—Cn-0  =  <•- 

mit  wachsendem  n  zu  Null  abnimmt. 

7)  Sind  femer  die  c  reell  und  pt^sitiv.   und   ist  r,4i'<c,   für  jettes  «, 
so  eonvergirt  die  Reihe 

mK*h  für  alle  Werthe  von  j*.  fiir  weldie  «  ^(x)  =  1 :  nur  für  o?  =  1  tann 
sie  divergent  sein. 

Reweis.     Der  Modulus  der  Summe  zweier  complexen  Zahlen 

II  =  r  (ct^s  a  + » *'»"  «)•         r  =  Q  (cos/J  -f-  •  *™  ß) 
d.  h.  die  0"3d  rat  Wurzel  aus 

ist  als  S<Mte  eines  ebenen  Dreiecks  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  anderen 
r  und  Q,  nämlich  der  Motluln  von  u  und  von  r.  Daher  ist  der  Noduhis  der 
Summe  der  ersten  r«  Glieder  in  (1— x)S  kleiner  als 

.  /^c-o + <  Hc,  -co)+<  /^(^-c.) + ... + .  fac-c^^o 

<^.-t-(r,-r,)  +  (c,-r,)+...  +  (c._i-c.), 
d.h.  <C2r^  —  r..      Die  Summe  der  Moduln   dieser  positiven  Grössen,   bleibt 
also  ftir  jeiles  n  immer  unter  einer  endlichen  (iriisse:    daher  haben  die  Moduln 
und   daher    auch   die  iilieder  selbst  eine   Summe.      Da    nun  (1  —  x)S    einen 
Werth  l»esitzt.  so  hat  auch  S  einen  solchen,  wenn  nicht  x  gleich  1   wird. 

Die  hyperfreometrisebe  Reihe,  welche  0"(x)  darstellt,  wird  fhr 
j-  =  1  unendlich .  bleibt  aber  fllr  jedes  andere  x,  dessen  Modulus 

gleich  1  ist.  endlich,  während  (1 — x)0"(x)  für  x  =  1  yerschwindet. 
Im  Zusammenhang  mit  der  Entwickelung,  welche  (11)  giebt,  kom- 
men freilich  solche  Werthe  von  y,  deren  Modulus  ^  1  ist,  nicht  vor, 

da  ,  V^y  — ly*— i)  fllr  dieselben  gleich  1  wäre  (Man  vergrl.  S.  40 

unter  Xo.  2\  alsi>  nicht  kleiner  sein  könnte  als  c  V{x—  ]  x*— 1),  wie 
doch  zum  Bestehen  der  Entwickelung  verlangt  wird.  Darum  ge- 
nügt es,  vorläufig  die  Reihe  (12)  nur  so  lange  Q  za  nennen, 
^*ie  c  ff  y^^\. 

Man  bemerkt,  dass  die  Reihe  fllr  f^(x)  sich  durch  Vertauschimg 

von  if  mit  —  («  —  l)  in  Q\x)  verwandelt,  während  die  Differential- 
gleich.  (^)  fllr  P  durch  dieselbe  Vertauschung  ungeündert  bleibt. 

-     II    :vrie.  T   VII.   l<i'-\  S  i\s? 


§  17,  13.  Fntwickelung  nach  Kugelfunctionen.  gl 

Dies  deutet  darauf  hin,  dass  auch  C^(a;)ein  particuläres  Inte- 
gral von  (8)  sein  wird,  welches  aber  von  P  verschieden  sein 
musB,  weil  die  Reihe  Q(x)  für  x  =  l  unendlich  wird,  oder  auch 
weil  sie  für  a:  =  oc  verschwindet,  während  P^  im  Endlichen  end- 
lich bleibt,  im  Unendlichen  sogar  unendlich  wird,  sobald  fi>0. 
Um  diese  Beziehung  zwischen  P  und  Q  nachzuweisen,  setze  man 

1 
y  —  x 
Dann  erhält  man  successive 

1  -  ^'  =  1  -  y'+2y(y  -x)^(y  -  x)*, 

und  hieraus  die  Gleichung 

Entwickelt  man  r  nach  (11)  in  eine  Reihe  und  benutzt  (8),  so 
ergiebt  sich 

j:(2n  +  l)P-(^)  [|- ((1  -  y')  ^  (y))  +  «(«  +  l)(?"(j,)]  =  0; 

da  Null  sich  nur  auf  eine  Art  nach  Kugelfunctionen  P^(x)  ent- 
wickeln lässt,  so  muss  der  Factor  von  (2n  +  l)P"(a;)  fllr  sich  ver- 
schwinden, so  dass  in  der  That  Q\x)  derselben  Differentialgleichung 

(8)  wie  P"(«)  genügt. 

Die  hier  eingeftahrte  Function  Q(x)  habe  ich,  wegen  ihrer  Ver- 
wandtschaft mit  den  P,  Kugelfunction  zweiter  Art  genannt 
Hier  ist  sie  durch  (12),  und  nur  für  den  Fall,  dass  c/^(a?)>l  de- 
finirt;  im  folgenden  Kapitel  wird  ihre  Definition  verallgemeinert, 
so  dass  sie  fbr  alle  Werthe  der  Veränderlichen  x  eine  Bedeutung 
behält 

Wie  P"  ein  nfacher  Differentialquotient  einer  einfachen  Function 

ist,  80  lässt  sich  0"  als  ein  n-j- If&ches  Integral  einer  sol- 
chen darstellen;  während  nach  (3) 

8o  bat  man  hier  offenbar  nacb  der  Definition  (12) 

(13)...    Q\x)  =  ^i,nnf'  J^"^ 

X 

Ueitte,  Theorie  der  Kugelfuucttoiien.     1'.  Aufl.  (^ 
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weDü  das  Symbol  dx"^^  die  ii  + 1  fache  Integration  andeutet,  welche 

jedes  Mal  von  x  bis  cx)  ausgefllhrt  wird.    (M.  vergl.  §  32.) 

Die  Formel  (11)  isl  nur  ein  specieller  Fall  der  allgemeinen,  welche  im 
II.  Bande  bei  der  Reliandlung  einer  Aurgalie  über  das  Rotationsellipsoid  ab- 
geleitet wird: 

^r===4^zr^'7-=-iR-^^  =  2:c2»+i)p-(cosd)p-o^sd.)(?-(^). 

aiis  der  für  0^  =  —^  folgt 

y  ^* —  sin'Ö  2.1...  (^2iij 

§  1>^.  Ein  zweites  Beispiel  für  die  Anwendung  der  For- 
meln (10)  liefert  die  Entwiekelung  einer  ExponeutialgrGsse,  deren 
Exponenten  man  mit  Rflcksicht  auf  spätere  Untersuchungen  in  die 
Form  bringt  iscos^,  es  möge  5  eine  reelle  oder  imaginäre  Grosse 
Torstellen.    Zunächst  ist 

^    .     tscoscp    ,    (iSCOSflp)*    , 

entwickelt  man  nach  Kugelfunetionen  von  cosf>,  macht  also  in  (10, 6) 

1    •    M   •  ••    fl 

SO  erhält  man 

(14)  . . .    e^'^'^  =  ^(11  +  4)i"i/'.(3)'''(eos?p), 

wenn  gesetzt  ist 

-.  ,  -• 

(14.  o)  . . .    4 V'.(0  =  3.-,..(':,,^i)  {}  -  2.(2«+3) 

»* >V 

•    2. 4.(2»-:- 3X2« +  5)      "V* 

Zar  Yei^Ieichnng  stelle  ich  neben  diese  Reibe  die  Entwieke- 
lung derselben  Exponentialgrüsse  in  eine  trigonometrische  Rrihe 

(14.  b)  ...     f ■•  '«T  =  /,(5) 4- 2 £i'Jj(,i)coBmg>, 

(14,  r)  . . .    J,(.)  =  ._>  ^_^^;,)  1,1  -  2:(2i^-T) 

j. =* >j 

'    2.4.(2i»-r2X2»-r4)       "V 

so  dass  \!<  und  J  wiederum  hrpei^onietrische  Reihen  werden. 

Will  man  die  Reihf  an  liieser  Stelle  ableiten.  <■>  kann  nun  ähnlich  ver- 
fahren wie  bei  der  Ableitiins:  der  vorij:en.  nänilirh  die  Exponnlialgrö!««  nach 
Potenzen  tun  i>ro<(f  entwickeln,  die  l'ntenzen  von  oaso  in  Cosinn«  der  Viel- 
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fachen  von  (p  umsotzen,  iiml  die  Glietier  sammeln,  welche  in  den  Cosinus 
eines  hestimmlen  Vielfachen  cosf/^  multiplicirl  sind.  Man  gelangt  zu  dem- 
seihen  Resultate ^  wenn  man  sich  des  Satzes  hedient»  nach  welchem  die  Coef- 
ficienten  trigonometrischer  Reihen  durcli  hestimmte  Integrale  ausgedrückt  wer- 
den.    Nach  demselben  ist 


t"J«(5)  =   —    /     c«*^°*ycosiiyrfy. 


Dann    entwickelt   man  die  Exponentialgrösse  nach  Potenzen  von  iscos^,  und 
benutzt  um  die  Integrale 


co%^qiC(ifin(pd(pf 


11 
die  dort  auftreten,  wo  sie  nicht  Null  sind,  zu  berechnen,  die  bekannte  Formel : 

n 

2«»Mi  /    cos«»''g)cos(a— 6)qf)dqp  =    "  ft  w    • 

u 
in  der  a  imd  6^  irgend  welche  reelle  positive  Grössen  bezeichnen. 

Diese  Function  Jn(zi)  heisst  Cylinderfunction,  und  spielt 
eine  ähnliche  Rolle  bei  den  Untersuchungen  über  das  Potential 
eines  Cylinders  wie  die  Kugelfunclion  bei  der  Kugel.  Ueber 
dieselbe  wird  an  einer  anderen  Stelle  gehandelt,  wo  sie  als  Grenze 
der  Kugelfunction  auftritt  (§  59,  61.  43,  6).  Man  nennt  sie  auch 
wohl  BesseTsche  Function,  aber  nicht  ganz  mit  Recht,  da  sie  be- 
reits von  Fourier  in  seiner  Wärmetheorie  eingeflihrt  und  unter- 
sucht ist  Die  Functionen,  welche  ich  hier  vorläufig  mit  tp  be- 
zeichnet ha'be,  die  aber,  me  man  im  III.  Theil  bemerken  wird, 
keines  besonderen  Functionszeichens  in  einer  allgemeinen  Theorie 
bedfirfen,  treten  bei  der  Betrachtung  des  von  der  Zeit  abhängigen 
Wärmezustandes  in  einer  Kugel  auf  und  sind  von  Poisson  unter- 
sacht  worden,  der  für  sie  das  Resultat*)  fand,  es  lasse  sich  ^«(s) 

in  die  Form 

xp^  (s)  =  Ä-*  (Z  sin  z—Z'  cos  z) 

bringen,  wenn  Z  und  Z'  zwei  dort  angegebene  ganze  Functionen 
bezeichnen. 

Herr  Bauer**)  zeigte,  dass  Z' und  Z,  abgesehen  von  einem  numerischen 
Factor,  Nähcrungszählcr  und  Nenner  des  Kettenbruchs  für  tangs  sind;  erzeigt 
ferner,  dass  die  Entwickelungscoefficientcn  6^")  bei  Ent Wickelungen  nach  Kugel- 
functionen  noch  für  einige  andere  Functionen,  welcJic  einfache  hypergeometrische 
Reihen  sind,  sich  in  eine  ähnliche  Form  Zx(&)  —  Z'tjQi)  zerlegen  lassen,  wo 


*)    Poisson,  Thdoric  mathdmatiquc  de  la  chalciir,  Paris,  1835,  No.  82,  S.  ICl. 
^*)    Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  56:   Von  den  Coefficientcn  der  Reihen 
von  Kagelfanctionen  einer  Variablen,  S.  118. 

6* 
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Z  und  V  ganze  Functionen,  und  zugleich  (wesentlich)  die  Näherangszähler  und 
Nenner  des  Ketlenbruchs  für  den  Quotienten  %\ri  werden.  Die  Ausdrücke  für 
die  Z  und  Z'  kommen  bei  ihm  nocli  niclit  vor.  Eine  bessere  Einsieht»  noch 
weitere  ähnliche  Resultate  und  auch  die  Ausdrücke  für  die  Z  und  Z' 
selbst,  erhält  mau  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Untersuchungen,  welche  sich 
in  meiner  Abhandlung*)  ^Ueber  die  Zähler  und  Nenner  der  Nähcrungs- 
werlhe  von  Kettenbrüchen ^  finden,  nach  denen  solche  Darstellungen  nicht 
wesentlich  mit  einer  Eutwickelung  nach  Kugelfunctionen  zusammenhängen.  Es 
lässt  sich  vielmehr  allgemein  F{a-\-ny  /J  +  »,  y-|-2M,  ä)  durch  die  Form 
ZF(a,ß,y,z)^Z'  F(a,  ß+i,  y— 1»ä)  darstellen,  in  welcher  Z:Z*  ein 
Näherungsbruch  des  Kettenbruchs  für  F(a,  ß -{- i^  y+ 1,  »):F(a, /?,  y,  ä)  ist, 
und  zwar  lassen  sich  die  beiden  ganzen  Functionen  Z  und  Z'  ziemlich  einfach 
darstellen.     Man  vergl.  hierüber  den  Zusatz  zum  5.  Kapitel. 

Wenn  man  eine  Function 

nach  Kugelfunctionen  X  entwickelt,  die  selbst  eine  liy pergeome- 
trische Reihe  ist 

f(x)  =  F(a,  ß,  y,  kx), 

so  wird  der  Coefficient  von  X^*^  durch  eine  hypergeometrische 
Reihe  höherer  Ordnung  ausgedrückt,  nämlich  durch 

hin)  ^    nia^n-l)II(ß^n-l)      f       (a^nXa^n^lXß^nXß^n^l) ., 
~  i.3.::(2fi-i)./7(y+fi-l)     L^"^      2.(2n+3).(y+fÖÖ^T^l) 

"*"  2.4.(2«+ 3X2n+5).(y  +  fÖ...(y  +  n  + 3)  "^"  J* 
Dieser  Ausdruck  zieht  sich  ausser  in  den  durch  ^ie  Gleichimgen 
(14)  erledigten  Fällen,  für  jedes  n,  noch  weiter  zusammen,  wenn 
für  a,  ßj  y  geeignete  specielle  Werthe  gesetzt  werden;  ausserdem 
vereinfacht  sich  zuweilen  ein  Coefficient  6^**)  ganz  besonders  da- 
durch, dass  sein  Index  n  eine  Beziehung  zu  einem  der  Elemente 
a,  /},  y  besitzt.    Ein  Beispiel  liefert  die  bekannte  Gleichung 

'^JP^\x)dx    _      2  (-*)" 

^^  (1  ^'kxyH  "^  (2»+l)  *(i  +  *)«H' 

welche  Legend re  an  verschiedenen  Stelleu,  zuerst  in  den  Schriften 
der  Savans  ätraugers  T.  X,  8.  426,  übersichtlicher  in  den  Memoiren 
der  Pariser  Akademie  von  1784,  S.  377  bewiesen  hat. 
Setzt  man,  um  diese  Gleichung  abzuleiten, 

SO  wird  iiir  ein  ungerades  n  ofTenliar  6"  =  0 ,  während    man  nach  einer,  ge- 
nügen Modification  des  oben  angegebenen  Verfahrens  findet 


/ 


♦)    Bo'rchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  57,  §3,  Formel   (14). 
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Für  y  =  it-|-i  vcrcinfaclil  sich  der  vorstehende  Ausdruck  zu 

Dies  ist  alM)  der  Coeflicicnt  von  X^  '*^  in  der  Entwickelung  von 
andrerseits  wird  er  aber  gleich 

—  I 

Durch  (ileichselzuug   dieser   beiden  Ausdrücke  findet  man  sofort  die  (ileichung 
von  Legendre. 

Endhcli  stell«!  ich  noch  die  Entwickehmg  nach  KugcHunclionen  für  einige 
Ausdrücke  zusammen,  die  ich  zum  TJieil  der  Abhandlung  des  Herrn  Bauer 
entnehme,  olme  die  Reweise  hinzuzurügen,  die  keine  Schwierigkeiten  darbieten; 
man  erliält  die  Ausdrücke  durch  Anwendung  von  (10,  6)  oder  derjenigen  Hülfs- 
niittd,  welche  nachher  angegeben  werden. 

— arcsinx       =  3.X'+7(i)'X'      +11(11)' X'+- 
|-('l^^      =   jX'-5.J(j)"X'-    »iQJx' 


-"-(o-f)'*--- 


Die  beiden  ersten  Gleichungen  sind  dieselben  wie  (10,  a),  nur  nach  Functionen 
mit  au£Hteigendem  Iudex  n  geordnet,  während  der  Index  in  (10,  a)  abstieg. 
Wenn  für  2n  resp.  2/i-['l  eine  gebrochene  Zahl  v  gesetzt  wird,  so  sind  diese 
Reihen,  gemäss  der  Ableitung  durch  Legendre 's  Methode,  und  nach  der  vor- 
geschickten Bemerkung  auf  S.  72  noch  anwendbar,  stellen  aber  die  Linke  nur 
für  positive  x  vor;  von  den  rechten  Seilen  bleibt  die  erste  ofTenbar  unver- 
ändert durch  Vertauschung  von  x  mit  — x,  während  die  zweite  ihr  Zeichen, 
aber  nicht  ihren  VVerth  ändert. 

§.  19.  Wir  knüpfen  bei  den  Untersiichuugen  im  §  16  an. 
Während  dort  an  die  Spitze  die  Aufgabe  gestellt  wurde,  eine  auf- 
steigeude  Potenzroihe  nach  Kugclfunctionen  zu  entwickeln,  so  han- 
delt es  sich  hier  darum,  eine  trigonometrische  Reihe  nach 
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Kugelfunctiouen  zu  entwickeln.  Diese  Aufgabe  reducirt  sich 
auf  die  beiden,  erstens  sin;i0  und  zweitens  cosnO  nach  Kugel- 
functionen  von  cos0  =  a;  zu  entwickeln,  wenn  n  eine  ganze  Zahl 
bezeichnet.  Dies  geschieht  durch  die  Gleich.  (15,  ä)  und  (15,  d). 
Zunächst  werde  ich  die  Entwickelung  nach  der  Methode  Yomehmen, 
die  ich  ursprünglich  benutzte  und  die  in  der  ersten  Auflage  ange- 
geben wird;  sie  ist  zwar  weitläufig,  bedarf  aber  nur  elementarer 
Hülfsmittel.  Ich  lasse  dann  eine  zweite  Methode  folgen,  die  kürzer 
ist,  und  noch  anwendbar  bleibt,  wenn  auch  n  eine  gebrochene  iSahl 
bedeutet.  Die  Formeln,  welche  sich  auf  ein  solches  n  beziehen, 
würde  man  allerdings  aus  den  für  ein  ganzes  n  geltenden  sofort 
ableiten  können,  da  cosnx  in  solchem  Falle  sich  in  eine  bekannte 
einfache,  nach  Cosinus  der  ganzen  Vielfachen  von  x  fortschrei- 
tenden Reihe  entwickeln  lässt.  Direct,  ohne  diesen  erheblichen 
Umweg,  hat  zuerst  Herr  Most*)  die  Formeln,  welche  sich  auf  ein 
gebrochenes  n  bezieben,  durch  ein  (drittes)  Verfahren  abgeleitet, 
welches  unten,  im  letzten  Theil  des  §  20,  angegeben  wird. 

Erste  Methode. 

1)  Die  Entwickelung   von   einnO  nach  Kugelfunctionen. 

Setzt  man 

sinwö  =  ^a(»')JC*', 
so  wird  nach  (9,  a) 

a(»)  =  —i^—J  V(cosö)sin»ösinörfÖ. 

0 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  lässt  sich  in  die  Differenz  von 
zwei  einfacheren  zerlegen,  und  man  findet 

^yi^.-=— y     P'(C0SÖ)C0S(M-l)ec/ö--y     i^(C0SÖ>08(ll  +  l)ödö, 

In  dieser  Form  erkennt  man  die  Bedeutung  der  beiden  Glieder  auf 
der  Kochten;  es  ist  nämlich 

—Hp"  (cos  d)  cos  m  d  dO 
u 

der  halbe ,  flir  m  =  0  der  ganze  Coefficient  in  der  Entwickelung 
von  P*^(co8Ö)  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  ö,  und  kann  daher 
sofort  der  Gleich,  (a)  des  §  5  entnommen  werden.  Man  hat  näm- 
lich: Es  ist 


*)    Borchardt,  Joanial  f.  Math.  Bd   70. 
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(15)  . . .    J-/*V"+^coßö)co8mödö  =  Jl^TAmJlp-Jl , 

wenn  s  eine  nicht  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  dagegen 

/'V(coßö)co8möc/ö  =  0, 
11 
wenn  die  Summe  der  beiden  nicht  negativen  ganzen  Zahlen  m  und 
p  ungerade,  oder  v  grösser  als  m  ist. 
Hieraus  ergiebt  sich 

(1>n-\'48-i)n'  r.3..."(2«~3)  "" 
1,3. 5. ..(2^— 3)    (2m-  1)(2w  +  l)...(2ii  +  2g  -3) 

2.4.6. ..2» (2«  +  2)(2«  +  4):..(2w  +  2*)     ' 

so  dass  man  schliesslich  die  Gleichung  erhält 

+  (2«+  0  ((„-q;  2)._-^.)-((--^-4)-._^./     (C08Ö)  +  .... 

2)  Die  Entwickelung  von  cosn0.  Um  dieselbe  zu  finden, 
kann  man  sich  nicht  der  Formel  (f)  des  §  5  in  derselben  Art  be- 
dienen, wie  so  eben  der  Formel  (a),  da  die  erstere  noch  nicht  be- 
wiesen ist  Man  setze  jetzt  P"  gleich  einer  trigonometrischen  Reihe, 
welche  nur  Sinus  der  Vielfachen  von  ß  enthält,  nämlich 

/^(cosö)  =  c,  sin  ö4-c,sin2ö +  ...-, 
für  £^  =  0  und  0  =  n  stellt  die  rechte  Seite  bekanntlich  nicht  mehr 
die  linke  vor,  sondern  hat  den  Werth  Null.    Es  handelt  sich  zu- 
nächst um  die  Ermittelung  von 

c«  =  -^y^  V(cosö)sinmÖde. 

Dieses  Integral  versch>vindet  für  alle  ganzen  m  von  m  =  1  bis 
M  =  y;  denn  sinm0  ist  gleich  dem  Produkte  von  2sinx  in 

cos  (w  —  1 )  ö  +  cos  (m  —  3)  ö  +  •  •  • , 
wenn  die  Reihe  mit  cos  1.0  oder  cos  2^4-1  schliesst.    Letztere  ist 
eine  ganze  Function  von  co%0  =  x  höchstens  vom  Grade  v— 1; 
also  verschwindet  c,,«,  wenn  die  ganze  Zahl  m  nicht  grösser  als  v 
ist.    (M.  vergl.  §  16,  S.  71.) 

Um  die  c  genau  zu  bestimmen,  geht  man  davon  aus,  dass  nach 
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§  5,  a  die  Function  P  die  Form  hat 

P^(eos0)  =  x^eo^90  +  x^eo»{v^2)0-\-"'j 
wo  die  X  bekannte  nomerische  Coeffieienten  bezeichnen.    Mnltipli- 
cirt  man  anf  beiden  Seiten  mit  »mmOdO  und  integrirt  Ton  0  bis 

n^  so  entsteht  links   .^  c^,  auf  der  rechten  Seite  identisch  Null, 

wenn  nicht  m-f-y  eine  ungerade  Zahl  wird.  Ist  aber  m  +  >'  un- 
gerade, so  hat  man 

2 '''»  =  ''•(«, +^  +  »-J  +  "»(«Th-^^ +  «-7+2) +■ 

und  die  Reihe  schliesst,  je  nachdem  v  ungerade  oder  gerade  ist 
(fli  gerade  oder  ungerade)  resp.  mit 

fii  +  1       m  — l'  m        f» 

Diese  Reihe  lässt  sich  durch  eine  Formel  von  Pf  äff*)  summiren, 
die  sich  auf  solche  hypergeometrische  Reihen  bezieht,  welche  zwei 
Elemente  mehr  besitzen,  als  die  Reihe  von  Gauss.  Einfacher  f&hrt 
aber  folgendes  Verfahren  zu  einer  Summation  der  Reihe:  Nach  der 
Torstehenden  Gleichung  ist,  immer  m-\-v  ungerade  vorausgesetzt, 

-^Cm  eine  rationale  Function  von  m,  deren  Nenner  ans  dem  Pro- 

ducte  der  Factoren  m+F,  m — v;  j»-|-v—2,  «— r+2;  etc.  besteht. 
Aus  der  vorhergehenden  Betrachtung  aber  folgt,  dass  der  Zahler 
verschwindet,  bei  geradem  9  ffir  m  =  +l,  +3,  etc.,  d:(y  — 1),  bei 
ungeradem  v  fiir  m  =  ntj2,  +4,  etc.,  +(»'  — 1)>  ^i^d  fttr  iw  =  0;  — 
ausserdem  aber  für  keinen  Werth  von  01,  da  der  Zähler  einen  ge- 
ringeren Grad  hat  als  der  Nenner.  Bezeichnet  11  eine  Constante 
nach  m,  so  ist  also 

-       (»«-»+l)(w— r  +  3)...(iii-fr-l) 

Die  Constante  11  bestimmt  sich  dadurch,  dass,  wie  aus  dem  Aus- 
druck von  c  durch  die  Reihe  hervorgeht,  m7ic^  sich  ftr  m  =  30  in 

4(A,+lf.jH — )  verwandelt.  Dies  ist  aber  4P'"(1)  =  4,  während  es 
andererseits  ia7i  giebt.  Man  hat  also  das  Resultat:  Bezeichnen 
f»  und  9  ganze  positive  Zahlen,  so  wird 


*)  Nova  acta  l*elroi>ol.  T.  XI,   171)7.     Supplement  a  Thi^toirc,  S.  51 
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(15,  *)  . . .     if''P"{coH0)BiumOdd 


I) 


_  (m— y  + 1 )(/»:- y  +  »)^. . (m  +  y— 1)  _   tt 
""         (m---"v)(iii— T+2j:..(m  +  i')'       ""  "4^"' 
wenn  m>v  und  zugleich  i/i-f-y  ungerade  ist.    In  den  an- 
deren Fällen  ist  das  Integral  Null. 

Unmittelbar  durch  diese  Gleichung  finde  ich  die  Entwicke- 
lang  von  P  nach  Sinus  der  Vielfachen  von  0,  welche  schon 
im  §b^f  angefahrt  wurde  • 

(ir,,  c)  . . .     1  •P'CcosÖ)  =  ^^^;^fi^  (siu(«  i-  1)0 

Für  fi  =  0  erhält  man  hieraus  die  bekannte  Eutwickeluug  von 
1  in  eine  Sinusreihe. 

Um  nach  diesen  Vorbereitungen  die  gesuchte  Entwickelung  für 
coB  hO  zu  finden,  setzt  man 

cosfiö  =  6"f^(cosÖ)  |-fr'^(eosö)  +  ..., 

^— ,-,  b*"  =  /     P*" cos  HÜ  »hl OdO  ■-■=    -i-(c„^\  —  r„.i), 
"Zy-f- 1  */  4 


Ist  «4-»'  gerade,  so  giebt  die  rechte  Seite 
2/* 


_^^     (/*  -  y  +  2)(/i  -  1^-1-  4)...(«  -1- 1.-2) 


(»  —  V—  1)(m  -  I'  +  l)...(/i  +  >»  -h  I) 
und  damit  die  gesuchte  Formel 

H  ;■)    .C2w4-  i) 
(If),  rf)  . . .     '-i     .>  4      9^  ^coswö  =  (2«  i-  l)P"(eosÖ) 

4-(2..-3)g;:[;;^^);]^ 

*  ^  ^    (/«'— («  — 2)')(/r  — (w  — 4)')  ^        ^ 

Durch  die  Formeln  (lo,  a)  und  (15,  d)  ist  die  Aufgabe  dieses 
Paragraphen  nach  S.  8(5  gelöst. 
Zweite  Methode. 
In  den  Formeln,  durch  welche  sium^  und  cokw6^  nach  den 

Potenzen   von  sinö  entwickelt  wird,  setze  mau  \^  —  0  flir  0  und 

darauf  cos0  =  x,  so  erhält  man  die  Ausdrücke,  welche  den  weiteren 
Kntwiekelungen  zu  Grunde  gelegt  werden 
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(a)  ...     cc>8m(^-2— ö;=1-  j  ^x  +  3.2X4" "^^ 
(6)...    smm(^-^-ö;=---^j-2-3-V 

^  1.2.3.4.5 

Diese  Gleichungen  gelten  für  positive  x\  dass  die  erste  f&r 
negative  x  dasselbe,  die  zweite  das  entgegengesetzte  giebt,  wie  fbr 
positive  X,  ist  klar;  m  kann  eine  beliebige  reelle  Grösse 
sein.  Ich  werde  nur  jede  von  den  beiden  Reihen  fbr  sich  in 
Kugelfunctionen  umsetzen,  und  nicht  cos  m(?  oder  sin  m(?  selbst,  die 
man  aus  einer  einfachen  Combination  der  beiden  Eeihen,  nämlich 
durch  die  Gleichungen 

cosme^  =  00«^^s~ö — ^  (ü).sin--^— 

A      ,  V    .     11*71       ...  mn 

smwÖ  =  (a).sm     _^ ('^^•^os-^— 

erhält;  fltr  ein  ganzzahliges  m  sind  (a)  und  (6)  geradezu  die  zu 
entwickelnden  Functionen  H^siniwÖ  und  +co8»*^- 

In  das  !«•'*  Glieil  von  («)  setze  man  für  -c**  die  ihm  gleiche 
Reihe  von  Kugelfunctionen,  am  bequemsten,  indem  man  sich  der 
Form  des  §  18,  S.  85  bedient.    Dadurch  entsteht  als  Factor  von 

A**'  eine  Summe 

^     "^  ^^  2.4...(2/i-20.1.3...(2ii+2y  +  f)' 
welche  nach  ;#,  aber  erst  von  /i  =  y  an  bis  /i  =  oc  zu  nehmen  ist 
RUckt  man  das  erste,  nämlich  das  n  =  v  entsprechende  Glied  vor 
die  Summe,  so  bleibt  unter  dem  Summenzeichen  genau  eine  hyper- 
geometrische Reihe 

F(v-r,lw,  V  — Ä»j,  2y  +  J,  1), 
deren  Summe  nach  Gauss  gleich  ist 

/lÄ//(2i'  +  i)__       _^ 

ll\y  -r  M  -  m)  /I(v  +  A 1  +  im) 
Reducirt  man  nach  den  bekannten  Formeln  fllr  die  17,  so  er- 
hält mau  als  Factor  von  A*  den  Ausilruck 

w.T   ,,     .  ..      iw*(//i*-2*)...(iii'-,2v-22;;) 
cos  2"-^^*'"'^\,ii»-ll^X,/i'  -  3').. .("«'-  ;2ii  f  l>y 

also  schliestilich  flir  beliebige  reelle  m  die  Gleichung 
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mn 
cos  — ^— 


(15.  e)  ...    co8in(-2- - ö)  =  -j_|_(l.po(co8Ö)+r)^^^,nco8Ö) 

die  offenbar  auch  noch  in  dem  speciellen  Falle  anwendbar  bleibt, 
wenn  m  eine  ungerade  ganze  Zahl  wird,    (cosd  ist  positiv!) 
Dasselbe  Verfahren,  auf  die  Gleichung  (6)  angewandt,  giebt 

.   mn 


sm 


2    /.  ^.,      ..  .  .m*-l* 


(15,  f)  ...    8inm(|--ö)  =  ,p-^(3.PXco8Ö)+7^-j-,npo8Ö) 

+  11  -;-r— 4i(-/  -t — rtf  '^  (cosö)+  •••  )• 
§  20.  Ausser  den  im  Vorhergehenden  angegebenen  Mitteln, 
welche  dazu  dienen,  ganz  allgemeine  Potenzreihen  oder  trigono- 
metrische Eeihen  in  Reihen  von  Kugelfunctionen  umzugestalten, 
kann  man  sich  in  speciellen  Fällen  zuweilen  für  ähnliche  Um- 
formungen der  Httlfsmittel  bedienen,  welche  in  diesem 
Paragraphen  zusammmengestellt  werden. 

1)  Wenn  die  Entwickelung  einer  Function  f(x)  nach  Kugel- 
functionen gegeben  ist,  so  kennt  man  auch  die  von  xf(x)]  ist 

nämlich 

f{x)  =  a,X'  +  a,X'  +  a,X"-\-^-, 
80  wird 

xf{x)  =  ^^X'  +  (a,  +  |-a.)x'-i-.. +(2,;1-1  o^     +2/^4'''*  '')^''*'" ' 
Beweis.    Aus  der  Gleichung  (1)  S.  11  folgt 

logT=  ~  .]  log(l  -2ax  +  aO 
und  hieraus  durch  Differentiation  nach  a 

(l-2aa:  +  a')|^+(a~a:)T-0. 

Vertauscht  man  T  mit  der  ihm  gleichen  Reihe  von  Kugel- 
fanctionen,  so  findet  man  hieraus  die  einfache  und  wichtige 
Gleichung 

(16)  ...    (ii  +  l)X''+'-(2M+l)ajX'*-f  wX**"*  =0 

X'-xX'  =  0. 

Diese  Recursionsformel,  welche  gestattet  X'*  für  jeden  In- 
dex n  aus  je  zwei  vorhergehenden,  schliesslich  aus  X**  =  1  und 
X*  =  ar  zu  berechnen,  kommt  im  wesentlichen   schon  bei  Gauss 


•♦»•''•     iTi     •ril  ij/^riiiii-      *«-     -:^-j-r     i.*"-^:    Uti^   irirraL  litiUii-l  ***     Ulli 

.1.'   fai'.**i   ^    i  -  II  ■   Ji-:;.i.#ii*   ti<-  itffuitsr  itsr  Vnacn.  tul  X*  =  ■> 
*<\Ja\  iu  dl»  /  iiufTtioi  1*    mmfr  '  «m  r"-  r-raite-  X^  fflitt  C'iiii8feiaoe 

2*    -t  i  ♦    (^'  iiTv  rct.ix^  T»!  ^s    irr:*'!':   *:fi  üe 
*  '^  1  /*'/^  I.I.* r,i  *!u»t  '  Hl  2fii*r-i  - .  i  -  *t  > :: *  1  **•   r^rcuDau  FMuneL 

-I 
wo  1^  je^ic  iUzT  Zahl«:n  a—  1.  n  -3.  etc.  vorstellt,  and  nach  einer 

Intc^^rHliuii  (iiircli  Tfaeile  erhalten  wird 

—I 
(Ihh    letzte  Inte;;ral  aber    \erK(;h windet  (weil  der  Grad  f— 1  ge- 
ringer ist  al»  n),  HO  entHteiit  die  Oleichung 

*")  Methodii.s  iiov.i  intcgruiiinii  vuIorrN  per  approx.  invenicndi  no.  19. 

♦*)  Liüuvillc,  JoiiimiI(lcMutli.  T.  XVll,  Tliiwc  de  MccÄni(|ue  S.  267.  Gauis 

hat  iu  >eiiior  AMiaiuiliiiig  nir;;eml  erHiUiiit,  ihuiit  lüe  Fiiiietioiicn,  auf  welche  er  ^' 

!ührt  wird,  die  Kiij^eiriiiictioiieii  (etNler  An),  jene  Lnplaee'schen  Functionen  »eien. 

Sio  treten  hei  iiini  ülicrall  h1.<«  Nenner  der  Nuherung»werthe  eine:»  Kettenbruchb  aul*, 

u' u  er>t  Jucobi    nmeht  im  *J.  IUI.  de-«  rreno\M*heu  Juurnalä  ^.2'2ii  aut'  den  Zu- 

NJ"i.'i'.e(:han<^    aulinei ksani.     In    der>eU>en    Arbeit    von    iiau:»s    kommen    auch    die 

Vi' Mii.»"t;n.    welche  ich  Kn>;elt'unetiomMi  4-vieitvr  Art  uauiito,  vor,  und  zwar  spielen 

>. ;   -i'-K  Kollo  al>  Ko^te  hei  dem  Keitenbruche  tur  lojc^«*  f-  l)      l^tf^jr — 1);  aU  par- 

.  >..a..'\   L«.Miri^cii  i)er  OitVertMiiial^leioh.  v^)  habe  ich  mc  iu  meiuer  Inauguraldis8cr> 

,^..  ,1    ..7.;    ■j.u'i  iüi  lV»,  Hände  dw  i.'renoVhen  JourtiaU  §  :?  neben  die  P  gestellt. 

''^:    :i'.-:;t   iicrniauonti    electtieitati»    in    collvrt^U4^    bomv>g«nei9.     Di^sertatio 

!•>  4.,  I.- u   *       LV.TViv:i,    ISdt»,   p.  oi» 

'      :•  .  •-  :*.-:,  Journoi  i,  Math    IU  .«v^  >.  U^* 
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(16,  a)  ...     ^J-  =  (2»-  l)X'"'+(2«-5)X''"'+C2»-9)A"'"'  +  -.., 

ax 

welche  mit  3.X'  oder  mit  l.X^  Bchliesst, 

3)  Aus  (16,  a)  folgt  uumittelbar 

(16,6)...     ~--^-  =  (2»  +  l)X- 

aud  durch  Integration  Bchliesslich 

(16,  c)  ...    (2»  +  i)f'x''dx  =  X""'- X"+\ 

Man  kann  diesen  Gleichungen  noch  eine  Eeihe  ähnlicher  hin- 
neigen, z.  B. 

(16,d)...    (2„  +  l)x^  =  n^g^  +  („  +  l)A^-. 

Ein  Beispiel  für  die  Art,  wie  diese  Formeln  zu  yerwerthen 
sind,  wenn  die  Function,  welche  in  eine  Reihe  von  Kugel- 
functionen  entwickelt  werden  soll,  durch  eine  Diffe- 
rentialgleichung definirt  ist,  liefert  die 

Dritte  Methode. 

Indem  ich  hier  im  wesentlichen  Herrn  Most  folge,  gebe  ich 
aus  seiner  Arbeit  nur  das,  was  hierher  gehört. 

Jede  lineare  Verbindung  von  cosmd  und  sinnig,  also  jeder 
Aasdruck  s  von  der  Form    • 

z  =  aeoHtnO  -\-bmnm0^ 
in  dem  a  und  6  irgend  welche  gegebenen  Constanten  bezeichnen, 
wird  der  Gleichung  genttgen 

Diese  verwandelt  sich  durch  die  Substitution  co^0  =  x  in 

(1  -'X*)d'Z'-'xd:idx  +  m*zdx'  =  0. 
Entwickelt  man  s  in  die  Reihe 

setzt  dieselbe  in  die  obige  Diflferentialgleichung  ein,  und  reducirt 
durch  die  Gleichung  (8),  nach  welcher 

80  entsteht 

^CrlxäK""  +  (m'  -  v(v  +l))X''dx]  =  0. 
Durch  (16,  d)  und  (16,  b)  verwandelt  sich  das  Vorstehende  in 
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rl'-fl 


folglich  erhält  man  für  die  Coefficienten  c  die  Relation 

^"^^  -  2H^'  m'-(H-3y  '''" 
Es  bleibt  nur  noch  c^  und  c,  zu  bestimmen,  aus  denen  durch  die 
vorhergehende  Formel  die  übrigen  Coefficienten  recurrirend  gefunden 
werden.    Da  nach  (9,  a) 

=  i  /    (^  cos  mO-\'h  sin  mG)  sin  6  dd^ 


^0 


II 


^1  ~  W     (aco8mö  +  6sinmö)cosÖ8inörfÖ, 


0 

so  erhält  man 


mn 

cos    ;^ 


o    .     WITT 

Bsm  -c— 

2     /     .    m/r      .         mn\ 

r,  =    ^ ,-  I  a  sm  — .- —  6  cos  -t^  -  ) , 

'         4— m'   V  2  2  >" 

und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Reihe  fttr  ä  wiederum 
die  Gleich.  (15,  t)  und  (15,  f). 

Die  Anwendung  dieser  Methode  gestaltet  sich  ebenso 
einfach,  wenn  eine  Function  »  nach  Kugelfunctionen 
entwickelt  werden  soll,  welche  der  Differentialgleichung 
genügt 

(l~a;')rf«j5  +  (a  f  6j?)d5(ir +  C5(te' =  0, 
immer  noch  yoi-ausgesetzt,  dass  die  Entwickelung  möglich  sei. 

§  21.  Ganz  ähnliche  Resultate  wie  die,  welche  wir  für  die 
Kugelf unction  der  ersten  Art  fanden,  ergeben  sich  auch  fllr  die 
Functionen  der  zweiten  Art  Q. 

1)  Reihen,  welche  nach  Potenzen  von  y  absteigen, 
entwickelt  man  nach  den  Q.  DifTerentiirt  man  die  Gleichung (11) 
n  mal  nach  rr,  so  ergiebt  sich 

Setzt  man  a:  =  0,  so  wird  der  auf  der  rechten  Seite  befindliche 
Differentialquotient  von  X  Null,  so  oft  i'<n,  und  ebenso,  wenn 
I?  4-  y  ungerade  ist.    In  den  anderen  Fällen  findet  man  ihn    aus 
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dem  mit  x"  multiplicirten  Gliede  Ton  X*"  in  der  Keiho,  welche  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  v  geordnet  ist,  im  §  4,  S.  12,  gleich 

Hierdurch  erhält  man 

(17)  ...  -i^=  l:?^gr.l)((2„+i)(,-(y)_c^^ 

and  darauf  das  allgemeine,   der  Gleich.  (10,  6)  entsprechende  Re- 
snltat: 

Eine  Function 

nach  Kugelfunctionen  zweiter  Art  entwickelt,  gieht 

wenn  gesetzt  wird 

.--.     V  .         1.3.r)...(2fi  +  l)  /  n(f«  — 1) 

"^     '2.4.(211-1X2»- 3)      "-'      ■*/• 
Als  Beispiel  für  die  Anwendung  dieser  Formel  kann  das  im 
§  17  gegebene,  die  Entwickelung  von  (y  — ^)~S  benutzt  werden, 
indem  man  x  mit  y  vertauscht  und  dann  Cn  gleich  af"  setzt. 

2)  Für  die  Q  hat  man  eine  Recursionsformel  die  (16)  ent- 
spricht   Aus  (11)  zieht  man 

-^  =  ^(2n  +  l)xP\x)Q'(y) 

and  indem  man  (16)  anwendet 

Die  linke  Seite  ist 

=  ^ -1  =  ~l+»-S(2n  +  l)P"(a^)0"(y). 

Vei^Ieicht  man  diese  Reihe  mit  der  vorhergehenden,  ordnet  darauf 

naeh  /^(^X  und  setzt  die  Ausdrücke  gleich,  welche  mit  einer  Kugel- 

fhnetion  f^(x)  von  demselben  Grade  multiplicirt  sind,  so  erhält  man 

(17,  6)  ...    (n  +  l)(?"^'(y)-(2fi+l)yO\y)  +  «(?"-'(y)  =  0 

OW-yO"(y)+i=o. 
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Hieran  knüpfte  Herr  Carl  Neumann,  der  während  seiner  früheren 
Lehrthätigkeit  in  Halle  mich  bei  der  Ausarbeitung  des  Handbuchs 
auch  durch  viele  andere  schätzbare  Mittheilungen  unterstützte, 
folgende  einfache  Ableitung  einer  merkwürdigen,  von  Gauss  ge- 
fundenen Gleichung: 

Die  Formel  (16)  lehrt,  dass  l^(x)  recurrirend  aus  F  und  P^  ver- 
mittelst einer  linearen  Gleichung  von  der  Form 

F'(x)  =  AF(x)  +  BP'(x) 
gefunden  wird,  wo  A  und  B  gewisse  ganze  Functionen  von  x  be- 
zeichnen.   Vergleicht  man  (16)  mit  (17,  6),  so  ist  klar,   dass  man 
flir  dasselbe  A  und  B  haben  müsse 

QXx)==AQXx)-\'BQXx). 
Setzt  man  für  F  und  Q'  ihre  Werthe 

so  wird 

[^(x)  =  (Ax  +  B)P'  =  Ax-\'B 

Q\x)  =  (Ax+B)Q'--A. 
Den  Werth  von  0°  haben  wir  bereits  aus  der  Definition  (12)  gleich 
4log(ir  +  l)  — 4log(ir— 1)    gefunden.     Femer    ist   A   eine   ganze 
Function  von  x^  offenbar  vom  Grade  «  —  1.    Die  vorstehenden  Be- 
trachtungen haben  uns  also  den  Satz  verschafft:    Es  ist 

(1 7,  c)  . . .     Q\x)  =  i  P-(x) .  log  J±-J-  -  Z", 

wo  Z"  eine  ganze  Function  w—l**'"  Grades  von  x  bezeichnet 
Die  Kugelfunction  zweiter  Art  enthält  also  keine  höhere  Transcen- 
dente  als  einen  Logarithmus. 

Die  Beziehung,  welche  in  (17,  c)  enthalten  ist,  und  die  noch 
mehrfach  auftreten  wird,  ist  jene  vorerwähnte,  die  bei  Gauss  in 
der  Schrift  Methodus  nova  integr.  val.  per  approx.  inven.  vorkommt. 

Eine  besondei-s  einfache  Gestalt  hat  Herr  Christoffel  flir  Z 
gegeben ;  er  findet  nämlich  (M.  vergl.  §  27) 

l.fl  W-Tg^^^^i)     ''       ^^^  5.(11-2)  ^^^        ' 

wenn  die  Reihe  bis  P*  oder  P'  fortgesetzt  wird. 
3)  Man  hat  offenbar  die  Gleichung 


dy  \y  —  x/        dx  Vy — j?-^' 
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and  setzt  man  für  den  zu  diifereutiireiiden  Ausdruck  die  ihm  gleiche 
Reihe,  die  folgende: 

Die  rechte  Seite  wird  nach  (Ifi,  d) 

Fasßt  man  die  Factoren  von  P"(x)  in  ein  Glied  zusammen,  so  wird 
schliesslich  erhalten 

(17,  d)  . . .    - -^~^-  =  (2»  +  3)(?'^'(y)  +  (in  +  1)0"' Xy) 

+  (2« -f  1 1  )(?"''(</)  +  •••• 
Man  kann  noch  die  beiden  Gleicliungen  hinzufllgen 

(17,  e)  . . .     </((?"+'(»)-(?"-'«)  =  (2«  -i-  \)0\y)dy. 
(17,  n  . . .    (2n  +  \)  f"Q\y)  dy  =  Q'^Xy)  -  0"  Xv)- 

Anmerkung.  Nach  den  0(x)  lasst  sich  eine  Function  von  .r 
Bnr  auf  eine  Art  entwickeln.  Nach  den  allgemeinen  Prinzipien  hat 
man  dazu  nur  nachzuweisen,  dass  die  Reihe 

nur  dann  Null  fttr  alle  Werthe  x^  von  einem  gegebenen  x  an  bis 
X  =  00  darstellen  kann,  wenn  alle  6  Null  sind.  Dies  ist  klar,  da 
die  Reihe  mit  a?,  ar',  j-',  etc.  multiplicirt  Null  sein  nmss,  wahrend 
x.Q\x),  x\Q\x),  x\Q\x),  etc.  fUr  x  = 'x  endlich  und  von  Null 
verschieden  bleiben. 


Zusatz  zum  zweiten  Kapitel. 

Die  hypergoometrischen  Reihen.    (M.  vergl.  S.  79.) 

I.    Die  Fünführiing. 
(a)  Tnler  den  linearen  Difleronlialgleicliungen  zweiler  (Irdnung 

in  welchen  ^,  ;f,  ^  gegel)ene  ganze  Functionen  von  x  bezeichnen,  spielen  die- 
jenif^en  eine  bedeutende  Rolle,  in  welchen  t^}  einen  höheren  Grad  besitzt  als 
3f.  X  •*!**  ^«  ^'ß  ganze  Classe  derer,  in  welchen  i//  noch  ausserdem  vom 
zweiten  (irade  ist,    lässl  sich  durch  die  Reihe  integhren.    weh^he  seit  tJauss 

Ueiiir,  Theorie  ücr  Kii((Hfuiicti<*iioii.     '2.  Aull.  ^ 
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«lie  liyperg:ef)m einsehe  heissl.     Nach  dor  Rezeiclmunf;:  von  liaiiss  isl  si*» 

hie  Grössen  a.  /?.  y,  x  heissen  die  Elemente. 

Neben   diese  stelle   ieh   die   verallp^e  nie  inerte   liyperpreometrisriie 
Reihe 


,(...„„.i)=.+''-^>^-^,. 


deren  Eigenschaften  hier  gleichzeitig  untersucht  werden  sollen,  wohei  ich  meine 
früheren  im  32.  und  34.  Bde  des  Cr  eile 'sehen  Journals  erschieneneu  Arbeiten 
zu  Grunde  lege,  und  die  Methode  heihehalte,  durch  welche  die  Resultate  ge- 
funden wurden.  Schon  wegen  der  grossen  Ausdehnung,  welche  einige  F«>rmeln 
hei  dieser  Bezeichnung  erhalten,  isl  es  zweckmässig  zu  setzen 

qo  =  a,       qt^  =  b,       qY  =  r.       q^  =  x 

und  die  Reihe  in  der  Form 

+  (l-#(l-c)"'+  (l_,)(l_-,-')(l_c)(l-gc)  '  + 

ilurch  qp|a.  6,  c,  9»  x|  zu  bezeichnen,  so  dass  man  hat 

qp|o,  6,  c,  q.  x]  =  qp(qloga,  qlogfc,  qlogc,  q,  loga?), 

wenn  q  den  Modulus  in  einem  Logarithmensystem  mit  der  Grundzahl  q  und 
log  den  natürlichen  Logarithmus  bezeichnel.  Ferner  werden  im  Folgenden 
nicht  immer  sämmtliche  Elemente  a,  /},  y,  ^  oder  a,  b,  c,  x  und  g  zu  F 
oder  g)  hinzugesetzt;  wo  keine  Zweideutigkeit  dadurch  entsteht,  kann  man 
einige  von  ihnen  fortlassen. 

Die  Analogie  zwischen  den  beiden  hypergeometrischen  Reihen  tritt  am 
besten  hervor,  wenn  man  sich  für  q>  der  ersten  Form  bedient.  Für  ^  ^^  1 
gehen  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  q>  in  die  entsprechenden  Gliecler  def 
Reihe  F  über,  oder  vollständiger,  wenn  man  setzt 

9  =  1+    t-logs, 

SO  gehl  die  Reihe  qp(a,  /?.  y.  q,  $)  für  §  =  oc,  wodurch  zugleich  qf  =  1  winl. 
in  F(afß,y,q,z)  über.  Ein  wesentlicher  llnlerschi  ed,  der  im  Folgen- 
den mehrfach  hervortritt,  besteht  darin,  dass  ^  in  der  allgemeinen  Reihe  g) 
eine  ähnliche  Rolle  spielt,  wie  a,  ß,  y.  während  diese  Eigenschaft  bei  der 
Reihe  von  Gauss  verloren  geht.  Die  doppelte  Periodicität  der  elliptischen 
Functionen,  die  sich  vermittelst  solcher  Reihen  g>  darstellen  lassen,  beruht  auf 
ilem  erwähnten  Umstände. 

Wenn  es  sich  nicht  gerade  um  den  Grenzfall  handelt,  so  wird  immer 
r /^ (J  kleiner  als  1   genommen.    Dies  ist  keine  Reschränkung,  indem  man  linl 

(p(a.  (i,  y.  q,  i)  --  (jf>(^«.  ß* }'.       ,  y-\  '\'- a  —  ß —  $) 
oder,    wa<  dasselbe  isl 
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'  '  ^     '       ^±a     b     c     Q     ac    J 


ab 

q     qi 

l'nler  dieser  VoraussetziiD^;  convergiren  F(x)  und  (p(x),  sobald  ,#aT  an- 
gi*hliar  unter  1   Meilit,  divergiren  wenn  tyUx>  1. 

Endlich  sind  diese  Reihen  nur  und  immer,  wenn  a  oder  ß  eine  negative 
ganze  Zahl  ist. 

Eine  einfache  Rechnung  versöhn fft  die  bekannte  Gleichung 

(1)  ...     y.dF(a,/?.  y,x)  =  a/9.F(a  +  l./?  +  l,y+1,aj)dj-. 
Setzt  man,  im  Einklang  mit  der  übliciien  Bezeichnung 

<jp(a.  /?,  y,  q.  1+0  — y(«»  ß^  y»  ^»  ^  =  ^y(«'  /*•  ^  g.  $)• 
50  erhält  man  eine  der  obigen  ähnliche  (ileichung 

fj.d)...  (c-l)^9>(a,/9,y.7.f)  =  (l-ff)(l-~6>y(a+l,/9+l,y-l- !,?,§). 
.  ffarh  dieser  Festsetzung  bedeutet  J(f'{a,  6,  c.  q,  x)  die  Differenz 

g)(a,  b,  c,  q,  qx)  —  qp(a,  6,  c,  7,  a?). 

Ich  stelle  nun  einige  Reihen  von  (iauss  für  specielle  Wertbe  der  Elemenle 
mit  den  entsprechenden  der  Funclion  qi  zusammen: 

,(......,e=.+Vl^'^+<Ti^|^'^;V+-.. 

xF(l,  1,2.0?)  =  — log(l  — a?)  =  a:+— -  +  -—  -{ — 

-    —  flp(l,l,2,^,f)    =;^ -f- --+4-... 

1 — q^  ^  ^  ^        1 — q      1  —  qf'       1  —  q^  ' 

1  —  q^       -  «  T      /        ]  —  ^      f  —  ^3      ]  —  ^5 

Während  die  ersten  Formeln  sich  auf  die  binomische  Reihe  beziehen,  be- 
irefTen  die  letzten  logarithmische  Reihen.     Man  bemerkt,  dass  die  letzte  durch 

Vertauschung  von  x  mit  y^e'*^  oder  dem  ifachen  dieses  Werthes  in  eine  com- 
plexe  Zahl  übergeht,  deren  imaginäre  Thcile  resp.  sind 

ikK  .        IKx         ikK  ,  2Kx 

- — smam  ,       -^   -sineoam • 
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Von  Interesse  sind  die  Reilien.  in  welchen  die  Elemente  ilas  llnendliche 
enthalten,  wie  dies  bei  der  Exponenlialreihe  der  Fall  ist.  Setzt  man  g  gleich 
dem  reell  Unendlichen,  so  hat  mau 

Die  letzte  Reihe   giebt    für    ^' rr=  i  ,    odiM*   y     .  ^    lrigi»nometrisclie  Functionen 

7  ♦ 
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luinlich  resp. 

fiir  y=\  aber  die  Cylinclerfunctionen  (S.  83)  und  allgemein,  wenn  y  die 
llalffce  einer  ganzen  Zahl  ist,  die  im  111.  Theile  vorkommenden  Cylinderfunotioam 
liölierer  Ordnung. 

Bei  den  Reihen  ip  tritt  das  Unendliche  in  noeh  mannigfaltigerer  Art  auf. 
Man  hat.  der  ersten  Reihe  entsprechend 

wenn  der  Zähler  des  w*^"  Gliedes  ^  *  j^  winl.  Der  zweiten  von  den  Reihen 
F  entsprechen 


«ri  -0. — ».r.fl.  i+2o)  =  1  +  .■ .-.. 


ii-gm^gY) 


«'-'  4 


wo  das  «*•'  (ilitHJ  den  Zähler  ^"C"  -')a?"  Iial.     Ferner  geliörl  hierher 

V{-9'  *'<y•W•^-^  i+9)=  1  — 9^4- g*jr*-^y'a;«+-  . 
eine  Reihe  aiK<  der  man  die  Jacohi*sche  Function  O  bilden  kann. 

Reachtet  man,  dass  q^  =  — 1,  wenn  a  gleich  in(\  gesetzt  winl,  so  er- 
liält  man 

()r(i.  tfrq.  1  +  tfrq.  ^.  f^  =  1  -\-  |"v.^  +  rr  -» +  -' 

eine  Reihe,   die  nach  Jacohi's  Fnmlamenla  nov.!  theor.  f.  eil.  §39.  01.  25 
auf  .^am  fuhrt. 

hies  mag  genügen,  um  den  Charakter  der  Ausilriicke  zu  zeigen,  auf  welche 
nun  heim  rehergange  \*tn  den  Fuuclionen  F  zu  ip  kommt. 

11.     Differential-  und  Differenzen-rileichungen. 

(b)  Euler  hehandcU  in  den  Inslil.  calc.  integr.  Vol.  11.  Sect.  I.  Cap.  VIII. 
dx  Problema  122:  Formulam  generalem  aequationum  dinTereutio-diflerentialium. 
quas  commode  per  series  resolvere  licet,  exhihere  etc.  uml  gelangt  auf  *lie 
Gleichung 

r'(a-i-6r»)d'y  +  r(r-f  er")i/yrfr -!-(/'+ ^f>")yi/r*  =  0. 

Setzt  man  r"  =  N,  so  ninmit  diese  die  Form  an 

(alogiir  '     alt^'M  '       -       J?     ^ 

Wenp    ein  Integral    iÜikim   tihMchimi*    r^ich    in    eine  nach  Potenzen  von   ti 
4ufslei::ende  Reihr 
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entwickeln  lässl,  si)  wird  £,  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  ti,  durch 
die  Gleicliiing  hestininit 

a„fi'+a,6  +  a,  =  0. 
Soll,  wie  hei  einer  hypergeouietrischeu  Reihe,   e  ui  Null  werden^    st»   mus!< 
iij  Null  sein.     Indem  man  noch  6„m  =  —  «o^  macht,  und  für  «„,  tt^,  6^, 
6,,  6,  Buciistahen  a,  ß,  y  einrührt,  geht  die  Diirerentialgleichung  in 

(2)  . . .     {\-xyVti^\y-V-(a^^x\d^dl-aßxt,dV  =  U 

ühiT,  wo  ^  =  log j;.    Integrirt  man  di(*se  nach  der  hekannten  Methode  durch 
Reihen,  die  nach  Potenzen  von  x  aufsteigt^'n,  so  (Thält  man  eine  Lösung 

y  =  F(ö.  /?,  y,  x). 
Die  von  Euler  im    122.  Prohleme   hehaudelte   Gleichung  gieht  also 
als  Lösung  eine  hypergeometrisclie  Reihe  sohald  a,  =  0. 

Dieser  Untersuchung  setzen  wir  eine  andere  an  die  Seite,  welche  sich  aul' 
die  DifTerenzengleichung 

(öo-M)^'y+(«i— ^«)^y+(«t— ^«*)y  =  o 

bezieht,  worin  die  Differenzen  nicht  nach  «,  sondern  nacli  log ti  geuonnnen 
werden,  wie  ohen  die  Differentiation  nicht  nach  x,  sondern  nach  logx  =  § 
ausgeführt  wurde.  Wenn  man  die  Grössen  |^, ,  y^,  etc.  bildet,  deren  Diffe- 
renzen die  z/  geben,  so  hat  man  also  logu  um  die  Coustaute  zu  vermehren, 
als«»  u  in  gu,  a^Uy  etc.  zu  verwandeln. 
Setzt  man  hier 

n 

und  denkt  sich  u  ausgedrückt  durch  11  =  9*^*  so  dass 

äu  =  — (1— -^)ti,         ^tt*'  =  —(1  -  q*)n\ 
Jy  =  — ^c,(l— 7«+«)m^+«,         J^y  =  .^CnO  —  ^^")"«*'^"' 
M>  wird  B  durch  die  Gleichung  bestimmt 

S4>ll  die  Reihe  für  y,  wie  im  Falle  der  Function  F,  mit  einer  Constanten,  der 
0irn  |>oteuz  von  u,  begiifncn,  also  b  gleich  Null  sein,  so  muss  auch  hier 
a.  Null  gesetzt  werden.  Für  u,  die  a  und  6  führe  man  eine  Veränder- 
lidie  X  und  Coustante  a,  ß,  y  ein;  dann  geht  die  Differenzenglei- 
cbung  in 

(2,  a)  .,.     {qy'-^'-'X(t^ß)J'y-'{\-qy-'-{q^-\-qß-^^^^'^)x\Jy 

über  oder,  nach  der  zweiten  Bezeichnungsari,  in 

(2,6)...  (c  —  abqx)J*y  +  \c—q-\-{a-\-b—1lah)qx\Jy 

—  (i-~aX^-'b)qxy  =  0. 
Eine  Lösung  dieser  Gleichungen  ist 

y  =  q>  I  a,  6,  c,  q,  x\, 

UI.     Die  verwandten  Reihen. 

(r)  Fuuctioues  contiguae   nennt  Gauss   diejenigen    Reihen   von    der 
Fiirm  F(flf,  ß,  y,  x),   in    welchen  die  Werthe  eines  der   drei  ersten  Elemente 


1»2  I-  Thtil.     Zweite*  Kapitel.  §  20,  16. 

vor*);  ich  entuehmo  sie  einer  Arbeit  des  Herrn  Bonnet**)  und 
erwähne  noch,  dass  derselbe  darauf  aufmerksam  macht,  dass  aus 

ihr  durch  Sturm's  Methode  die  Realität  der  Wurzeln  von  X*  =  0 
folge  (die  schon  im  §  7  bewiesen  ist).  Die  Bedingungen,  welche 
eine  leichte  Anwendung  dieser  Methode  gestatten,  sind  nämlich 

erflillt,  da  die  Function  X"  immer  vom  w**^"  Grade,  X°  eine  Constante 

ist,  und  ferner  nach  (16),  wenn  X"   verschwindet,   die   Nachbarn 

X"^^  und  X"~*  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

2)  Aus  der  Entwickelung  von  f(x)  ergiebt  sich  die 
von  f{x)  durch  eine  von  Herrn  Chris toffol  ***)  gefundene  Formel. 
Mit  Herrn  Bauer  f)  leitet  man  sie  leicht  ab,  wenn  man  erwägt, 
dass  A'*  nach  x  diifereutiirt  nur  die  w  — 1'",  «  —  3'**,  etc.  Potenz 
von  X  enthält,  man  also  setzen  kann 


Da  allgemein 


^-*»-  -»^'i     1  «,..»-3     I 

^-  =a„-iX       -i-an  jA       + 


2a,  =  (2M-l)/'.v"',fdx, 


dx 
-I 

WO  V  jede  der  Zahlen  w— 1,  w  — 3,  etc.  vorstellt,  und  nach  einer 
Integration  durch  Theile  erhalten  wird 

2«.  =  (2v-|-  l)(2^f\x^-^^  dx), 

das   letzte  Integral  aber    verschwindet  (weil  der  Grad   y  — 1  ge- 
ringer ist  als  /i),  so  entsteht  die  Gleichung 

"')  Mcthodiib  iiuv.i  iiitograliiini  valorcä  per  approx.  inveniendi  uu.  19. 
♦♦)  Liüiiville.  Journal  de  Math.  T.  XVll,  Thiwe  de  Mccanique  8.267.  Gauss 
hat  in  »einer  AMiandlung  nirj^end  er^^üllnt,  da^s  die  Functionen,  auf  welche  er  ge- 
führt wird,  die  KugeUunctioncn  (er»tcr  An),  jene  Laplace 'sehen  Functionen  ^ien. 
Sil'  treten  bei  ihm  überall  ab  Nenner  der  Nähcrnngäwerthe  eincä  Kettenbruchb  auf, 
und  er>t  Jacubi  macht  im  *J.  Bd.  de»  CrelleVchen  Journals  S.  2*26  auf  den  Zu- 
»ammenhang  aufmeik;>am.  In  der^elben  Arbeit  von  Gauss  kommen  auch  die 
Functionen,  welche  ich  Kugelfunctionen  zweiter  Art  nannte,  vor,  und  zwar  spielen 
^ie  eine  Holle  als  Reste  bei  dem  Kettenbruche  lür  log(.r-|-0  —  log(j: — 1):  als  paur- 
ticuläre  Lö>ungcn  der  DitVerentialgleich.  (S)  habe  ich  sie  in  meiner  Inauguraldisser- 
tation und  dann  im  26.  Bande  des  Crelle 'sehen  Journals  §2  neben  die  P  gestellt. 
**^*)  De  motu  pcrmanenti  electricitatis  in  corporibus  homogencis.  Disscrtatio 
inau^uralis.      Bcrolini.   1856.  p.  öo. 

t)  Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  66,  8.102 
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(16,  a)  ...     ^  =  (2»-  l)A"~'+(2n-r))X''"'+(2»-9)X""'+-.-, 

ax 

welche  mit  3.X'  oder  mit  l.X^  schliesst. 

3)  Aus  (16,  d)  folgt  uumittelbar 

(16,6)...     ^-^  =  (2„  +  l)r 

and  durch  Integration  echliesslich 

(16,  c)  ...    (2n  + 1) /"x" Ar  =  X" "' - X"+'. 

Man  kann  diesen  Gleichungen  noch  eine  Reihe  ähnlicher  hin- 
xuf&gen,  z.  B. 

dX"  dÄ'"+'    .....  dX"~' 


(16,  d)...    (2»  +  l)x -£^  =  n -^^— +  (n  + 1) 


dx  dx  ^     dx 

Ein  Beispiel  für  die  Art,  wie  diese  Formeln  zu  yerwerthen 
sind,  wenn  die  Function,  welche  in  eine  Reihe  von  Kugel- 
functionen  entwickelt  werden  soll,  durch  eine  Diffe- 
rentialgleichung definirt  ist,  liefert  die 

Dritte  Methode. 

Indem  ich  hier  im  wesentlichen  Herrn  Most  folge,  gebe  ich 
aus  seiner  Arbeit  nur  das,  was  hierher  gehört. 

Jede  lineare  Verbindung  von  cosmd  und  sinnig,  also  jeder 
Ausdruck  s  von  der  Form 

in  dem  a  und  b  irgend  welche  gegebeneu  Constanten  bezeichnen, 
wird  der  Gleichung  genttgen 

Diese  verwandelt  sich  durch  die  Substitution  cos  0  =  x  iu 

(1  —  x*)d*si  —  xd:idx  -{-  m*:i  dx^  =  0. 
Entwickelt  man  z  in  die  Reihe 

setzt  dieselbe  in  die  obige  Diflferentialgleichung  ein,  und  reducirt 
durch  die  Gleichung  (8),  nach  welcher 

,^        ^  d'X*'  dX^  dX^        .    I  i  w»' 

SO  entsteht 

ZCylxdX""  +  (m'-  v(y  +\))X''dx]  =  0. 
Durch  (16,  d)  und  (16,  h)  verwandelt  sich  das  Vorstehende  in 
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folglich  erhält  man  für  die  Coefficienten  c  die  Relation 

2v-{'b        m*  —  v* 

£8  bleibt  nur  noch  c^  und  Cj  zu  bestimmen,  aus  denen  durch  die 
vorhergehende  Formel  die  übrigen  Coefficienten  recurrirend  gefunden 
werden.    Da  nach  (9,  ä) 

(a  cos  mö  +  6  sin  tnO)  sin  0  dOj 

0 


^,  =  ?  /     (acosmd-|-bsinmd)cos0sinddd, 


so  erhält  man 


n 


cos    V      ^ 

2     /  WITT    ,   .    .    tnn\ 

HITT 


3  sin 


2     /     .    mn      ,         iwttX 
'         4  — m'   ^  2  2  >'' 

und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Reihe  fbr  z  wiedemm 
die  Gleich.  (15,  e)  und  (15,  f). 

Die  Anwendung  dieser  Methode  gestaltet  sich  ebenso 
einfach,  wenn  eine  Function  z  nach  Kugelfunctionen 
entwickelt  werden  soll,  welche  der  Differentialgleichung 
genügt 

(l~a;')rf'Ä  +  (a  \-bx)dzdx +czdx'' =^0, 
immer  noch  voi-ausgesetzt,  dass  die  Entwickelung  möglich  sei. 

§  21.  Ganz  ähnliche  Resultate  wie  die,  welche  wir  für  die 
Kugelfunction  der  eraten  Art  fanden,  ergeben  sich  auch  für  die 
Functionen  der  zweiten  Art  Q. 

1)  Reihen,  welche  nach  Potenzen  von  y  absteigen, 
entwickelt  man  nach  den  Q.  Differentiirt  man  die  Gleichung (11) 
nmal  nach  o?,  so  ergiebt  sich 

Setzt  man  a;  =  0,  so  wird  der  auf  der  rechten  Seite  befindliche 
Differentialquotient  von  X  Null,  so  oft  •'<n,  und  ebenso,  wenn 
n  -{-v  ungerade  ist.    In  den   anderen  Fällen  findet  man  ihn    ans 
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dem  mit  ^  multiplicirten  Gliede  von  X*'  in  der  Reihe,  welche  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  v  geordnet  ist,  im  §  4,  S.  12,  gleich 


Hierdarch  erhält  man 

(17)  ...   -l^=^-^^^^\(2n+l)Q'{i,)-(2nv4^^Q"\y) 

und  darauf  das  allgemeine,   der  Gleich.  (10,  b)  entsprechende  Re- 
sultat : 

Eine  Function 

XXX 

nach  Kugelfunctionen  zweiter  Art  entwickelt,  giebt 

Kx)  =  b,0\x)  +  b,  (?'(x)  +  6,(?"(a.)  f ... , 

wenn  gesetzt  wird 

,,.     .  .         1.3.5...(2«  +  1)  Z'  w(«-l) 

(l^a)...    *-  =  --Y.T'-n--H^"-2:(^ 

n(n^lXn~2Xn~3)  _     \ 

■^     2.4.(2n-l)(2n^H)      ""'      "/' 
Als  Beispiel  f&r  die  Anwendung  dieser  Formel  kann  das  im 
§17  gegebene,  die  Entwickelung  von  (y  —  x)-\  benutzt  werden, 
indem  man  x  mit  y  vertauscht  und  dann  c„  gleich  x^  setzt. 

2)  Fttr  die  0  hat  man  eine  Recursionsformel  die  (16)  ent- 
spricht   Aus  (11)  zieht  man 

-^  =  -S(2ti+i)^n^)(?"(y) 

y  —  ;p 

and  indem  man  (16)  anwendet 

Die  linke  Seite  ist 

=  -^-l  =  -l+»-S(2ii  +  l)P"(a^)(?"(y). 
y — * 

Vergleicht  man  diese  Reihe  mit  der  vorhergehenden,  ordnet  darauf 

nach  P^(x)^  und  setzt  die  Ausdrücke  gleich,  welche  mit  einer  Kugel- 

function  P"(a?)  von  demselben  Grade  multiplicirt  sind,  so  erhält  man 

(17,  b)...    (n-f  l)(?"+"(y)-(2n  +  l)j((?'*(»)  +  ii(?'-"(»)  =  0 
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Hieran  knüpfte  Herr  Carl  Neumann ,  der  während  Beiner  früheren 
Lehrthätigkeit  in  Halle  mich  bei  der  Ausarbeitung  des  Handbuchs 
auch  durch  viele  andere  schätzbare  Mittheilungen  unterstützte, 
folgende  einfache  Ableitung  einer  merkwürdigen,  von  Gauss  ge- 
fundenen Gleichung: 

üie  Formel  (16)  lehrt,  dass  P'^x)  recurrirend  aus  F  und  F*  ver- 
mittelst einer  linearen  Gleichung  von  der  Form 

I^(x)  =  AF(x)  +  BP'(x) 
gefunden  wird,  wo  A  und  B  gewisse  ganze  Functionen  von  x  be- 
zeichnen.   Vergleicht  man  (16)  mit  (17,  b),  so  ist  klar,   dass  man 
für  dasselbe  A  und  B  haben  müsse 

0»  =  4(?'(^)-}-fi(?V). 
Setzt  man  für  P'  und  Q'  ihre  Werthe 

F  =  xP^        0'  =  a?0'-l, 
so  wird 

P"(a:)  =  (Ax  +  B)F  =  Ax+B 

0\x)^(Ax+B)0'--A. 
Den  Werth  von  Q^  haben  wir  bereits  aus  der  Definition  (12)  gleich 
4log(a;  +  l)  — ^log(a;— 1)    gefunden.     Femer    ist   A   eine   ganze 
Function  von  a;,  oifenbar  vom  Grade  w  —  1.    Die  vorstehenden  Be- 
trachtungen haben  uns  also  den  Satz  verschafft:    Es  ist 

(17,  c)  . . .     QXx)  =  { P^Qc). log^  -  Z", 

wo  Z"  eine  ganzeFunctionw—l'*""  Grades  von  x  bezeichnet 
Die  Kugelfunction  zweiter  Art  enthält  also  keine  höhere  Transcen- 
dente  als  einen  Logarithmus. 

Die  Beziehung,  welche  in  (17,  c)  enthalten  ist,  und  die  noch 
mehrfach  auftreten  wird,  ist  jene  vorerwähnte,  die  bei  Ganss  in 
der  Schrift  Methodus  nova  integr.  val.  per  approx.  inven.  vorkommt. 

£ine  besonder  einfache  Gestalt  hat  Herr  Christof  fei  für  Z 
gegeben ;  er  findet  nämlich  (M.  vergl.  §  27) 

r  =  "^-r-'(^+^^  ■  ■"'(')+ ^^  '-'«+  •■■ . 

wenn  die  Reihe  bis  P"  oder  P'  fortgesetzt  wird. 
3)  Man  hat  offenbar  die  Gleichung 


dy  \y  —  x/        dx  ^y  —  a?-'' 
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aud  s^tKt  man  fttr  den  zu  diiferentiirenden  Ausdruck  die  ihm  p:leiobe 
Reibe,  die  folgende: 

- -^(2«+ l)P"(x)  ^|>^  =  2:C2«+  l)O-(y)  ^2"'  • 

Die  rechte  Seite  wird  nach  (16,  ä) 

Fa88t  man  die  Factoren  von  P"(x)  in  ein  Glied  zusammen,  so  wird 
schliesslich  erhalten 

(17,  d) . . .    -  -^^^^  =  Ci« +H)(>''^'(y)+C2»  +  -OO'^Xü) 

+  (2«-|-ll)0"^\.V)-l--- 
Man  kann  noch  die  beiden  Gleichungen  Iiinzufltgen 

(17,  e)  . . .     d«?""*  '(.V)  -  (?""'(»))  =  (2«  -i-  W(v)dy' 
(17.  n  . . .     (2f. +  l)f"Q\y)dy  =  (?""(.'/)-  Q'  X'j)- 

Anmerkung.  Nach  den  Q(jp)  lasst  sich  eine  Function  von  .r 
nur  auf  eine  Art  entwickeln.  Nach  den  allgemeinen  Prinzipien  hat 
man  dazu  nur  nachzuweisen,  dass  die  Reihe 

nur  dann  Null  fltr  alle  Werthe  x,  von  einem  gegebenen  x  an  bis 
X  =  oc  darstellen  kann,  wenn  alle  6  Null  sind.  Dies  ist  klar,  da 
die  Reihe  mit  a*,  x\  -r*,  etc.  nmltiplicirt  Null  sein  nmss,  wahrend 
x.QXx),  x\QXx),  r\QXx),  etc.  fllr  x  =  x:  endlich  und  von  Null 
verschieden  bleiben. 


Znsat^  zum  zweiten  Kapitel. 

Die  hypergeometrischon  Reihen.    (M.  vergl  S.  79.) 

I.    Die  Einführung, 
(a)  Unler  «Ion  linearen  nifferentialglcicliungen  zweiter  Ordnung 

in  welchen  t^,  ;f,  d-  gesehene  ganze  Functionen  von  x  hezeiclinen,  spielen  die- 
jenigen eine  bedeutende  Rolle,  in  welchen  xp  einen  höheren  llrad  hesitzl  als 
X^  X  alj*  v^«  ^i«  ganze  Classe  derer,  in  welchen  i//  n<»cli  ausserdem  vom 
zweiten  (irade  isl ,    lässl  sich  durch  die  Rt-ihe  inlegriren,    welche  seil  <iauss 

llrifir.  Tbi'orie  dor  Kiiteflfuiirtioiicn.     'J.  Auil.  4 
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tue  liyper{?e<)nielrisclie  lioissl.     Nach  (l(*r  Rezeicimung  von  (iiniss  ist  sie 

Die  Grössen  a*  ß*  y,  x  lieissen  die  Elemente. 

Neben   iliese  stelle  ich    die   verallpremeinerte   liyperf^eoniolrisrlie 

deren  Eigenscliaften  hier  gleiclizcitig  untersucht  werden  sollen»  wohci  ich  meine 
früheren  im  32.  und  34.  Bde  des  Crel le 'sehen  Joumnls  erschienenen  Arheilen 
zu  (inmde  lege,  und  die  Methode  beihehalte.  durch  welche  die  Resultate  ge- 
funden wurden.  Schon  wegen  der  grossen  Ausdehnung,  welche  einig«'  Formeln 
hei  dieser  Bezeichnung  erhalten,  ist  es  zweckmässig  zu  setzen 

g«  =  a,       qi^  =  6,       qy  =  c,       q^  =  x 

und  die  Reihe  in  der  Form 

(J^^)(i-  b)         (1-a)(l-  qa)(i-b)H-qb) 
'+(,_,^)f,_c)*+  (l_,)(,_:,-.)(,_c)(l_,r)  *+••• 

lurcli  (p\a,  b,  c,  q,  x]  zu  bezeichnen,  so  dass  man  hat 

g)[a,  6,  c,  q.  x\  =  qp(qloga,  qlogi,  qlogc,  q,  loga?), 

wenn  q  den  Modulus  in  einem  Logarithmensystem  mit  der  Grundzahl  q  und 
log  den  natürlichen  Logarithmus  bezeichnet.  Femer  werden  im  Folgenden 
nicht  immer  sämmtliche  Elemente  er,  /9,  y,  |  oder  a,  b,  c,  x  und  q  zu  F 
oder  (f  hinzugesetzt;  wo  keine  Zweideutigkeit  dadurch  entsteht,  kann  man- 
einige  von  ihnen  fortlassen. 

IHe  Analogie  zwischen  den  beiden  hypergeomelrischen  Reihen  tritt  am 
besten  hervor,  wenn  man  sich  für  (p  der  ersten  Form  luMÜent.  Für  ^  =  1 
gehen  die  Coefücienlen  der  Potenzen  von  q^  in  die  entsprechenden  Glieiler  def 
Reihe  F  über,  oder  vollständiger,  wenn  man  setzt 

7  =  1+-^  log:^, 

so  geht  die  Reihe  q>{a,  ß,  y,  q,  |)  für  §  =  (X?.  wodurch  zugleich  9=1  wird, 
in  F{a,ß,y,q,z)  über.  Ein  wesentlicher  Unterschied,  der  im  Folgen- 
den mehrfach  hervortritt,  besteht  darin,  dass  $  in  der  allgemeinen  Reihe  q* 
eine  ähnliche  Rolle  spielt,  wie  Of,  ß,  y,  während  diese  Eigenschaft  bei  der 
Reihe  von  Gauss  verloren  geht.  Die  doppelle  Periodicität  der  elliptischen 
Functitmen,  die  sich  vermittelst  solcher  Reihen  (p  darstellen  lassen,  beruht  auf 
dem  erwähnten  ('mstande. 

Wenn  es  sich  nicht  gerade  um  den  tirenzfall  handelt,  s(»  wird  immer 
r  f/ q  kleiner  als  1   genommen.    Dies  ist  keine  Beschränkung,  indem  man  hat 

(7>(ff.  li.  r.  ö.  5)  ■  -  (/>(  ff.  ß,  j'.       .  V  -|  \  —  a—  fi  —  S) 
•    -  \  q  '  . 

oder,   was  dasselbe  ist 
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r     I.  1  r  1      1      1      1      afc    1 

''  ^'       ^La     b     c     q     qc    J 

l'nler  dieser  Voraussetzung  convergiren  F(x)  und  (p(x),  sobald  f//^a:  an- 
geliliar  unler  1  hieilil,  divergircn  wenn  tyf(x>  1. 

Endlich  sind  diese  Reihen  nur  und  immer,  wenn  a  oder  ß  eine  negative 
ganze  Zahl  ist. 

Eine  einfache  Rechnung  verschafft  die  bekannte  Gleichung 

(1)  ...     y.dF(a,/J,y,ic)  =  a/?.F(a  +  l./?  +  ^y  +  ^^)^J-- 
Setzt  man.  im  Einklang  mit  der  üblichen  Bezeichnung 

g)(of.  /?,  y.  q.  ?+l)  — yCof»  ß^  y»  9»  ö  =  Jq>{u.  ß.  y.  q.  $). 
so   erhält  man  eine  der  obigen  ähnliche  Gleichung 

Narh  dieser  FesUetzung  bedeutet  ^q>{a.  6,  c,  ^.  x)  die  Differenz 

y(a,  6.  r,  7,  qx)  —  qp(a,  6.  c,  q,  x). 

Ich  stelle  nun  einige  Reihen  von  Gauss  für  specielle  Werthe  der  Elemente 
mit  den  entsprechenden  der  Function  q)  zusammen: 

x^       a?' 
xF(U.2,a;)  =  — Iog(l  — a?)  =  x4--^+  -^  H 

Während  die  ersten  Formeln  sich  auf  die  binomische  Reihe  beziehen,  be- 
treffen die  letzten  logarithmische  Reihen.     Man  bemerkt,  dass  die  letzte  durch 

Vertauschung  von  x  mit  ]qe'^  oder  dem  t  fachen  dieses  Werthes  in  eine  com- 
plexe  Zaiü  übergeht,  deren  imaginäre  Thcile  resp.  sind 

ikK  .        2Kx         ikK  .  '2Kx 

— -sinam ,       -^ — smcoam • 

Von  Interesse  sind  die  Reihen,  in  welchen  die  Elemente  das  (Inendliche 
enthalten,  wie  dies  bei  der  Exponentialreihe  der  Fall  ist.  Setzt  man  g  gleich 
dem  reell  rnendlichen,  so  hat  man 


X  X* 


Die  letzte  Reihe    giebl   für    y  ^=  ^,    o<ler   y    -.  ^    trigonometrische  f^unctionen 


« 
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nämlich  resp. 

cos(2t|/aj),       -27^^'       («  =  1^—0' 

fiir  ^  =  1  aber  die  Cylindcrfunctionen  (S.  83)  und  allgemein,  wemi  y  die 
Hälfte  einer  ganzen  Zahl  ist,  die  im  111.  Theile  vorkommenden  Cylinderfunctioneu 
hölierer  Ordnung. 

Bei  den  Reihen  g)  tritt  das  Unendliche  in  noch  mannigfaltigerer  Art  auf. 
Man  hal,  der  ersten  Reihe  entsprechend 

X  QX* 

wenn  der  Zähler  des  ti*'"  Gliedes  q  -  x^  wird.  Der  zweiten  von  den  Reihen 
F  entsprechen 


<r(-9--9^M>^+'i9)  =  «  +  (,-,)(, -_-^; 


X 

WO  das  n'**  Glied  den  Zähler  ^"C"  -Oa?"  hal.     Fenier  gehört  hierher 

vi"  9*  1»<7.  77'^+  i+9)=  1  — (yV+gV-^V+  ... 
eine  Reihe  ans  der  man  die  Ja co hinsehe  Function  @  bilden  kann. 

Beachtet  man,  dass  q"  =  — 1.  wenn  er  gleich  inC{  gesetzt  w-ird,  so  er- 
hält man 

'-TV        '  "T  9 

eine  Reihe,   die  nach  Jacohi's  Fiindamenta  nova  theor.  f.  eil.  §  39,  Gl.  25 
auf  ^am  führt. 

Dies  mag  genügen,  um  den  Charakter  der  Ausdrücke  zu  zeigen,  auf  welche 
man  beim  Tebergange  vtm  den  Functionen  F  zu  g)  kommt. 

II.     Differenlia  I-  und  Differenzen-Gleichungen. 

(6)  Euler  behaudell  in  den  Inslil.  c^ilc.  inlegr.  Vol.  II.  Sect.  I.  Cap.  VIII. 
doK  Problema  122:  Formulam  gencralem  nequationum  difTerentio-diflerentialium. 
quas  commode  per  series  resolvere  licet,  exhibere  etc.  und  gelangt  auf  die 
Gleichung 

f?'(fl-}-6i7")rf'y +  r(c+  6r«)</ydr+(/"+^tJ")y</r'  =  0. 

Setzt  man  o"  =  i«,  so  nimmt  diese  die  Form  an 

(rflog?*)  '        '     alogfi  -        ^     '' 

Wenp    ein  Integral    dieser  Gleiclnui^   sich    in    «Mnt*  nach  Potenzen  von  u 
aufsteigende  Reihe 
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eul wickeln  lässt,  so  wird  e,  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  u^  durch 
die  Gleicliung  beslinnnt 

ay+a,€  +  a,  =  0. 
Soll,  wie  IxM  einer  hvpergeo metrischen  Reihe,    €  zu  Null  werden,    so   muss 
a.j   Null  sein.     Indem  man  noch  6„w  =  —flo^  macht,  und  flirrt^,  a,,  6^, 
fr,,  6^  Buclistaben  er,  ß,  y  einführt,  geht  die  Diirercntialgleichung  in 

(2)  . . .     (1  -a:)rf'y  +  |y-l-(«  \^x\dydl-  aßxydV  =  0 
Über,  wo  §  =  log jr.    Integrirt  man  di<*s(;  nach  der  bekannten  Methode  durch 
Reihen,  die  nach  Potenzen  von  x  aufsteigen,  so  (*rliält  man  eine  Lösung 

y  =  F(a,  /?.  y,  x). 
nie  von  Euler  im   122.  Probleme  behandelte   Gleichung  giebt  also 
als  Lösung  eine  hypergeometrische  Reihe  sobald  a^  =0. 

Dieser  Untersuchung  setzen  wir  eine  andere  an  die  Seite,  welche  sich  auf 
die  ÜifTercnzengleichung 

beziidit,  worin  die  DiiTcrenzen  nicht  nach  u,  sondern  nacli  logti  genommen 
werden,  wie  oben  die  Differentiation  nicht  nach  x,  sondeni  nach  h»gx  =  § 
ausgeführt  wurde.  Wenn  man  die  Grössen  y^,  y^,  etc.  bildet,  deren  Dilfe- 
rcuzen  die  J  geben,  so  hat  man  also  logu  um  die  Constunte  zu  vermehren, 
also  u  in  qu^  q*u,  etc.  zu  verwandeln. 
Setzt  man  hier 

n 

uud  denkt  sich  u  ausgedrückt  durch  u  =  f*',  so  dass 

Ju  =  — (1-— g)M,      Jii"  =  —(1  -  gOw^ 

Jy  ==  —  ^c«(l— ^+*)ii*+»,         J'y  =  Jcn(l  — g'^'^ya'^", 
so  wird  B  durch  die  Gleichung  bestimmt 

S4I  die  Rcilie  für  y,  wie  im  Falle  der  Function  F,  mit  einer  Constanten,  der 
0irn  |>QieQ2  von  u,  bcgiilUcn ,  also  e  gleich  Null  sein,  so  muss  auch  hier 
a,j  Null  gesetzt  werden.  Für  u,  die  a  und  b  führe  man  eine  Veränder- 
lidie  X  und  Gonstante  a,  ß,  y  ein;  dann  geht  die  Differenzenglei- 
cliuug  in 

(2.  a)  . ,  .     (gy-*  -  xg«+/*)^/>-  [1  -  gy  ->  -  (qf«  +  g/^-  2^"+/*)xJ^/y 

über  oder,  nach  der  zweiten  Bezeichnungsart,  in 

(2.6)  ...  {c—abqx)J^yWc—q^{a-^b—1iä>)qx\Jy 

—  {y—  d){\  —  b)qxy  =  0. 
Eine  Lösung  dieser  Gleichungen  ist 

y  =  9 1  a,  6,  c,  g,  x\, 

111.     Die  verwandten  Reihen. 

(r)  Functioues  contiguae   nennt  Gauss   diejenigen    Reihen    vtm    der 
Form  F(a,  /i,  y,  x),   in    welchen  die  VVerthe  eines  der   drei  ersten  Elemente 
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um  eiiio  Einholt  verschiodeii»  die  Wcrlh«;  d<*r  drei  iilirig<!ii  Inugofreii  ^\viv\\  sind. 
In  seiner  Anzeige  der  Disquis.  jjjeuer.  c.  ser.  inf.  etc.  (Iiötl.  gel.  Anz.  Febr.  10) 
sagl  (iauss  (Werke,  Bd.  lO,  S.  199):  ^Ini  Deutschen  könulo  man  sie  etwa 
verwandte  Reihen  nemien**;  ich  habe  mir  deshalb  erlaubt,  mich  dieser  Be- 
zeichnung neben  der  lateinischen  zu  bedienen.  Zwischen  der  Function  selbst 
F  und  irgend  zwei  verwandten  F,  und  F,  besteht  je  eine  homogene  lineare 
Gleichung 

aF+a,F,  +  a,F,  =  0, 

worin  die  a  ganze  Functionen  von  x  höchstens  vom  ersten  Grade  vorstellen, 

6.5 
so  dass  im  ganzen     —   =15  von  derartigen  Gleichungen  vorhanden  sind,  die 

Gauss  augt^ebeu  hat.  Sie  sind  von  ruudamenlaler  Bedeutung  und  gestalten 
u.  a.  jede  Function  '^  =  F{a-}- »i,  ß -\'n,  y-{-p,  x),  wenn  tn,  «,  p  ganze 
Zahlen  sind»  linear  durch  F  und  eine  verwandte  F,  vermittelst  einer  Gleichung 

darzustellen,  wemi  A  unti  A^  ratitmale  Functionen  von  x  sind,  die  sich,  wie 
aus  der  Existenz  solcher  recurrirenden  Gleichungen  von  selbst  folgt,  auf  die 
Zähler  und  Nenner  gewisser  Ketteubrüche  beziehen.  (31.  vergl.  das  fünfle 
Kapitel  und  den  Zusatz  A  zu  demselben.) 

Man  leitet  die  von  Gauss  aufgestellten  Gleichungen  ab,  wenn  man  von 
den  drei  Gleichungen 

^^^  ■■■   dlolx  =<*'(«^-  l)-F)=/?(f(/JH-l  )-f)=(y-  lXf(y-  O-F) 

ausgeht.  Zur  Abkürzung  liezeiHme  ich  hier,  gemäss  der  Festsetzung  auf  S.  98. 
eine  hypergeometrische  Reihe,  welche  sich  von  F{a,  ß,  y*  x)  um  ein  oder 
einige  Elemente  unterscheidet,  so,  dass  ich  nur  die  verschiedenen  Elemente  dem 
Buchslaben  F  hinzurüge,  also  z.B.  F{y — 1)  statt  F{a.ß,y — l,,r)  setze. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  entsteht  durch  eine  neue  DiHerenlialion  das 
System  (3,  ä): 

/*l(/Sf+ 1 )  F(|«  +  2)  -  (2/J-l- 1)F(/*  + 1) +  /JFC»)J 
=  (y-l)l(y-2)F(y-2)-(2y-3)F(y-l)+(y-OF(y)l. 

Aus  (3)  erliält  man,  wenn  man  das  vermittelnde  Glied  dF  fortlässt,  als 
die  ersten  drei  Gleichunf^en  zwischen  verwandten  Functionen  das 
folgende  System  \ä] 

(ß—a)F  +  aF{a+1)-ßF{ß+\)  =  0 
(y  — a— l)F-l-aF(a  +  lj  — (;'  — l)F(y-l)  =  0 
(y^ß-\)F+ßF(ß  +  i)-{y^\)F(y-i)  =  0, 

Setzt  uian  den  AiLsdruck  für  dF  und  d^F  aus  (3)  und  (3,  a)  in  die  Dilfe- 
rentialgi.  (2)  ein,  so  erhält  man,  je  nachdem  man  zugleich  die  ersten  Glieder 
von  (3j  und  (3,  a)  oder  zugleich  ihre  zweiten  oder  zugleich  ihre  dritten  an- 
wendet zum  zweiten  Male  drei  Gleichungen,  das  System  |6] 
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(It-  a)x+2a  —  y\F—a{i  -x)F(a-\-i)  —  (y—a)F(a-l) 
(a-fi)x+2li-y  F  =  (i{l--x)F(tii-\)-(y—ß)h-(ß-i) 
y\(2y-a-ß-i)x  +  i-y  F=iy-a)(y-ß)xF{y+l) 

-y{y~i)(l-x)F(y-l). 

Wie  übrigen  ueun  (ilciehuuf.'en  tindet  man  unmiltelhar  durch  Elimination  aus 
diesen  sechs. 

Jede   von   ihnen   gieht    eine  lineare   Differenzengieichung   zweiler 

Onlnung,  enUve<ler  eine  vollständige  oder  eine  |)arlielle,  indem  wir  diesen  Ans- 

«Iriick    analog   dem    hei    den    Diirerentialgleichungen    angewandten    gehrauchen. 

Wir  setzen,  wenn  »/;  (a,  ß,  etc.)  irgend  eine  Function  von  of,  ß,  etc.  hezeichnet, 

lfß(a  +  1,  /?,  etc.)  — i/;(a,  ß,  elc.)  =  Jtp,         JJtp  =  j/'i/;, 

es  miigen  a  untl  ß  gleich  otler  verschieden  sein.  Zur  Bequemlichkeit  für  den 
Hruck  werden  wir  zuweilen  die  unahhäugige  Veränderliche  nehen  die  tileichuug 
statt  unter  die  J  stellen,  wohei  wir  diese  Veränderliche  in  Parenthesen  {| 
einschliessen.  Die  erste  (ileichung  {a\  würde  also  eine  partielle  Diflerenzen- 
glcichung  erster  Ordnung 

ctJF-ßJF=i{) 

gehen,  während  |6|  vollständige  zweiler  Ordnung  liefert.  Der  hau|itsachliche 
Tlieil  dieser  Resultate  lässt  sich  folgender maassen  zusauunenfassen  : 

Die  Function  F(a,ßjy,x)  genügt  in  Bezug  auf  x  der  Diffe- 
rentialgleichung (2),  in  Bezug  auf  a,  ß,  y  vollständigen  Differenzen- 
ffleichungen  zweiter  Ordnung. 

Z.  B.  ist  die,  welche  sich  auf  die  unahhäugige  Veränderliche  a  heziehl 
0  =  {a  +  \)(i—x)J'F+(y-{ai-ß+i)x)JF—ßxF. 

(d)  Hine  Gleichartigkeil  hei  der  verallgemeinerten  Reihe  q)  in  Bezug  auf 
«Id»  Verhalten  aller  vier  Fllemenle  a,  6,  c,  x  erkennt  man  aus  dem  System 

(3.6)  ...     ^(p=-^(y--y(a  +  l))  =  -*~*(y-Y'(/^  +  1)) 


ludem  man  hier,  ähnlich  wie  hei  F  in  (3)  hinter  das  Functiimszeichen  g)  nur 
ilie  Elemente  setzt,  welche  sich  \on  a,  ß,  y,  q,  ^  unterscheiden. 

Tnter  den  verwandten  Functionen  von  q)  wird  man  nicht  wie  hei  F 
nur  die  H  verstehen,  bei  denen  eines  der  drei  ersien  Elemente  um  +1  zu- 
genommen hat,  S4mdern  auch  solche,  bei  denen  ^  um +1  wächst,  also  8. 
Indem  man  auch  hier  zwischen  q  und  je  zwei  verwandten  Functionen  Glei- 
chungen von  der  Form 

aq  +  a,q),+a,ff,  =0 

lindet,  existiren  von  solchen  Relationen  28.     Zunächst  erhält  man  statt  wie 
früher  3  jetzt  6  im  Systeme  [a\ 

(b-a)q)  =  b(i  —  a)q)(a\-\)+a{i-^b)q(ß-\'\) 

(c—aq)(p  =  c(\  —  a)q)(a-\-\)  +  a(q  —  c)q{y—\) 

(c—bq)q  =  c(\—b)q(ßi'\)  +  b(q~-c)q(y  —  i) 

q=    (\-^a)q(a  +  \)  +  aq(^-i\) 

q=    (\^b)q(ß  +  \)-\-bq(^-\-i) 

qq=    (q-  e)q(y^i)'X.cq(§  \  i). 
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Dil*  «i*sleu  lUvi  (iloicliiin^eii  vn'w.-iiidrlu  sich,  iiai'li  Mivisiun  diircli  1 — q,  für 
q  =rz  1  soforl  in  <lie  drei  dt^s  Syslenus  |  a  |  im  §  v,  während  die  lelzloji  drei 
ihre  analogcu  unler  den  früheren  15  uichl  besitzen. 

Cm  die  (ihrigen  Relationen  aufzusuchen  uiniml  man  von 

^<p=  -7"  (<r -«?(«+!))   {II 

«he  Diilerenz  nach   ^  und  erhält 
l'^'^  J'q,  =  {i-a)q((,-{\-2ai,-'rq)(p(a+t)\-(\  -aq)^a+2)'  tH- 

Setzt  mau  diesen  Werlh  in  (2,  a)  ein,  si>  entsteht  zunächst  eine  <ileichuug 
zwischen  qp,  (p(a-]'i),  q^ia-ri);  ein  ähnliches  Verfahren  schalft  noch  eine 
Gleichung  zwischen  g),  (f(ß-\-^),  (p(ß-{-'2)  und  eine  dritte  zwischen  (p,  qp(y-f-l). 
(f{y-\-i),  also  drei  Gleichungen,  welche  dem  Systeme  |6J  im  §  c  ent- 
sprechen, und  vollständige  nilFerenzeugleichungeu  mit  der  Veräuderiicheu  resp. 
Of,  ßt  y  sind,  zu  denen  (2.  a)  seihst  als  vierte  vollständige  mit  der  Veräuder- 
iicheu ^  gleichberechtigt  hinzutritt. 

Diese  drei  Gleichungen  bilden  folgendes  System  |6| 

|(l-f-7 — ö)c  — a(y  +  öJ?(a  — 6)|()p  =  (1  — a)(c—  tfA,c)y(a  +  l) 

|(1  +  qr  — 6)c— 6(y  +  6a?(6  — a)J<3P  =  (1  — 6)(c  — a6a^)()p(/9+l) 

(c-  1  )\c{q  —  c^-yx{ac-\'bc  —  ab  —  abq\\(p  =  (a — c)Kb  —  &sx(f{y ^  \^ 

—  (</  — c)(1  —  c)(c— a6x)y(y  — 1). 

Ich  füge  noch  die  fehlenden  9  Gleichungen  hinzu,  die  mit  den  drei 
ersten  und  den  drei  letzten  sämmtliche  Beziehungen  zwischen  g)  und  zwei 
solchen  verwandten  Functionen  liefern,  hei  denen  einer  der  BuchstalHin  a,  6,  r, 
aber  nicht  x  geändert  wird.     Diese  bilden  das  System  \c\ 

(abq'\-abc—acq — bc)^  =  b{a  —  i){c—abx)q){a-\-i  )-{-aq{b—c)(p{ß-~\), 
{c  —\  )[{\—a)c' — {b  —  c)xa^\q)  =  ax{a  —  c){b  —  c)q>{y-\'i) 

—  c(l  —  a){i  —  c)(c  —  abx)g)(a  +  \\ 
{abq+abc—bcq—ac)q)  =  a(b—i)(c—abx)g>(ß-\-i)^bq(a — c)y(a— 1), 
(a^b){cq  —  abx)q>  =  (c—b)aqq){ß  —  i)-\-{a — c)bqq)(a  —  i). 
(c — 1  ){cq  —  abx)q>  =  ax(6— c)<jp(y +1 )  —  cg(l  —  c)g)(a  — 1 ), 
\c^{q-  a)-\-a\c-'bq)x^q>=^(c—a)cqq>{a'-\)-\■a{q—c){c—abx^^(y—\\ 
(c  — 1)1(1— 6)c*'—(a  — Oarfe'ly  =  6j:(a --c)(6  -Oqpiy +  1) 

— c(l— 6)(l~c)(c— a6a:)g)(/?-fl). 

(c  — 1  )(cq — abx)(p  =  6a?(a—  c)g)(y +  1 ) — cq{i  —  c)q)[ß—  1), 

\c\q—b)-{-b'^{c—aq)x\(p={c~-b)cqq){ß~\)-\-b{q—c){C'-abx)q\y—\). 

Die  noch  übrigen  10  Gleichungen  erhält  mau  durch  tllimiuation  aus  den  bis- 
herigen 18,  und  aus  der  19.  (rleichung,  welche  entsteht,  wenn  man  die 
Ditterenzeugleich.  (2,  a)  in  eine  Gleichung  zwischen  qp,  q){qx),  q^{q*x)  ura- 
selzl,  woraus  diese   19'**  hervorgeht 

q{i'-x)g>  =  \c  +  q^(a+b)qx\q(^+\)'--(c--abqx)g>{§  +  2). 
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VdlKsiäudige  Ditteren^eugleichungen ,  tieiieu  (f  genügt,  sind,  ausser  der 
lileit'huiig  (2,  a),  noch  drei  andere«  die  liier  uiclil  von  Hedeulung  werden. 
Ich  setze  von  ihnen  diejenige  hierher,  welche  sich  auf  er  heziehl: 

0  =  {aq — i){C'-abqx)J'^y-\'  \aq{c — </)  +  c((/  — 1) 

+  aqx(b  —  2o6g  +  aq )\  Jy  +  6 Y'^(  \'—b)y, 

Oie  zweite  entsteht  hieraus  durch  Vertauschung  vun  er  mit  ß;  die  dritte, 
welche  sich  auf  die  unabhängige  Veränderliche  y  heziehl,  ist  zi«>iulich  cuniplicirl. 

JV.    Umformung  der  verallgemeinerten  Ueihen. 

(e)  Aus  (1,  a)  folgt,  wenn  ß  =^  y  =z  i  gesetzt  wird,  Tur  die  specielle 
Redie  (p  =  (p{a,  1,  1,  9*  $)  die  Gleicliuug 

{\  —  a)x(f(a  i-i)  =  (f  -  (jp(§  +  l). 

Verbindet  mau  hiermit  einen  Theil  des  Systems  (3,  a),  nämlich 

g>{^  +  i)  — ff  = (y-qplof  +  l)), 

Ml  giebt  die  Elimination  von  q){a-\-i) 

i  —  ax        w 

g):=— — —  ()P($-j-l). 
1  —  X 

IIa  ^  für  ^  =  3C  gleich  1  wird,  so  erhält  mau  durch  wiederholte  Auwentluug 
dieser  Formel,  vorausgesetzt  dass  ^  und  a  ■\- ^  positiv  sind,  tlie  bekannte 
G  leichung 

,.,  .44        t.        {^  —  ax)(i  —  aqx){i  —  aq^x),.. 

(4)...     g>ia,UUq,^)=       ,f-,,l,Sq:^,,_^^ 

Von  dieser  Formel  sind  zwei  s  p  ec  i  e  1 1  e  Fä  1 1  e  besonders  hervorzuheben ;  be- 
deutet g  wiederum  das  positiv  Unendliche,  so  erhält  man  aus  ihr 

1  r 

(i  —  x)(i  —  qx)(i  —  qx)..,  i  —  q 

x' 

"  1 —  —    •  —  ■  1  ... 

(4,6)...    ()p ( _ ^,  1 , 1 ,  ^,  ^^g )  =  (1  ^x){  1 — gx)  ( 1  -  g'j?) . . .  =  1  -    ~ 

^  qx' 


wenn  bei  der  zweiten  Reihe  der  Factor  vou  x"  im  Zähler  gleich  q     '•       ist. 
Hieraus  folgt  die  allgemeinere  Gleichung 

(4,  c)  ...     g){a,  1,  i,q,^)q){ß,  1.  l,g,  «  +  §)  =  (p{a  +  ß,  1,  1.  7,  f ). 
if)  Mit  Hülfe  von  (4)   ergiebl    sich  eine  Umformung  der  ursprünglichen 
Reihe,  welche  wiederum  deutlich  zeigt,  dass  das  letzte  Element  hier  nicht  die 
besondere  Rolle  spielt,    welche   ihm  bei  der  Gauss 'sehen  Reihe  vor  den  drei 
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ersten  ziikuinnil.  Zur  Abkiir/iiiig  lasse  mau  Inii  der  Bezeichnung  das  vierte 
Element,  </,  fort. 

Da  mau  nach  (4)  lial 

4   4    ^v       <^~  6c)(1  — 6c</)... 
s<»   wird 

Ordnet  man  die  rechte  Seile  nach  aufsteigenden  Potenzen,  nicht  vun  x  sondern 
von  /;,  so  verwandelt  sie  sich  in  * 

*— «  r. ,  '— c  •    ,  (1— c)(i— CO) ...  ,    -\ 

+ 

Die  Zusammenfassung  dor  in  jeder  einzelnen  Verticalreihc  stehenden  Glieder  giehl 

9,(0. 1 , 1 . 1)  +  [  ~  ^  bffia.  1 , 1  ,M-  0 + [-)  ~:}^^j-^~^i/>'vi'',  1.1.1+2)+.... 

Dies  entspricht  dem  Ausdruck  der  (Sauss  sehen  Reihe  durch  ein  bestimmtes  Integral. 
Indem  ich  schliesslich  (p(a.  1,  1,  f)  herausziehe  und  die  Gleich,  (i)  benutze, 
linde  ich  folgende  allgemeine  Formel: 

(5)  . .  .  (f(y,  U\.ß)  (Pia.  /i.ß  \-y.  S)  -"-  (f(a.  t,  1,  f)  (f{y.  |,  a-f  §,  ß). 
Abgesehen  von  dem  ersten  Factor  auf  jeder  Seite,  der  nach  (4)  ein  sehr  ein- 
faches Produkt  ist,  wird  also  eine  Ueilie  (jp  in  eine  andere  derselben  Art  tun- 
geformt,  bei  der  das  frühere  letzte  Element  ^  nur  im  zweiten  und  dritteu 
Element  vorkommt,  während  das  frühere  zweite  die  letzte  Stelle  einnimmt. 
Die  erwähnte  Uniformimg  in  Produkte  giebt 

(.5,  «)  . . .     9,(a, ß,  y,  I)  =  9,(y- ß,la  + 1.  ß).^l=^^^y 

{g)  Einige  Beispiele  für  die  Anwendung  dieser  Formeln  mögen  hier  folgen: 
Erstens  für  of  =:  1,  y  z=  ß-\-\   oder  a  =  q,  c  =  bq  erhält  man 

(.5.6)...   ^^.-+-^^^  +  ^.^,-^... 

i  b  6' 

eine,  (ileichung,  die  mau  si>fort  veriliciren  kann,  indem  man  links  nach  Potenzen 
von  6  entwickelt. 

Miütiplicirt  man  sie  mit  ^x,  verlauscht  q  mit  ^^,  b  mit  q,   cndlicli  x 

mit   qe'^  und  setzt  die  imaginären  Theile  auf  beiden  Seiten  gleich,  so  entstellt 
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^qV  +  q'l     ,     1 

<l.  i.  Jaoul)i*s  Formel  in  deu  Fmulameula  §  39,  S.  102. 
Zweitens  setze  man  in  (5,  a) 

a  =  —g,    ß  =  i.    y  ==  9^ 

ferner  für  q  mu\  $  resp.  q^  und  </-}■"<>      *     ^»*""  erhall   iiuni 

Drittens  setze  man  |  =  y — a  —  ß  und  Hndei 

(p(a.ß.y,q,y-a  —  ß)=^ 

^(y -  /5^.  y-« -  /J.  y-ß,  ß\n  (j_,Jz:;r-:4(r-V  -) ' 

In  der  Function.  q>  auf  der  Rechten  ist  das  ci'stc  Element  gleich  dem  dritten, 
so  dass  beide  zugleich  mit  1  vertauscht  werden  können;  benutzt  man  (4),  so 
entsteht,  unter  der  Voraussetzung,  dass  y  —  a — ß  positiv  sei,  die 
<j  Icichung 

durch  welche  ich  die  verallgeuieinerte  hypergeometriscbe  Reilio  vcrmillelsl  eiues 
unendlichen  Produktes  summire,  ein  Resultat,  welclies,  wie  im  nächsten  Ab- 
M'hnitt  weiter  ausgeführt  wird,  dem  von  (lauss  gefundenen  entspricht,  nach 
welchem  F(a,  /9,  y,  1)  bei  positivem  y—  a  —  ß  durch  ein  unendliches  Produkt 
5umniirt  werden  kann. 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  aus  der  fünften  Gleich,  im  System  \c\ 
lies  §d  ableiten,  indem  man  a-\-\   für  a  und  dann  ^=zy  —  a  —  ß  setzt. 

Dadurch  findet  man  für  dieses  | 

6(1  — c)(3P  =(6— c)qp(a  +  l,y  +  l). 

Beräcksiditigt  man,  dass  (pia-^-g,  ß,  y'\'g,  ^)  für  ^=oo  nichts  anderes  als 
rf  (/^,  1,  1,  g,  ^  ist,  dass  dieses  sich  nach  (4)  durch  ein  unendliches  Produkt 
jiiuHlrücken  lässt,  so  giebl  die  unendlich  oft  wiederholte  Anwendung  der  obigen 
Formel  die  Gleichung  (6). 

Bei  dem  Beweise  der  Convergenz  dieser  unendlichen  Produkte  zu  verweilen 
wünle  überflüssig  sein,  da  zu  einem  solchen  die  gewöhnlichen  Regeln  für  eine 
derartige  Untersuchung  ohne  irgend  eine  Schwierigkeil  angewandt  werden 
können. 

V.    Summa tion  der  hypergeometrischeu  Reihen  für  besondere 

VVerthc  des  letzten  Elements. 

(A)  Gauss  hat  in  der  Sedio  lertia  seiner  Abhandlung  ganz  allgemein  die 
Convergenz  einer  unendlichen  Reihe  von  Gliedern 
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iinU*rNU<'hi,  wclrlie  so  JK^silidtTcn  sind,  dass  das  Vorhälluiss  zweier  aufeiuauder- 
f«ilgouden  durch 

aus^ediii<'kl  wird,  wenn  A,  ^4,  a,  B^  b,  etc.  von  n  uualdiängige  Grösse»  he- 
/.ciclinen,  die  dorl  reell  gedacht  sind.  In  dem  Falle  der  hypergeuuietrisclieu 
Reihe  geht  das  Verhält niss  für  x  =  i    in 

9»^  1  ^  (w  +  a)(«  +  ^) 
üher,  so  dass 

während  C,  c,  etc.  Null  sind.  Gauss  zeigt  (ui.  vergl.  oheu  §  17,  S.  79  die 
Sätze,  welche  dort  speciell  fiir  die  hypergeo metrische  Reihe  angegeben  wurden): 

1 )  Von  einem  gewissen  Wcrtlie  von  n  an  liahen  sämmüielie  Glieder  g 
gleiche  Zeichen  und  nehmen  immerfort  zu  oder  immerfort  ah,  je  nachdem  die 
erste  der  Differenzen  A^a,  B  —  b,  C—c,  etc.,  die  nicht  verschwindel,  das 
positive  oder  negative  Zeichen  besitzt. 

2)  Ist  A  —  a  positiv,  so  wachsen  die  g  in's  Unendliche,  ist  A — a  ne- 
gativ, so  werden  sie  unendlich  klein. 

3)  Wenn  A—  a  -=  0,  si»  streben  sie  einer  endlichen  von  Null  verschie- 
denen Grenze  zu. 

f)  Die  Reihe  p, ,  </.j,  g^,  etc.  hat  eine  Summe  nur  und  immer,  wemi 
A  —  a-\-i  negativ  ist. 

5)  Ist  zwar  A—-a  negativ  aber  A  —  a-\-i  nicht  negativ,  so  con- 
vergirt  noch 

0— ^)(^,  +gt^+gs^'+"') 

für  X  =  1 ,  und  zwar  wird  es  zu  Null. 

6)  Man  kann  hinzufügen,  was  ich  bereits  im  §  17  unter  No.  7  bewiesen 
habe,  dass  im  5.  Falle  die  Reihe 

noch  cönvergirt,  wenn  c /^x  =  1  aber  x  nicht   -j-^    **l" 

Hieraus  folgt,  dass  F(a,  ß,  y,x)  immer  und  nur  wenn  y — a  —  ß  positiv 
ist  für  2;  =  1  cönvergirt ,  und  dass  die  Function  fiir  j;  =  1  die  Summe  der 
einzelnen  Glieder  zur  Summe  hat.  In  Bctrefl'  der  Reihe  q>  ist  aber  ohne  Hinzu- 
rügung  eines  irgendwie  eingehenden  Beweises  klar,  dass  fp(ßf  ßf  y*  g,  ^  für 
$=y  —  a — ß  cönvergirt  immer  und  nur  wenn  y  —  a — ß  positiv  ist. 

Den  Ausdruck  von  F(at  ß,y,\)  sell)st  findet  Gauss  aus  der  dritten 
Gleichung  des  Systems  \b\  im  §  c,  indem  er  dort  ;r  =  1  setzt,  woraus  sich 
fiir  ein  positives  y — a —- ß  ergiebt 

F(«.  ß,  y.  1,)  =    -y^y^^^Zf)    *"(«'  <*•  y  +!•  1  .)• 
Berücksichtigt  man,  dass  F(a,  ß,  oc,  1)  =  !>  so  erhält  man 

^     ^  ^    /   ?    >     ,=x  ".(y-a-/S  +  «Xy+«) 
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(t)  Indem  man  dio  Function 

(7)...     iI(*)  =  I^--(^.p7xM-.2)...(x+7ö"' 
einführt,    die  mit   r(;r-|'0   üitcreinstimml  so   lan^c  a:-|-l    reell  und  positiv 
Meiht ,    lässt  sich  das  Produkt  (H,  fl)  fiir  »  =  -x;  durch  Funeti«  nen  77  aiis- 
diücken.  und  Gauss  erhält  schliesslich  die  wichtige  Formel 

(8)  ...    F(o./f.y.l)_  yj^— ^-^jP^^-^-^-_j^. 

Ren  sehr  bekannten  Reweis  von  Gauss  für  die  Existenz  der  Grenzen  77 
übergehe  ich  der  Kürze  wegen  und  hemcrke,  dass  ich  auch  hei  den  ent- 
spreclienden  Sätzen,  die  für  <lie  Reihen  (f  gelten,  keinen  Reweis  gehen  werde, 
aller  dort  wegen  der  Einfachheit  desselben. 

Um  zu  einem  ähnlichen  Ausilnick  für  die  Summe  der  verallgemeinerten 
Reihe  zu  gelangen  setzen  wir 

(«) ...   o(7.D  =  (i-gi+')0-g*+')0-7'^')-  =  Ofv.»|. 

o«ler  kürzer,  wo  keine  Zweideutigkeit  entsteht«  i*esp.  0(f)  und  fi(f)  stall 
f>(9.f)  uwl  ß((/,ö. 

Die  Q,  entsprechen  völlig  den  77  und  man  hat  z.  R.  für  eine  ganze  Zahl  £ 

ß(?.D  =  0^7)0-9')-(l-<7''): 
ferner  fiCj.  0)  =  1   und  allgemein 

ßCv.D  =  0-</«)ß(«7.|-i). 

Ihe  Summaliousformel  (6)  geht  dann  üher  in 

0(y—a  —  \)0(y  —  ß-i) 
0(y-\)0(y-a-ß-\)' 

VI.    Die  Functionen  0  unil  ß. 

(Ji)  Die  folgende  Zusammenstellung  iler  Si  mit  den  77  lässt  die  bekannten 
Eigeaschaften  der  Euler'schen  Integrale  in  einem  neuen  Lichte  erscheinen: 

1 )  Die  77  sind  Restandtheiie  der  Sinus  oder  ('osinus  in  der  Art,  dass 

n(x)ii{  -  x)  =  . 

snixrr 

die  ß  sind  in  ähnlicher  Art  Restandtheiie  der  Jacohi*schen  Fuucli  onen 
e  o<ler  H. 

2)  Der  Satz  von  Legend re 

{'In)  ^"7I(iix)  =  ii"^'-+inx77(;r-^*  )77(a:-  '^)...77(jr-  -^^^  ) 

giehl  die  Function  77  des  n fachen  Arguments  ux  aus  denen  des  einfachen  x, 
und  liefert  daher  die  Multiplikation  für  die  trigononielrischen  Functionen.  Für 
die  ii{q,  S)  ^/ndel   mau  im  §  ni  zwei  enisprei'hendf»    Säl/e,    deren  Zusammen- 
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Stellung  einen  Ausdnick  für  0  (q,  n£)  und  damit  die  Mulliplikation  der  0  giebl. 
Aus  diesem  lliessen  die  Formeln  von  Jacoln  für  die  Multiplikation  der  Q. 

3)  Die  Diirerenlialquotienten  von  log  j'i  oder  logO  nach  dem  Argumente  | 
führen  auf  die  der  Gaussischen  Function  V  analogen.  Wie  aus  den  V  eine 
(lolangcnte»  so  wird  aus  jenen  Functionen  Jacohi*sZ  oder  sin  am  erzeugt. 
Die  Loganthmcn  der  0  seihst  gehen  einfache  Reihe,  durch  welche  sich  u.  a. 
1og@  ausdnicken  lässt.  so  dass  die  elliptischen  Integrale  dritter  (lat- 
lung  darauf  führen. 

Wir  erinnern  daran,  dass  Q,  0  und  auch  ihre  Reciproken  \  :  £2  und 
1:0  nach  den  drei  Gleichungen  (4)  einfache  Reihen  (p  sind,  z.  R.  die  ersten 
heiden 

0(q.  £)  =  (fi—9, 1.  1.  q^  f +  ^  +  1). 
(/)  Um  das  im  § /r  unter  1  Angegebene  weiter  auszuführen,  bemerken 
wir,    dass   man  nach  (9)  hat,    wenn  wir  die  Norm  einer  Zahl  mit  dem  vor- 
{j^eselzlen  </^  bezeichnen 

r^'0(q,  y  +  2qxi)  =  (1— 2^v+  icos2x+  q"!^+'^){i—2qf'+'C0s2r  +  y^M *). 

Man  hat  also  für  bekannte,  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  vor- 
kommende Tirössen  Ausdntcke  durch  0,  nämlich 

pnlsprprliftnd  der  Gloirli.  JI( —  ^)  =  /tt,  ferner 

(10,  a)...    eC^-'^)  =  0{q\  O).,f^0{q\  qari-  i). 

(10,  b)...    hC^^-)  =  '2smx*/qOiq\  0).J^O{q\  qxi). 

Auch  einige  weniger  bekannte  Ausdrücke  für  die  0  giebl  Gleicb.  (8.  a), 
nämlich  xunächsl 

Vd  +qxi.i-qxL  ^,  q\  i)  =  (i->g),/^-^i?V  !!*)-, 

q.(qxt,  —qxu  i,  q\  i)  =  J'    ^^r  _  ,  j     • 

Setzt   man  für  dir  rechten  Seilen  ihre  Werlhe  aus  den  drei  Gleichungen  (10), 
so  erhall   man 
„/2Ä>\  «/     ^2i?Ks\nx\-^     \—2qcos2x  +  q'      . 

(1 — 2^cos2j;-|-9i'')(1  —  2g'fos2a;4-^')    .,       I 
(t-q')(l-q'){i-q*](i—q>)     ~^  +"J' 

2.(1  —  «-(»s  2 x)  ( I  —  iq"  cos  2x  -\-q*)  , 


.(I  —  <os2x)(l  —  iq- ens-ix -\- q*)   ,  "j 

(I— 9)(1      V  M'  — <7')(1--V*)    '    •"■■]■ 


l)it>st>ii  Korinelii  k:iiiii  man  iiorli  ülinlicl»'  liiiiziirii;;pn. 
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(im)  Der  zweiu*  im  §  i5t  orwälinle  Punkt  helriin  die  VVrgleicIiung  Hins 
Satzes  von  Legendrr  mil  den  Sätzen  über  die  Multiplikation  der  @. 

Setzt    man    in    den  Ausdruck    1 — g»^^    für    $    die   VVerllie    f  = 


n 


•2  .       w— 1 


f  =       ,  ete.  f  =  -,  für  q  ferner  </"  und   multiplirirl  alle  di«se  Hinome 

n  '  n 

mit  einander,  so  entsteht 
Daher  wird 

imlem  die  linke  Seile  das  Produkt  aller  Facloren  1  —  g"t-K»   von    a  =  t    his 
of  =  ^x;,  d.  h.  0(q,  n^)  flieht. 

Die  zweite  l'ebertraj^ung  folf^M  aus  der  illeiehunj; 

(1— x»)  ==  {i—x)(\  —  Qx),.,{^—Q''~^^l 
wenn  g  eine  primitive  »*•'  Wur/el  der  Einheit  hezeichnel.     Daher  wird 

0{(f*.  I)  =  (1— 9"a;")(l  — 9^"iF«)(l  — g^"a:")... 
ilas  Protlukl  von  ft  Produkten,  von  denen  das  ei'stc  ist 

{\-^qx)(\  —  q'x).,.=^  0(7,  f). 
Man  erhält  dadurch 

0{q\  I)  =  0(9.  $)0(q,^+~27t(ii)...0{q,  f  4  "~^ -'inqi). 

Verbindet  man  diese  Formel  mit  der  oben  abgeleiteten,  so  entsteht  als  Glei- 
chung für  die  Multiplikation  der  0 

(II)...  o(9.«i)=  n  o(,.^-^+^"'''^•). 

Nach    10,  a  und  b   erhält    man   hieraus   die   bekannten  Formeln  von  Jacob  i 
für  @  und  H  des  n  lachen  Arguments. 

{n)  Vm  auch  in  der  dritten  Uiclitung  die  0   zu  untersuchen,    geht    man 
von   der  (ileichung  aus 

^ogO(q,  I)  ==  log(l  — 7J?)  +  log(l-  g'jT)+...; 

man  fiihrt  dann  eine  Function  O  ein.  indem  man  setzt 

(12)  .  . .     rflogß(7,  $)  =  -dlogO(7,  $)  =  logflCDIg,  ^)dl 

Dadurch  erhält  man 

(12.  a)  . . .      f/)(fl,  f)  =  _?^1    .f  -''%+    -*'%  4-.... 

pine  Formel,  welche  man  auch  nach  (5.  b)  mit 

(12.6) ...  (»(v-^^i^j^^'^^+i^^^Vi-,!':^,  F-- 

vertauschen  kann.     Es  sei  daran    erinnert,    dass  Gauss    die    (ranscendenlc 

d  log  77. 

Function  ,^    "    mil    ^:  hezeichnel   und   im  IM.  111.  S.  201    seiner   Werke 

sagl,  dass  sie  ^gleichfalls  eine  besondere  Denen nung   verdiente*'. 
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(«)...    l  0(q,a—qzi)+  ^  (P(<7,a+q5t)==  j'---cos5+ .-— ^cos23-}-... 


^Vcnn  man  liier  |  =  a+qzi  setzt,  so  erhall  man  durch  die  Verhindiing 
(Irr  heiden  ans  (12,6)  entstehenden  Formeln 

Man  henierkl,  dass  diese  Ausdrücke  fiir  specielie  Werüie  von  a  in  der  Theorie 
«ler  elliptischen  Functionen  eine  hedeutende  Rolle  spielen.  So  hat  man  fiir 
a  =  i,  wenn  man  q  mit  q*  vertausch»,  und  mil  Jacob i  setzt 

2K „/'2Kz\       .  Jgsin2s       g'sin45    ,    9'üin6;s  i 

die  Gleichung 

entsprechend  der  Formel  von  Gauss 

V( — s) — W(z — 1)  =  TTCotangsTT. 
Anmerk.  Bemerkenswerth  ist,  dass  Ausdrücke,  welche  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  auftreten,  häufijjj  auf  die  Sinusreihe  (ß),  nie  auf  die  Reihe 
(a)  führen,  die  einen  anderen  Charakter  zu  besitzen  S4'lieint.  Ein  Beispiel  ffielit 
die  Zahlentheorie.  Die  Sätze  über  die  Anzahl  iler  Darstellungen  einer  un- 
geraden Zahl  durch  die  Form  J-^+y*  oder  jt«-|- 2y*  drückt  man  nach  Di- 
richlel  dun-h  die  Gleichungen  aus 


wenn  über  alle  geraden  Zahlen  y  incl.  0  und  über  alle  positiven  ungeraden 
V  sununirt  wird.  Die  Reihen  auf  <len  rechten  Seiten  entstehen  aus  (ß)  fiir 
5  =  ,»7r  resp.  z  =  ^n  und  die  Transformation  der  Ausdmcke  auf  der  Rechten 
und  Linken  vei-schafTl  direkt  den  Beweis  ihrer  Gleichheit  (cf.  Grelle,  J.  f. 
Math.  Bd.  39,  S.  127).  Andei-s  verhält  es  sich  mit  der  Form  x* — 2y*  der 
positiven  Determinante  2.  für  welche  der  entsprechende  Satz  lautet 

VV—l  y 

wenn  links  für  x  alle  positiven  luigeraden,  für  y  alle  positiven  Zahlen  ge- 
setzt werden,  für  welche  3y  ^  2x.  Die  rechte  Seile  entsteht  aus  (a)  für 
z  =  \n.  Diese  Gleichung  direcl  zu  beweisen,  war  mir  bisher  unmöglich 
selbst  wenn  ich  die  Ungleichheit  liy  ±-  '2x  eliminirte,  indem  ich  sie  in  zwei 
ähnliche  Sätze  theilte,  von  denen  der  erste  sich  auf  die  Darstellung  von  Zahlen 
der  Form  8w-|-l,  der  andere  auf  die  Form  8fi-|-7  bezieht.    Der  erste  lautet 

Die  rechte  Seite  ist  augenscheinlieh  nicliü«  anders,  als  die  über  alle  positiven 
m  und  //  genonunene  Summe  von  Gliedern 

q(H„.  {  l)(H/.  f  1)  _..  ^(Hm  I  3)(Hn^  3) «(S.„  f  r,){HnA  fi)    1    «(8//,  »  7)(Hn  »  7)^ 


Hypergeometrische  Reihen.  113 

(p)  Die  Function  (D(|)  lässl  sich  auf  verschiedene  Art  durch  Produkte 
von  Reihen  darstellen,  die  nach  Potenzen  von  x  geordnet  sind,  so  z.  ß.,  nach 
der  Definition  (12),  von  der  Reihe,  in  welche  man  1  :  0(|)  nach  (4,  a)  im  §  e 
verwandeln  kann  und  der  Tür  dO(^) :  dx. 

Die  Functionen  logO  seihst,  aus  denen  die  0  durch  Differentiation  her- 
vorgehen, sind  offenbar  die  Bestandlheile  von  log@.  Man  liat  nach  der  De- 
finiUon  (9)  der  0 

-'ogO(g.D=  ^^  +  ^^-^-^^-+ 3^j3^+  ■■. 
und  hieraus  nach  (10,  a),  wenn  nach  n  von  1   his  oo  summirt  wird. 

Das  Integral  dritter  Gattung  in  Jacobi's  Bezeichnung  ist 

Anmerk.  Da  nach  (10,  a)  der  wesenlhche  Theil  der  Functionen  @  dem 
cossn  ebenso  wie  Z  dem  cotangSTT  entspricht,  so  würde  dem  Theile  d(» 
Integrales  dritter  Gattung,  welcher  logarithmisch  unendlich  wird,  der  Aus- 
druck logcos(z  —  a)n — log  cos  (2-1-0)71:  zu  vergleichen  sein.  Diesen  kann 
man  auch  auf  folgende  Art  in  ein  bestimmtes  Integral  umsetzen: 

Da  nach  Gleich.  79  bei  Gauss 

i,       ^^y       vy 

dieses  aber,    nach  der  Definition  von   ^,    gleich  ist  dem  Differentialquotienten 
nach  X  von 

log/I(— ^  -|-a:)  J7(—  i  — x)  =  logTT  — logcosaJTT, 
so  giebt  eine  Integration  nach  x  von  x  bis  z,  die  beide  unter  j  liegen, 

cosa?yy  ^  r'(y'  +  y-')-{y'' +  r')  dy 

vmzn      ./  logy  (l-y)l^y 

Sabslituirt  man  hier  logy  =  u,  so  erhält  man  das  Integral 

coszn        .  /"^cositta?  —  cosim»      du 


(a)  ...   log =  %  I 

cosxn       J  • 


smitu  u 

o  * 

weiches  den  geforderten  Ausdruck  giebt,  wenn  5  und  x  durch  z—a  imd  z-^-a 
ersetzt  werden. 

In  der  Formel  (er)  mussten  x  und  z  reell  genommen  werden,  während 
der  Logarithmus  auf  der  Rechten  noch  für  imaginäre  x  und  z  durch  ein  ähn- 
liches Integral  ausgedrückt  werden  kauu.  Eiue  allgemeine  Methode  derartige 
Formeln  zu  finden,  beruht  auf  der  Gleichung  von  Dirichlet 


'^f  f(ß)^^^^ß^ß=^^fi'^»^)' 


0 

die  besteht,  wenn  auf  beiden  Seiten  nach  n  von  0  bis  oc  summirt  und  für 
n  =r  0  die  Hälfte  genommen  wird.  Hieraus  folgt ,  dass  die  Summe  nach  n, 
ebenso  in  Bezug  auf  0  und  über  alle  geraden  n  genommen,  gleich  wird 

Hein*,  Theorie  der  Kugelf anctionen.    S.  Aufl.  3 
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Über  alle  ungeraden  n  genommen  gleich 
Dieses  wende  man  auf 

an,  wenn  a  und  b  positiv  reell  sind,  indem  man  setzt 

ß — bx ^ — ax 

A'^)  = . 

X 

wodurch  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  gerade 

nSf{2nn) 
wird,  so  dass  man  erhält 

für  n  =  0  die  Hälfte  genommen. 

Das  Integral  auf  der  Rechten  ist  gleich 


2     /*  ^  ,^  /*    cos6rr — cosox    , 

nJ    "^""^^U  /?'  +  x'        ^ 

I)  U  ^        ' 


und  nach  Umkehrung  der  Integrationsordnung 

/*         (cos  6a; — coscu;)    , 
e-^xi L  (ix, 
X 
0 

so  dass  die  Ausführung  der  Summation  gieht 

e«''— c"*^         /'*6**+c~**     cosfroj  —  cosoa;    , 
(Ä)  .  .  .     log—- -r- ^  I     — i—^ 1 Ax, 

Ein  drittes  hierher  gehörendes  Integral  findet  man  von 
ausgehend,  worin  gesetzt  wurde 


Ax)  = 


Nach  unserem  Satze  ist  die  rechte  Seite 


=  12/ 


ß 


cosfißdß. 


0 

die  Summe  über  alle  ungeraden  n  genommen.     Die  Zusammenstellung  giebt 

(f'^-\-e~^^  /'^  cosax — cosbx     dx 

(y)    •  •  •     *^&  ^nV--^  =  V  e*'— C^*  ^i~  * 

(p)  Das  Theorem  Tür  die  Multiplikation  von  (iP(D,  nämlich  den  Ausdru 
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von  0(q,  n^  durch  eine  Summe  von  Functionen  (p((/,  t),  in  welclien  die 
DifTerenz  ^—£  nur  eine  Summe  ganzer  Vielfachen  von  \:n  und  von  2nC{i:n 
ist.  ergiebt  sich  unmitlelbar  aus  der  Formel  (11)  durch  Nehmon  des  Loga- 
rilhmus  und  darauf  folgende  DifTcrentiation. 

Für  die  Functionen  W  gewinnt  Gauss,  im  §  33  in  den  zwei  Formeln 
(74)  und  (75)  seiner  Disquisitiones  gen.  circa  scr.  inf.  das  Resultat  ^Wi  ge- 
neraliler  pro  quo  vis  valore  rational  i  ipsius  z,  posilivo  seu  negativo  per 
V,  atque  logarithmos  determinari  posse,  quod  theorema  sane  maxime  est  mc- 
morabile^,  was  er  auch  in  der  schon  erwähnten  Anzeige  dieser  Schrift  S.  201 
hcnorheht.  Die  entsprechenden  Formeln  für  die  0  ühergche  ich  hier,  da  sie 
zwar  eine  äussere  Aehnlichkeit  mit  den  von  Gauss  erwähnten  besitzen,  aber 
keine  Reduction  auf  einfacliere  Functionen  geben. 

VII.    Die  Integration  einer  Differenzengleichung. 

(q)  Ein  Verfahren,  welches  Herr  Kummer  im  15.  Bd.  des  Grell  ersehen 
Journals  angewandt  hat  um  Beziehungen  zwischen  partikulären  Integralen  der 
biflerentialgleich.  (2)  flir  die  Gaussische  Reihe  zu  entdecken,  lässt  sich  auch 
auf  die  DilTerenzengleich.  (2,  a)  anwenden.  Durch  dasselbe  ergab  sich  u.  a. 
eine  Gleichung,  welche  der  wichtigen  Euler'schen  Transformafions- 
formel 

F{a.  ß,  y,  x)  =  (1  ^x)Y-"-ßF{y—  a,y  —  ß,  y.  x) 

entspricht,  nämlich 

(13)...  (p(a,ß,y.q,^)  =  q*(a-\'ß—'yAA.^)q){y--a,y—ß,y,q.^+a-\-ß—y), 
^  erste  Factor  auf  der  Rechten  ist  jene  einfache  Function  q>,  welche  nach 
(4)  ein  unendliches  Produkt  giebt,  und  nach  der  Zusammenstellung  auf  S.  99 
>Is  Uebertragung  der  binomischen  Reihe  zu  betrachten  war. 

Die  Resultate,  welche  sich  bei  dieser  Behandlung  im  34.  Bde.  des 
Crelle^schen  Journals  ergaben,  sind  später  von  Herrn  Thomae  nach  den 
^inzipien  abgeleitet  und  erweitert  worden,  nach  welchen  Riemann  die  Reihe 
von  Gauss  behandelt  hat.  Indem  ich  hier  bei  dem  ursprünglichen  Verfahreu 
bleibe,  verweise  ich  auf  die  Arbeiten  des  Herrn  Thomae  über  diesen  Gegen- 
^Ivid  im  70.  Bd.  von  Borchardt*s  Journal  und  im  4.  Bd.  2.  Serie  der  Annali 
<Ii  Natematica  pura  ed  applicata. 

(r)  Wir  behandeln  die  Diflerenzengleichung 

(2,fc)  ...     J'y  +  gJy  +  hy  =  0.     \^\ 
Worin  gesetzt  ist 

c-q+(a+b-2ab)qx  (i_a)(l-fr) 

c  —  abqx  c — abqx     ^ 

.ingenommen  wird,  dass  die  a,  ßf  y*  oder  a,  fr,  c  aligemein  bleiben,  d.  h. 
dass  keine  algebraische  Gleichung  zwischen  ihneu  bestehe,  oder  dass  wenigstens 
das  Bestehen  gewisser  Gleichungen  unter  ihnen  ausgeschlossen  sei. 

Wir  versuchen  das  Integral  y  in  ein  Produkt  y=zf),io  zu  zer- 
legen, in  welchem  t)  das  Integral  einer  DifTerenzengleicIiung  wird,  der 
(p{a',  ß't/f^t  §)  genügt,  wenn  a\  ß\  /,  (f  Constante  und  1'  eine  von  | 
abhängige  Veränderliche  bezeichnen.  Es  zeigt  sich,  dass  to  dadurch  als  Function 
von  I  und  ^  von  selbst  bestimmt  ist. 

Macht  man 

8* 
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ir,  "-  jr  -{-  ^'^.     w^  ~  «?,  -}■  ^iW?!» 
so  wird,  nach  welchem  Buchslahen  inau  auch  die  Differenzen  nimmt, 

J^y  =  w^  J^r  -f  2Jw^  Jr  +  vJ^w, 
Setzt  man  dies  in  (2,  b)  ein,  so  findet  man 
(ß)  ...     u^J^'r  -r  (2Jw^  +  git\ )  Je  -\-  (J^w  +  gJw  -\-  htc)  v  =  c 

Diese  Gleichung  wollen  wir  mit  einer  solchen  in  Uebereinstimmung 
welcher  eine   Function  v  =  q>  (a',  ß\  y\  q\  i!)  genügt.     Man   setze   ; 
fest,   wie  |'  von  |   abhängen  soll.     Hier   handeln   wir  ausschli 
über  die  Ergebnisse  der  einfachsten  Festsetzung  £'=:^>[- 
eine  .Constante  bezeichnet,   so   dass,  wenn  ^  um  eine  Einheit,  |'  um 
viel  zunimmt ;  daher  darf  in  der  Diflerenzengleichung  die  unabhängige  \ 
I  mit  §  vertauscht  werden  und  umgekehrt. 

Man  bringt  nun  (ß)  mit  der  Gleichung 

in  Uebereinstimmung,  wo 

^0}  ...    ff-  ^_ ^,f^,-^-^  .   n iTZ^fb^. 

Dies  geschieht,  indem  man  setzt 

W  ...     M'.(^'-2)  =  ir,(5r-2) 

sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  wird  auch 

(14)  ...       y  =  W(p(a\ß\y,q',^  +  t) 
ein  Integral  von  (2,  b)  sein. 

Dadurch,  dass  man  f  in  (3)  mit  ^ — 1   vertauscht   und    dann  tr 
minirt,  erhält  man 

(14,  a)  ...    q(\-xXc—abx)\(f+c'-(a'+b')x'\lq'+c'-(a'-\-i 

^(t(^- xO(c'-  a'b'x')lq  +  c—(a  +  b)x] \q-\-c~(a  f  b) 

Hieraus  folgt,  «lass  x^  als  Wurzel  einer  Gleichung  zweiten  Gratles  die  Fe 

wo  T]  und  xfß  ganze  Functionen  höchstens  des  zweiten,  ^  ^^  vierten 
sein  können.  Durch  Vertauschung  von  ^  mit  ^-{-i  gehen  ferner  x  um 
qx  und  q'x'  über,  so  dass 

tliqx)+  ^Kqx)    ^    .  Xf)Qt)  +  ^y^x) 

i](qx)  ri{x) 

folglich    auch  ^^  rational   ist   und   mit  xfj  zu   einer  Function  zweiten 
die  wieder  i//  lieisse,  zusammengezogen  werden  kann.     Man  hat  also 

xf  .rj^x)  =  \ff(x). 

Aus  der  Annahme  |'  =  |  -|-  f  folgt,  wenn  b  und  k  Constante  bezeichi 

X*  =  {q^'  =  hq^^  =  kxf,     q'  =  q^. 

Nach  dem  unmittelbar  Vorhergehenden  kann  e  nur  ganz  und  höchstens 
so  dass  als  einzig  mögliche  Fälle  übrig  bleiben 
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1)  x'  =  kx       iiikI  zugleich  q^  =  q 

2)  aa^  =  k:x      •,         .,       q'  =  i  ,  q 

i)     x^  =.  k:x^    ^  „        9'  =  1  :  q\ 

Das  Bestehen  der  Gleich.  (14,  a)  forden,  dass  die  niedrigslcu  uud  eiieuso 
die  höchsten  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seilen  gleiche  Facloreu  haben;  folg- 
lich ist 

qc  q'd      *  ab  ab       ' 

d.  i. 

(rf)  ...     q' :  &  =  q  :  c     oder     </' :  c'  =  c  :  9 

a'  :b'  =^  a:  b       „       a' :  b*  =^  b  :  a. 

Bringt  man  (14,  a)  in  die  Form 

(Ö)  .  . .     (1 — x)  (1  -  fix)  ( I  -  r'x')  ( l  -  9 V'x') 

=  (1  —  j:')(l  -  />'x')(l  —  rr)(l  -  9rx), 
wu  gesetzt  ist 

ab  ci-i-6        ,       a'6'        .        a'  +  6' 

c  q  +  c  &  9+c 

so  überzeugt  man  sich  davon,  dass  der  dritte  und  vierte  Fall  nicht 
eintreten  können,  indem  a,  ß,  y  unabhängig  sein  sollen.  Würde  man. 
Hm  den  Beweis  in  einem  von  den  beiden  Fällen,  wozu  wir  willkürlich  den 
drillen  wählen,  zu  Ende  zu  führen,  in  {6)  setzen  9' =  9*,  x' =  Äx*,  so 
halle  man 

(1  -  x)(l  -    />x)(l  -  Är'x*)(l  -  Arr'9*x0 

=(t  —  Äx')Cl  —  V^*)C1  --  rx){\  -  qrx\ 
I)'  die  linke  Seite  für  x  =  1  verschwindet,  so  muss  zugleich  die  rechte  Null 
vio,  also  auch  einer  der  beiden  Factoren  zweiten  Graden.  (Sollle  nämlich 
(J— r)(t — 9r)  =  0  sein,  so  wäre  r  oder  qr  gleich  1 ;  also  könnten  a,  /?,  y 
nicht  unabhängige  Grössen  bedeuten.)  Dieser  wäre  dann  1 — x*,  so  dass  ein 
^Klor,  also  ein  (luadratischer ,  der  linken  Seite  für  x  =  — i  verschwindet. 
Die  linke  Seite  wäre  also 

(\^x)(\—px)(\  —  x^)(\—q'^^,x% 

und  der  Factor  1  —  rx  auf  der  Rechten    müsste  mit  einem   der  Facloren   auf 
der  Linken  für  dasselbe  x  Null  sein  —    was  (wegen  der  Unabhängigkeit  von 
ö»  ^,  y)  unmöglich  ist.     Es  bleibt  nur  noch  der  erste  und  zweite  Fall  übrig. 
1)  Man  setzt  9'  =  9,  x'  =  /ex,  imd  hat 

(l-j-)(l— px)(1— /fr'x)(l— /49r'x)  =  (1— Äx)(l— A7/x)(l-~rx)(l  — 9rx). 

För  X  =  1  oder  px  =  1  können  auf  der  Rechten  nur  die  beiden  ersten 
Pacloren  verschwinden  und  es  ist  also 

entweder  «  =  i  und     p     =p\     d.  h.      —  =  ^ — — 

'^  c  c 

ab  ...  a'fe'         c 


oder  k  =^  p  =  —     „      kp'  r=  1, 


r  c'  ah 

^mhtuirt  man  hiermit  die  vier  verschiedenen  Fälle  uuler  (/j),  so  ergeben  sich 
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folgende  vier  Sysleme  von  Werllien  der  Elemente 

oder         a'              ß'  /     q'  ^' 

a              ß  7      9  ^ 

y^ct       y—ß  y      q  |+a+^— y 

^      a+1— y  ß-\-^—y  2— y  q  | 

1— a        \—ß  ^—yql^a.\ß—y. 


a! 

V 

c' 

9' 

or* 

a 

b 

c 

9 

X 

c 

c 

ab 

m 

c 

q 

X 

a 

b 

c 

9^ 

qb 

f 

q 

X 

c 

c 

c 

± 

n 

f 

q 

ab 

-      X 

a 

b 

c 

c 

2)  Eine  ganz  ähnliche  Untersuchung    verschallt   für   den  Fall  q'  =^  i  :  q, 
x'  =  k  :  X  noch  vier  andere  Systeme  von  Werthcn  der  Elemente 

c'       q'     x'     ode 
b        i         T 


o' 

V 

1 

c 

a 

aq      i 

b 

b 

aq       q        X 
b        1         c 


»♦ 


«f 


>) 


»» 


a!          ßf              /         <?' 

r 

o      a-\-\ — y  a+l — ß  — 

1 

\-ß     y^ß     a+\-ß  J 

l^-a^ß-y 

ß    /*+l-y  ß-\-\-a    y 

1 

1  —  a    y — o     ß-\-\ — a 

q 

|+o4-/»-y. 

q  c  aq  q  abx 

1  c  a  2_        1 

b  bq  bq  q  x 

a  a  a  i  c 

q  c  bq  q  abx 

Die  vier  Reihen  q)  von  diesen  Elementen  lassen  sich  nach  S.  98  in  solche 

verwandeln,  deren  viertes  Element  q  und  niclit    --  ist ;  in  der  Zusammcnslel- 

9 

lung  des  folgenden  Paragraphen   sind   sie   in   dieser  Form   angegeben.     Nichts 

desto  weniger  konnten  sie  niclit  unter  No.  1  stehen,  weil  wir  S.  116  fest- 
setzten, es  sollen  nur  solche  Transformationen  aufgesucht  werden,  bei  welchen 
§'  =  I  +  f,  nicht  solche,  bei  denen  ^'  =  — |  +  f • 

Blan  überzeugt  sich  leicht  davon,  dass  diese  Elemente  der  Bedingung  (14»  a) 
wirklich  genügen. 

Für  jede  dieser  Functionen  v  hat  man  schliesslich  <las  dazugehörige  w 
nach  (c)  aufzusuchen,  also  durch  die  Gleichung 

__  9'+^'— (a'-l  6')-^      c—abx 
q-^c — (a  +  6)x      & — a'b*x     ' 

die  man  wiederholt  anwendet,  so  dass  tc  durch  ein  Produkt  ausgedrückt  wird, 
welches  in  den  acht  Fällen,  —  den  Fall  wo  i»s  1  wird  eingeschlossen  — 
in  welchen  to  aufzusuchen  ist,  eine  einfache  Form  annimmt.  So  erhält  man 
z.  B.  in  dem  zweiten  Falle  von  No.  1,  in  dem 

a'     6'     c'     q'    X* 

gleich 

r        c  abx 


ab  c 


sind,  die  iileichung 
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c — abx 
c(l — x)       ^ 
also  indem  man  tr«  gleich  1  seUt,  das  unendliche  Produkt 

Wf^   ^^^Z  -         —     -  --  — — —     -     _» ■ 

(1 — x)(i — qic){\  —  q*j?)... 

welches  nach  (4)  gleich  q>(a-{-ß — y,  1,  l.q,  |)  wird. 

(f)  Auf  diese  Art  haben  wir  folgende  8  Lösungen  der  Differenzen- 
gleichung (2,  a)  gefunden,  die  sämmlilch  das  gleiche  vierte  Element  q 
haben,  welches  deslialb  bei  der  nachstehenden  Zusammenstellung  fortgelassen 
werden  durfte 

2)  x»-y<)p(a+l— y,/?+l— y,2— y,S) 

6)  x»-y^a+/?—y.  1.1,1) 9)(l—a,l—/?,2—y,|+a  +  /!^—y) 

7)  x'-(p(a+ß^rAA,y-^\—a—ß—^)(f(i—ß.y—ß.a\-i—ß.i-^) 

8)  x-ßq>{a+ß—yAA.y\-\—a—ß—l)(f(\—a,y—a,ß\\—aA—l). 

Da  das  erste  und  fünfte  Integral  sich  nach  aufsteigenden  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  entwickeln  lassen  imd  für  ;r  =  0  sich  in  1  verwandeln ,  so 
sind  sie  gleich,  und  liefern  die  oben  als  Verallgemeinerung  der 
Euler'schen  hervorgehobene  Gleichung  (13).  Durch  Anwendung  der- 
selben verwandeln  sich  die  ersten  vier  in  die  letzten.  Wir  liaben  also  die 
vier  verschiedenen  Lösungen  1  —  4  der  Differentialgleichung  (2,  a)  gefunden, 
welche  den  Forderungen  entsprechen  (y  =  r.tr,  §'  =  |  +  f). 

Zwischen  den  verscliiedenen  Lösungen  cxistiren  ähnliche  Beziehungen  wie 
«lie,  welche  man  bei  den  linearen  Differentialgleichungen  zweiler  Ordnung 
kennt  und  die  von  doppelter  Art  sind.  Die  eine  Art  giebt  lineare  homogene 
Gleidiungen  zwischen  drei  Lösungen,  die  andere  verbindet  zwei  Lösungen  mit 
ihren  DilTereutialquotienten,  hier  mit  ihren  Differenzen  J,  Nur  bei  der  lieber- 
Iragung  dieser  Art  von  Gleichungen  verweilen  wir,  indem  die  Formeln,  welche 
man  bei  der  andern  Art  gewinnt,  vorläufig  keine  Anwendung  finden,  und  die 
Uebcrtragung  der  betreffenden  von  Kummer  aufgestellten  Gleichungen  keine 
Schwierigkeit  hat. 

Sind  y  und  2  zwei  verschiedene  Lösungen  von  (2,  a),  so  wird 

zJ^y  -  yjh  +  g(:iJy  -  yJz)  =  0. 


Setzt  man 
so  wird 


:iJy  —  yj!i  =  X* 


zj^y  —  yj^z  =  Jx-^  ,fzJy  —  J^y  Jz, 
und  aus  dei  gegebenen  Differenzengleichung  Tür  y  und  z 

J'^zJkf  —  J'yJz  ■=  h(yjz-'  zJfj)  ~-    -  hy, 
^  datö  für  X  ^^^  Dillerenzengleichuug  erster  Ordnung  entsteht 


120  Zusatz  zum  zweiten  Kapitel. 

^X  =  (Ä  -  9)X' 

Setzt  mau  ^1x  =  X\~'X>  ^X\  =3f2"~3fi»  ®^^-  ^  ß*^**^  ^''^^ 

—     ^— ^ 
^'  ■"  ~c—ahqx^ 

und  die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel 

_     ,_.  (l  —  «/i»-N'?-/'x)(l  —  9^+'»-^/^-ya;)(l  —  9^^«  ».'*-'/ .t)... 

Nenut  man  die  aus  y  und  z  durch  Vcrtauschuug  von  x  mit  90;  hervorgehen- 
den Functionen  y^  und  2,  ,  so  kann  man  die  linke  Seite  der  Gleicimng  auch 
durch  zy^  —  yz^  ersetzen.  Hierdurch  erhält  man  die  in  Rede  stehenden  Glei- 
chungen, nämlich  den  Ausdruck 

^y,—yh  =ic^-/<]p(a+/j+i— y,  1, 1,9,1). 

in  welchen  man  (lir  y  und  z  irgend  zwei  verschiedene  der  Lösungen  1  his  4 
einzusetzen  hat. 

Anmcrk.  Hätte  man  allgemein  die  Transformationen  untersucht,  hei 
welchen  |'  =  v  |  +  f »  wenn  v  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  so  dürfte 
man  im  §  r,  /?  nicht  die  Diflerenz  von  e  nach  |'  mit  der  nach  |  vertauscbai. 
Lässt  man  £  in 

um   1   oder  2  wachsen,  so  geht  v  in 

r,  =  ep(a',  ß^,  /,  q\  ^  +  y),       t>,  =  q>{a\  ß\  /,  q\  ^'-f  2v) 
über,   und  man  kann  (ß)  nicht  mit  (y)  assimiliren,  sondern  mit  einer  Gleichung 

(r,-  -iP,  +  r)  -I-  G(r,  -  c)  |-  ffr  =  0. 
also  einer  homogenen  Gleichung  zwischen  drei  Functionen  x>  von  der  Form 

in  welcher  für  J,  B,  C  Functionen  von  «',  ß\  /,  9',  |'  aufzusuchen  sind. 
Aus  den  Relationen,  welche  unter  den  verwandten  Functionen  bestehen,  folgt, 
dass  für  jedes  gegebene  v  eine  solche  Gleichung  wirklich  gefunden  werden  kann, 
im  allgemeinen  um  so  leichter  je  kleiner  v  ist.  Diese  Coefficienteu  A,  li,  C 
verglichen  mit  den  w  geben  die  (14,  a)  eulsprechende  Gleichungen,  durch 
welche  die  Elemente  a',  ß',  /,  q\  |'  mit  den  ursprünglich  gegebeneu  a,  /?, 
y,  9,  I  zusammenhängen.  Untersuchungen  über  diesen  Zusammenhang  habe 
ich  noch  nicht  angestellt. 

VHI.     Anwendungen  auf  die  Theorie  der   elliptischen  Functionen. 
(()  Im  §  64  seiner  Fundamenta  setzt  Jacobi  für  die  unendlichen  Produkte 

(i-9=xi-<?^=xi --?'=)•  •-  0-  !)0- 7)0-7)-' 

die  nach  (4)  im  §  e  ilmen  gleichen,  nacli  auf-  oder  al)steigeuden  Potenzen 
von  5  =  cos2j;  +  isin2ir  geordneten  Reiften,  multiplicirt  einerseits  die  beiden 
Produkte,  andrerseits  die  ilmen  gleichen  Reihen  und  findet  so,  dass  das 
entstellende  unendficlie  Produkt,  welclies  wesentlich  die  Jacobi 'sehe  Func- 
tion ©  wird ,  gleicfi  einer  nach  auf-  und  al»steigenden  Potenzen  von  a  ge- 
ordneten Reihe  sei,    in  wclcfier  mit  cos2nx  eine  nur  von  9  abliängige  Reihe 
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iinilliplicirt  ist,  die  duroJi  eine  besondere  Melliode  suiuiiiirt,  eine  einfache 
Summe  lieferL 

Von  dem  allgemeinen  Standpunkt  aus,  den  wir  hier  einnehmen,  indem 
wir  die  zu  multiplicirenden  Reihen  als  besondere  Fälle  der  Function  q>  he- 
(rächte,  zeigt  sich,  dass  jene  Summatiou,  welche  der  Factor  von  cos27ia;  liefert, 
gelingt,  weil  die  zu  summirende  Reihe  eine  solche  hypergeometrische 
(]p(a, /?,  y,  9, 1)  wird,  bei  welcher  ^  den  Werth  y  —  a  —  ß  annimmt  (Vergl. 
(8,  a)).  Dieser  Umstand  macht  es  möglich,  eine  einzige  allgemeine  Formel 
(§  IT,  17)  aufzustellen,  die,  direkt  oder  nach  geringen  Umformungen,  nicht  nur 
dfe  unendlichen  Produkte  für  die  &  und  H  in  die  bekannten  trigonometrischen 
Reihen  umsetzt,  sondern  dasselbe  auch  für  sinam,  cosam,  ^am  etc.  (Jacobi 
§39)  leistet.  Femer  gewinnt  man  auch  noch  Formeln,  die  ich  an  anderen 
Stellen  noch  nicht  bemerkt  habe,  von  denen  einige  hier  Platz  fmden  mögen 
in  Ansehimg  des  Interesse,  welches  man  Entwickelungen,  die  sich  auf  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  beziehen^  zuzuwemlen  pflegt.  (M.  findet  diese  Art 
der  Behandlung  in  meiner  Abhandlung:  Abriss  einer  Theorie  d.  eil.  Funcl.  im 
39.  Bde  des  Grelle' sehen  Journals,  wo  ich  mehrere!  Untersuch! mg en  weiter 
ausgeführt  habe,  als  es  hier  geschiebt.) 

(ii)  Um  die  erwähnte  allgemeine  (ileichung  und  zugleich  noch  allgemei- 
nere Transformationen  zu  gewinnen,  geht  man  von  (4)  aus.     Es    ist  hiemach 

wenn  das  Produkt  hier  wie  im  Foigemh^n  nach  dem  Ihichstabcn  n  genommen 
wird,  der  alle  ganzen  Zahlen  von  0  iucl.  zu  cv)  durchläuft.  Ist  z  =  cos2j;-|-isin2x 
also  , /(z  =  1,  so  kann  man  3  mit  s"*  vertauschen.  Multiplicirt  man  die 
so  entstehende  Gleichung  mit  der  vorigen,  so  erhält  man  sogleich 

(15)  .  ..  /Z/-^vr«— 0-  -  ..•  j  =  <'o  l-2r  cos2x--i  2r..cos1x-i  •••, 
\    /  1  —  29/*'"cos2.r-;-<yV' » ^'*         0  1       1  \       2  » 

wo  Cy   eine  hypergeometrische  Reihe  ist,  nämlich 

(b-'a)(b-aq)..,(b  —  aq'    Of,       (b  -  a)(h  ~  aq*-) 
''"       (l-9)0-V)...0-  r)       L     ^  (I-   ,y)(l_9>M.) 

,    (b-ä)(b-aq){b  —  aq'){b--(iq'^'J^  I 

"^      (i^q)(i  —  q')(\  „  qy.  «Kl  — (^'  K^)     -^'   '  ] ' 

Der  in  der  Parenthese  eingeschlossenen  Reihe 

(15.  a)  .  . .     (p(a  —  ßy  a  -{-  v—ß.  v  |  1.  2/?) 
kann  man  nach  (13)  resp.  nach  (5,  a)  auch  die  Formen  geben 

(15,6)  ...     ^[-^^^JJ<jp(^^ 

vuu  denen  die  letittere  nach  wiederholter  Anwendung  von  (13)  sich  auch  mit 
vertauschen  lässt. 
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(c)  Zuuächsl  eriiäll  man  die  Zerleguuf^  des  sehr  allgemeineD  Pro- 
dukles  auf  der  liukeu  Seile  von  (15)  in  sogenannte  einfache 
Brüche.  Setzt  man  die  Form  (15,  c)  ein,  so  wird  (a,  ß,  a — ß  positiv 
vorausgesetzt) 

dieser  Coefficieut  lässl  sich  also  durch  eine  Reihe 

darslellen,  in  welcher  die  x  von  v  unabhängig  sind.  Multiplicirt  man  c»,  lilit 
2cos»'j;,  c^  mit  1,  und  führt  die  Summation  zuerst  nach  v  und  dann  nach 
m  aus,  so  erhält  man  die  Zerlegung  durch  folgende  Formel 

0(0).  0(0)_  1  — 2q«+»cos2j;  +  q'-"^^» 


=  2: 


0(a—ß—i)0(ß  —  a)  ^'l  — 2rJ/'+'•cos2J;^-qV+^- 
OwO(a+/?— 1  +  «)  (i_,^/?  M»)4j-(«-^) 


0(ß—a+n)0(2ß—i  -j-w)   1— 29/'+'«cos2j:-}-q^A+2»' 

in  der,  wie  festgesetzt  wurde,  n  auf  der  Linken  und  Rechten  die  Zahlenreihe 
von  0  incl.  bis  oo  durchläuft,  und  das  hei  den  0  fortgelassene  vierte  Element 
überall  q  ist. 

Die^  Gleichung  enthält  die  Zerlegung  der  elliptischen  Functionen  in 
Partialbniche  (Jacohi  §  35,  S.  87)  in  sich,  z.  B.  erliält  man  die  für  sinam 
indem  man  a  =  1,  ß  =  ^  setzt  und  q  mit  q^  vertauscht,  die  für  cos  am 
wenn  a  =  l  +  q^r».  Macht  man  a  =  oo,  so  entstehen  die  Formeln  für  die 
Zerlegung  von  1  :  0  und  1  :  H,  die  Jacohi  im  §  66  S.  187  giebt,  nämlich 
zunächst  wenn  ß  allgemein  bleibt 

Mfi  n\  n    0-<?"")(i-r^') 

(10,«;...     J/  j  _  2^^  V  .  cos  2a;+  g'/'+'- 

..  y(-irr^''      -^" '-^''~  .— • 

—  ^        ^^  0{2ß—i +  ii)     1  — 2g/''+''cos2x+7'/'<--» 

(ic)  VVir  gehen  wieder  zurück  zu  (15)  und  suchen  die  Fälle  für  a  und 
ß  auf,  in  welchen  die  Reihen  für  c^  sich  summiren,  also  das  Produkt  auf 
der  linken  Seite.  welchi*s  nach  (15)  eine  Doppelreihe  giebt,  sich  in  eine  ein- 
fache trigonometrische  Reihe  (in  Bezug  auf  x)  verwandeln  lässt.  Die  Aus- 
drücke, welche  wir  gewinnen,  werden  bei  der  Anwendung  auf  specielle  Fälle 
zum  Theil  durch  folgende  trigonometrisch«*  Formeln  vereinfacht: 

sin(2/w -|-l)j; 

— .V._J_/._  :^  i  ^  2cos2x  4-  2cos4j:  + ...  -|-  2cos2iita?, 
sm.c  ' 

sin  2m  X  „      .         ,         ._ 

^-.     —  =  cosx  4-  cos  3x  H h  cos(2iii — i)x, 

2  smjj 

vos(2m  +  i)x  ,  -  .   ,-         ^  .    .  o      o 

"^        '—       xzr  cotaugx  —  2sm2a; — 2sm4x  —  • 2sm2iiijr, 

sin  X 

cos2/wa5  1  .  .  «       o  o      /«>         4\ 

=  —  2sni  X  —  2  sm  3.r —  •  — 2  sm  (2tn — 1 )  x. 

siii.r  sinj* 

1)    hie  in  r,,   vorkcmiiiiemle  Reihe  lässl  sich,    wenn  a  =:  ^   und  ß  po- 
sitiv ist,  in  der  Fnrni  (15,  a)  durch  (8,  a)  summiren,    in   der  Form  (15,  d) 
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ohne  andere  Hülfsniitlel.     Man  lintlel 

*'"-'  Ö(0)Ö(2/J-1)      '0{-ß-,\+v) 

uiid    erhall    daher,    wenn    man  noch  q  mil  q'\   2ß  mit  ß  vortauscht,    die 

Gleichung 

(i  7\  n  Ir-^V'"  "  cm2x+q*'  ^-  (1  -  i?-* '  ■"  ")'         f 

'     '  *  ■  ■         i— Vi"-"«'»2a:-l-<jVH»  ~  "  (1  —q^n a^ _gi,t  t  .-.j  l   "* 

'    1— /y»»/^  '      (I — <^*»   ')(! — q***'')  1 

Dies  ist  eine  von  deu   allgemeiueu  Formeln,   auf  welche   im   §  (t) 
hingewiesen  wurde. 

2)  Einen  ähnlichen  Ausdruck  gewinnt  man  für  a  =  1 .  wenn  mau  x  in 
(17)  um  t^logf  wachsen  lässt,  aher  auch  direkt  aus  (15,  c),  welches  für 
a  =  1   giebt 

Multiplicirt  man  (15)  mit  sino:,  so  erhält  mau 

(Cy — c,)siuj:  +  (c,  —  Cy)sin3.r  |   (c, —  rj)sin5j-  f  ••  ; 

dipse  IhlTerenzen  der  c  liefern  einfache  Ausdnicke.     Es  isl  nämlich  c,,— r^-^i 
oflenhar  gleich 

und  man  hat  dalier  mit  Hülfe  von  (1). 

„  1— 2o""ci.s2a5+q-«'-  <)ßO([i--l)f 

Anmerk.  Machl  man  a  =  !>c  in  (15),  so  verwandelt  sich  der  Zähler 
auf  der  Linken  in   1,  während  man  aus  (15,  c)  erhält 

0(0)0(2//- 
)lan  findet  also  die  Gleichung 

Ion  (i-<?-+')(i-9-'''f»    = 

•^^      1— 2lJ/'^"cos2J;-f-<J''*+'" 

..,..,,...4-,.-'-';v..'+''-*^i;-^f;'',-VH...]. 

wenn  rechts  für  v  =  0  die  Hälfte  genommen  wird. 

(x)  Aus  den  Formeln  (17)  und  (17,  ä)  enislehen  die  von  Jacohi  ge- 
sehenen Eni  Wickelungen  der  unendlichen  Produkte  in  Reihen  durch  einfache 
Substitution  specieller  Werthe  für  a  und  ß,  %.  R.  0  und  H  wenn  man  ß 
gleich  no  selzt;  in  dem  Falle,  dass  in  (17)  /9  =  2  ist,  wenn  es  sich  also 
um  die  (Juotienlen  1  :  sin  am  oder  1  :  cos  am  etc.  handelt,  hat  man  die  enl- 
slehenden  Gleichungen  noch  durch  sinx  zu  dividiren,  um  die  gewöhnliche  Form 


Cy  =  --^0(2//— 1)^^""-''*  '^'^^  ^'  ^  ^' ''   '  ^  *'     ^^  "'"  ^'^' 


124  Zusatz  zum  zweiten  Kapitel. 

zu  rrhallen.     Dadurch  eutslelU  auf  der  rcchteu  Seile   mil  Hülfe  der  oben  an- 
gegebenen trigonometrischen  Gleichungen 

I  X  QC  OC 

(Cq-\-2^  Cy) — As'iux ^Cy — AsinSx ^ Cy • 


Abgesehen    von    dem    vor   der  Parentliese   befindlichen  Factor  ist  c^  gleich  1, 
und  Cy  gleich 

Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  crgicbt  sich  die  bekannte  Formel 


(a)  ...    -.  -n(-    ---:,)  /I-— V-ry - 


cos  2x  -\-  q*"  ^  "* 

=    .        +/   -    smx+-  -   -sin3j?  j » 

smx       1  —  q  1 — q* 

welcher  man  noch  die  zweite  hinzufügen  kann,  die  durch  Division  von  (17»  ä) 
mit  coso:  entsteht,  nachdem  man  qß  gleich  — q  gesetzt  hat 


/_1— g^+^y  _  i—'lq'*^^cos'2x+q-''^' 


=  langx —  -- -   -sm2x  -t-  - — ^^sm« • 

Indem  man  x  in  (a)  gleich  hn  macht,  wodurch  die  linke  Seite  das 
Quadrat  von 

(l_Y«tl)(l  4.  <y^'nVi) 

wird,   während  dieses  sich  in 

-    X 

verwandelt,  weil 

/Z(l— (/•'»»»)(l-|-^'*»')=:  1, 
so  erhält  man  auch  den  schon  auf  S.  1 1 2  erwähnten  Salz 

Aus  den  (ileichuugen  (17)  zieht  man  auch  die  Formeln  für  die  Ent- 
wickelung  der  Produkte  aus  einer  endliche-n  Anzahl  von  Faktoren.  Setzt 
man  in  (17)  für  ß  eine  ungerade  Zahl  2fi}-|-l,  so  erhält  man  die  endlichen 
Ausdrücke 

Diese  Formel  mil  dem  nachfolgenden  sehr  einfachen,  der  Eigenthümlich- 
keit  «les  speciellen  Falles  entsprechenden  Beweise  iindel  man  in  dem  äusserst 
wcrth  vollen    von   llorm    11  er  mite    verfassten    Anhange    zu   La  er  0  ix,    Traitd 
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^toentiire  de  calcul  difT^rentiel  el  int^al  (Deutsch  von  Natani;  IV,  S.  30). 
Sie  rührt,  wie  Herr  Herrn ite  dort  bemerkt,  von  Cauchy  her,  der  damit  auf 
die  einfachste  Art  das  unendliche  Produkt  für  6  in  die  unendliche  trigono- 
metrische Reihe  verwandelt  hat,  und  kommt  vor  in  Cauchy *s  Memoire  sur 
les  fonctions  dont  plusieurs  valeurs  sont  li^es  entre  elles  par  une  ^quation  lin^aire, 
et  sur  divers  transformations  de  produits  compos^  d'un  nomhre  inddfini  de 
facteurs,  Comptes  rendus.  T.  XVU  (1843)  p.  523  —  531  u.  567  —  572,  auf 
S.  568.  Dies  genaue  Citat  verdanke  ich  einer  gerdiligen  Mittheilung  des  Herrn 
Enneper. 

Um  das  endliche  Produkt 

(l  +  ,5)(l  +  ,'i5)...(l  +  lj'-'»).(l+  -^-)(l+    ^'-)...(l+»'^) 

in  eine  Reihe  zu  verwandeln,  bringt  man  es  auf  die  Form  eines  Produktes 'von 
den  beiden  Faktoren 

(14.a,i-2i')(i^a^-2r)...(i  +  5,?r-i)^     z-yqyy. 

Der  erste  von  ihnen  lässt  sich  durch  die  einfachsten  lange  bekannten  Mittel 
(oder  durch  die  sehr  leicht  abzuleitende  Gleichung  (4))  nach  Potenzen  von  i 
in  die  Reihe 

entwickeln,  welche  mit  dem  zweiten  Faktor  multiplicirt  die  verlangte  Darstel- 
lung giebt. 

Zum  Schluss  fuge  ich  noch  die  Gleichung  hinzu 

deren  rechte  Seite  mit  wachsendem  m  sieh  dem  wesentlichen  Theile  der 
Function  H  nähert. 


Drittes  Kapitel. 

Die  Kugelfunction  zweiter  Art.     Cylinderfünction. 

§  22.    Die  Kugelfunction  zweiter  Art  wurde  im  §  17  eingeführt 
nnd  ist  vermöge  der  Gleicb.  (12) 

Bo  lange  definirt  als  </i(x>l. 

£8  zeigte  sieb  ferner,  das»  Q\x)  eiu  Integral  der  Differential- 
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gleich.  (8)  ist,  d.  h.  von 

(8)  ...     (l-x^)dh-2xdzdx-\-n(n+i)zdx*  =  0. 

Da  die  Ausrührung  von  derglcirliou  Integrationen  durch  Reihen  in  der 
Folge  mohrfach  gefordert  wird »  so  s(dl  an  dieser  Stelle  das  Verfahren ,  wie 
man  es  in  den  bekannten  Werken*)  ilher  Integralrechnung  findet,  kurz  er- 
örtert werden. 

Um  f&r  die  Gleichung  Lösungen  zu  erhalten,  welche  nach  Potenzen  von 
X  absteigen,  setze  man 

5  =  x"  +  a.,x"  -'  +a^x''-'^  ^  '" 

in  dieselbe  ein,  und  ordne  dann  nach  Potenzen  von  x.  Da  der  Coefficient 
einer  jeden  von  ihnen  für  sich  Null  sein  muss,  damit  die  linke  Seite  für  jedes 
X,  wenigstens  für  grosse  Wertlie  von  x,  verschwinde,  so  findet  man  zuerst 
aus  dem  Coefficienten  der  höchsten  Potenz 

a(a  +  l)  =  «(«  +  !) 
und  allgemein  von  y  =  0  an  (a^  ==  1) 

_  (a-2y)(a~2y~l) 

a,y^2  -  fl2K-^^_  2y-2)(a- 2y-l) -«(«+!)  ' 
Der  Nenner  lässt  sich  vermöge  der  Identität 

iif(m-f-i)--»(w  +  l)  =  (m  — n)(m4- w  +  1) 
vereinfachen;    ferner   erhält  man   zwei    verschiedene   Werthe  für  a,   nämlich 
a  =  n  und  a  =  — n — 1.     Setzt  man  den  ersten  Werth  für  a  in  den  Aus- 
druck für  die  Cocfficienten  ein,  so  eriiält  man  die  Lösung  P^(x);    setzt  man 
aber  a  =  —  « —  1,  die  Lösung  Q"(x), 

Bedeuten  a  und  b  willkürlicbe  Constanten,  so  ist,  so  lange 
c/^ar>l,  Ä  =  aP*-l-60"  das  allgemeine  Integral  von  (8).  Für 
x  =  oo  wird  P  =  oo,  Q  =  Oy  so  dass  nur  ein  Integral  von  der 
Form  bQ  für  x  =  oo  verschwindet.  So  lange  cyf((x)>l  ist  daher 
eine  Function  als  Q\x)  völlig  bestimmt  dadurch,  dass  sie  ein  con- 
tinuirliches  Integral  von  (8)  sein  und  mit  ^r"^^*  multiplicirt  fllr  a?=.oo 

12     « 
sich  in  o  »^      /ö     .  ^x  verwandeln  soll. 
3.5...(2ii+l) 

Noch  blieb  willkürlich  was  Q  vorstellen  solle,  wenn  c/^x^l 
(M.  vergl.  fe.  80) ;  wir  wählen  die  Fortsetzung  von  Q  so ,  dass  sie 
in  keinem  angebbaren  Flächenstücke  aufhört,  der  Gleich.  (8) 
zu  genügen. 

Dies  kann  so  geschehen,  dass  0(x)  in  der  ganzen  Ebene  der 
0?,  nachdem  man  die  Punkte  +1  ausgeschieden  hat,  nicht  nur  end- 
lich, sondern  auch  continuirlich  bleibt  und  auch  in  keiner  Linie 
aufhört,  (8)  zu  genügen,  und  zwar  ändert  Q  sich  dann  auf  jedem 


*)    Z.  B.  in  Euleri  institntiones  calculi  integralis,  Vol.  II,  Sectio  I,  Cap.  VIII. 
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gegebenen  Wege  (der  nicht  durch  die  Punkte  + 1  geht)  auf  völlig 
bestimmte  Art.  Sie  ist  dann  aber  nicht  monodrom ;  man  langt  viel- 
mehr, wie  sich  aus  der  Gleich.  (17,  c)  S.  96  schliessen  lässt,  bei  dieser 
Art  der  Fortsetzung,  wenn  man  verschiedene  Wege  einschlägt,  in 
demselben  Punkte  x  auch  im  allgemeinen  mit  verschiedenen  Wer- 
then  an,  die  sich  um  ganze  Vielfache  von  \nV{x)  unterscheiden. 

Eline  solche  Art  der  Fortsetzung  würde  jedoch  nicht  unserer 
Forderung  entsprechen,  nach  der  Q  einen,  wenigstens  wenn  t4Cx>\^ 
durch  (12)  völlig  bestimmten,  von  dem  Wege  unabhängigen  Werth 
besitzen  soll.  Man  kann  aber  eine  einwerthige  Fortsetzung  er- 
halten, wenn  man  auf  die  Continuität  der  Function  beim  Ueber- 
gang  in  die  Gerade  verzichtet,  welche  die  zwei  Punkte  +1  mit 
einander  verbindet,  die  also  einen  Theil  der  Axe  des  Reellen  aus- 
macht.   Diese  endliche  Linie  heisst  im  Folgenden  Querschnitt 

Eüne  eindeutige  Function  von  x  ist  bis  an,  aber  nicht  bis  in 
den  Querschnitt  bestimmt  durch  folgende  Bedingungen: 

1)  Sie  soll  bis  an  den  Querschnitt  der  Differentialgleichung  (8) 
genügen; 

2)  bis  an  den  Querschnitt  continuirlich  bleiben;  nur  in  den 
Ponkten  +1  darf  sie  unendlich  werden; 

3)  mit  a^+*  multiplicirt  für  a;  =  c»  gleich  werden 

1.2...n 

3X..(2n  +  l)* 

Diese  Function  heisst  0"(a:)  ausserhalb  des  Quer- 
schnittes. Es  wird  sich  zeigen  (§  23),  dass  eine  solche  Function 
wirklich  existirt,  dass  sie  zu  beiden  Seiten  des  Querschnitts  ver- 
schiedene Werthe  besitzt  —  was  aus  dem  Umstände  stammt,  dass 
^a?'— 1  zu  beiden  Seiten  des  Querschnitts,  nach  S.  40,  ent- 
gegengesetzte Zeichen  erhält,  —  und  zwar  ist  der  Werth  am 
Rande  des  i^egativen  Ufers  um  %nt^{x)  grösser  als  am  Rande  des 
positiven  Ufers  für  das  gleiche  x.  Positiv  heisst  das  Ufer,  auf 
dem  sich  die  positive  Axe  des  Imaginären  befindet. 

Ist  X  ein  Punkt  im  Querschnitt,  so  dass  also  —  l<x<l,  und 
bedeutet  e  eine  positive  reelle  Grösse,  so  ist  x-^-^i  ein  Werth  am 
positiven  Ufer,  Q\x  +  &^  die  Function  Q  auf  demselben ,  und  es 
existirt  eine  Grenze,  Gr.  Q\x  -f  fit)  ^^  «  =  0  oder  0"(^+0.i),  in  der 
symbolischen  Bezeichnung  die  man  in  solchem  Zusammenhange  an- 
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zuwenden  pflegt.  Dies  ist  der  Wertli  am  Räude  des  positiven  Ufers, 
wahrend  fir.  QXx-ei)  für  £  =  0,  (»der  OX^-O.i),  den  Werth  am 
Rande  des  negativen  vorstellt.  Die  Differenz  Q^a?— O.i)—  QXx+O.i) 
vers(*li windet  daher,  wenn  .r  eine  beliebige  complexe  Zahl  be- 
zeichnet, und  Q(x+0.i)  stimmt  dann  mit  0(x)  tiberein;  flir  einen 
Punkt  X  im  Querschnitt  ist  sie  aber  inP\x), 

Im  Querschnitte  war  bisher  ^"(a;)  nicht  definirt;  es  wird  nun- 
mehr festgesetzt:  Im  Querschnitte  soll  0"(a?)  das  arithmeti- 
sche Mittel  aus  den  beiden  Werthen  an  den  üferrändern 
1)e  deuten;  also  ist  im  Querschnitte 

Q\x)  =  \  Q\x  +  0. 0  +  i  QXx ~  0.0, 
zugleich  eine  reelle  Grösse. 

Die  Function  Q**(x^ei)  bleibt,  wenn  x  zwischen  — 1  und  -fl 

< 

liegt,  nach  x  und  e  continuirlich,  wie  nahe  auch  e  der  Null  kommt. 
Ebenso  sind  die  Differentialquotienten  von  0(x+€i)  nach  x+ei 
continuirliche  Functionen  von  £  bis  an  £  =  0,  und  die  Grenzen 
derselben  gleich  den  ents])rechenden  Differentialquotienten  nach  x 
von  den  Grenzwerthen,  nämlich  von  Q(x+0.i).  (Amieichtesten  er- 
kennt man  dies  aus  dem  Ausdruck  für  Q  auf  S.  96.)  Hieraus  folgt, 
dass  Q(x)^  wie  es  oben  definirt  wurde,  auch  im  Querschnitt  sich 
continuirlich  ändert  und  der  Differentialgleichung  (8)  genügt.  Fasst 
man  Alles  zusammen,  so  bleibt  das  so  definirte  0(x)  in  der 
ganzen  Ebene  mit  Ausschluss  der  beiden  Punkte  +1  endlich;  in 
der  Ebene  bis  an  den  Querschnitt  und  im  Querschnitt  continuirlich, 
aber  nicht  mehr  bis  in  denselben,  d.  h.  nicht  mehr  beim  Ueber- 
gange  zum  Querschnitt;  es  genügt  der  Differentialgleichung  (8)  in 
der  Ebene  mit  Ausschluss  der  Umgebung  des  Querschnitts,  genügt 
ihr  wieder  im  Querschnitte  selbst.  Die  Differentiation  für  einen 
Punkt  X  im  Querschnitt  ist  so  zu  verstehen,  dass  man  dort  x  nur 
einen  reellen  Zuwachs  dx  geben  darf. 

An  merk.  Es  mag  der  Punkt  x  dem  Querschnitt  angehörei» 
oder  nicht,  so  wird  immer  Q(x)  das  arithmetische  Mittel  aus  den 
Werthen,  welche  die  Function  Q  in  den  Punkten  annimmt,  die  auf 
der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  welcher  mit  einem  unendlich 
kleinen  Radius  um  den  Punkt  x  beschrieben  ist. 

§23.  Um  die  so  definirte  Function  für  alle  Werthe  vona? 
wirklich  darzustellen,  und  zwar  zunächst  durch  eine  Reihe, 
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entwickele   ich   sie   nacb   aufsteigenden    Potenzen    von 

$  =  »— y'a?'— 1/  lieber  diese  Substitution  und  ihre  geometrische 
Bedeutung  yergl.  m.  S.  49  und  50,  wo  das  Vorzeichen  der  Quadrat- 
wurzel 80  festgesetzt  wurde,  dass  c//i($^l.  Die  Punkte  x  des 
Querschnittes  geben  also  Bilder  $,  die  auf  die  Peripherie  des  £in- 
beitskreises  fallen,  während  den  übrigen  Punkten  x  Bilder  |  im 
Innern  desselben  eindeutig  entsprechen. 

Die  gesuchte  Reihe  erhält  man,  wenn  man  (8)  in  der  Form  {d) 
auf  S.  50,  wenigstens  so  lange  o^|<l,  nach  der  bekannten,  im 
Eingange  des  §  22  auseinandergesetzten  Methode  integrirt.  Da- 
durch findet  man  zwei  Lösungen 

a,  =f-FG,-«,i-ii,r), 

Die  erste  ist  eine  endliche  Reihe,  und  eine  Vergieichuug  mit  (a') 
auf  S.  18  zeigt,  dass  Sj  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  P^(x) 
nbereinstimmt.  Die  Lösung  z^  verschwindet  aber  für  rc  =  cx) ,  ist 
also,  so  lange  c/f(x>l^  nach  S.  126  gleich  bQ\x)  zu  setzen.  Um 
die  GoBstante  b  zu  bestimmen  multiplicirt  man  beide  Seiten  dieser 
Gleichheit  mit  a:"^^,  setzt  o;  =  oc  und  beachtet,  dass  dann  x^  sich 
in  \  yerwandelt.  So  erhält  man  die  beiden  Lösungen,  von  denen 
man  die  erste  schon  aus  S.  18  kennt, 

(18) ...   (?>)  =  2-^~(-2?-J-iy?'^'^(^'"+i.«+l.?). 

wo  c-^|<l.  Die  letztere  Gleichung  habe  ich  in  der  vorigen  Auf- 
lage des  Handbuchs  mitgetheilt. 

Nach  den  zwischen  x  und  |  bestehenden  Gleichungen  wird 
für  f  =  ±1  auch  x  =  +1.  Für  ||  =  1  ist  femer  Q\x)  =  oo,  da 
in  der  betreffenden  hypergeometrischen  Reihe  a+/?  —  y  =  0  (S.  79, 
No.  5).  Daher  nehmen  (Ebendas.  No.  4)  die  Glieder  der  Reihe, 
abgesehen  von  der  Potenz  von  |  mit  der  sie  multiplicirt  sind,  fort- 
während ab,  und  die  Reihe  besitzt  (No.  7)  noch  einen  endlichen 
Werth,  wenn  c/#|  ==  1  ohne  dass  |^  =  1. 

Dies  fUhrt  uns  zu  dem  Ausdrucke  von  0"(x)  im  Querschnitte. 

Es  sei  a:  =  cosÖ  ein  Punkt  im  Querschnitte  0<ö<7r,  und 
zwar  möge  vorläufig  o;  positiv,  d.  h.  0<\n  sein.  Ein  benachbarter 
Punkt,  der  nicht  dem  Querschnitt  angehört 

Ueiue,  Tbeori«  d«r  Kugelfuuctioueii.    2.  Aufl.  9 
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.r,  — -  e()s(ö>  si)  —  cosö  ^  ff  sin  0 
ist  daun  ein  Punkt  xlf  O.t,  und  befindet  Rieh   auf  dem  negativen 
oder  positiven  Ufer,  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen 
gilt.     Ferner  iftt 

}-x^^ — 1  =  fcosÖ  j  »ftinö, 

da   die  Quadratwurzel   mit  x   das   gleiche   Zeichen    besitzen   soll 

(S.  40,  No.  2j.    Hieraus  folgt 

I,  =  x^  —  fxj^\  =(1— «Xeo8(9±isinÖ), 
so  dass  (>"(cosö +0.t)  die  Grenze  für  «=0  ist  von 

Nach  dem  schon  erwähnten  Satze  von  Abel  wird  die  Potenz- 
reihe F,  weil  sie  noch  fllr  «  =  0  convergirt,  an  der  Grenze  c  =  0 
gleich  der  Reihe,  deren  viertes  Element  cos2ÖH:tsin2ö  ist.  Der 
Nvorstehende  Ausdruck  zerfdilt  an  der  Grenze  in  einen  reellen  und 
imaginären  Theil,  so  dass  Q  am  Uferrande  die  Form  hat 

(>\cosö+O.0  =  ^±fi*. 
Hier  ist  der  imaginäre  Theil   bekannt,  nämlich  nach  (15,  c)   auf 

S.  89  gleich  HL-]7i:iP"  (cos  ö).  Da  ferner  A  das  arithmetische  Mittel 
aus  O"(cosö-f  O.i)  und  Q\co^O — O.i)  bildet,  und  dieses  Mittel  nach 
der  Definition  Q\e()f^O)  wird,  so  ist  A  =  ^"(cosÖ).  Eine  ähnliche 
Untersuchung  für  den  Fall,  dass  0  zwischen  {n  und  n  liegt,  liefert 
ähnliche  Kesulta,te,  so  dass  sich  in  beiden  Fällen  gemeinsam  ergiebt: 
Für  einen  Punkt  im  Querschnitte  selbst,  aj  =  C08Ö,  wird 

(18,a)  ...    Q"(^--^iy^:^y(^o.0^^l)0+l^^)^o^  +  ^H 

während  die  Function  Q  am  Uferrande  des  Querschnittes 
die  Wertho  annimmt 

(18,  b)  ..,     Q"ix±  0. 0  --  Q\x)  rf  i  in  P». 

Durch  18,  18,  a  und  18,  ft  ist  die  Existenz  der  Function  Q(x)j 
die  im  §  22  durch  ihre  Eigenschaften  in  der  ganzen  Ebene  definirt 
wurde,  nachgewiesen,  und  diese  Function  selbst  in  demselben  Um- 
fange durch  Reihen  dargestellt. 

§  24.  Am  Schluss  des  §  22  war  bereits  erwähnt,  dass  Q(x% 
wie  es  von  uns  definirt  wurde,  der  DiflFerentialgleich.  (8)  sowohl 
im  allgemeinen  als  auch  im  Querschnitte  genügen  müsse.    Aus  (18) 
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IftsBt  Bich  diese  Eigenschaft  dadurch,  dass  man  die  Differential- 
quotienten  von  Q(x)  mit  der  Summe  der  Differentialquotienten  von 
den  einzelnen  Gliedern  der  Reihe  vertauscht,  zwar  im  allgemeinen 
yerificiren ,  aber  nicht  mehr,  wenn  x  im  Querschnitte  Hegt,  da  in 
letzterem  Falle  die  Differentialquotienten  der  Glieder  aufhören  eine 
convergente  Reihe  zu  bilden.    E»  lassen  sich  aber  die  Reihen  (18) 

summiren,  und  geben  ein  bestimmtes  Integral,  welches  0"(x) 
in  demselben  Umfange  darstellt,  wie  die  Reihen  (18),  d.h. 
für  alleWerthe  vona?.  Dass  dies  Integral  noch  im  Querschnitte 
eben  so  gut  wie  ausserhalb  (8)  genügt,  zeigt  sich  im  §  25. 

Das  Integral  findet  man  vermittelst  der  Formel,  durch  welche 
nach  Eule r 's  Entwickelungen  im  2.  ßde.  seiner  Institut,  calc. 
integr.  Sect.  I,  Cap.  11  die  hypergeometrische  Reihe  summirt  wer- 
den kann.  In  die  Gestalt,  in  welcher  sie  jetzt  bekannt  ist,  wird 
sie  mit  Hülfe  des  Satzes  von  Legendre  gebracht,  welcher  den 
Zusammenhang  des  Euler'schen  Integrales  erster  mit  dem  zweiter 
Güttung  giebt,  nach  welchem 

0 

wenn  ß  und  y  —  ß  positiv  sind.  Multiplicirt  man  nämlich  die 
Gleichang 

mit  dem  Factor 

and  integrirt  nach  u  von  0  bis  1 ,  so  lässt  sich ,  sicher  so  lange 
c^^|<l,  das  Integral  der  Summe  mit  der  Summe  aus  den  Inte- 
gralen der  einzelnen  Glieder  vertauschen.  Diese  Integrale,  nach 
(a)  durch  77  ausgedrückt,  geben  mit  Hülfe  des  Satzes  /Iv  =  v/I(y— 1) 
die  bekannte  Summationsformel 

(b)  ...     F{a, ß, y,  $) 

ri(ß^i)n(Y-ß-\)J        ^^    '^       ^^    ^^      ' 

Diese  wenden  wir  auf  die  Summation  der  Reihe  in  (18)  an. 
Setzt  man  nämlich  a  =  n+l,  ß  ==  i,  y  =  '*  +  5  ^^^  hh  Air  I»  so 
wird,  da  ß  und  y—ß  positiv  sind 

9* 
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=  /"ii-t(i-«)"(i-iii')— >rfi«. 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  l*"^',  so  steht  auf  der  Linken 
Q'(x).  Die  rechte  Seite  verwandelt  sich  dann  vermittelst  der  Sub- 
stitution 

©-1  1+« 

in  das  Integral 

Man  findet  also  schliesslich,  wenn  man  für  |  seinen  Werth  in  x 
setzt  und  v  =  costw  macht,  die  Gleichung,  die  für  alle  Punkte 
X  gilt,  welche  nicht  im  Querschnitte  liegen 

(19)  ...     (?»=/"-- -*"  , 

o      (j?  +  costM.yj?'— 1)»-^ 

Hier  ist  ^x*^-i  mit  demselben  Zeichen  zu  versehen,  wel- 
ches X  besitzt. 

Diese  Gleichung  habe  ich  in  meiner  Abhandlung  „Theorie  der 
Anziehung  eines  EUipsoides"  mitgetheilt  *). 

Die  Gleichheit  des  Integrales  (19)  und  der  Reihe  ist  zwar  voll- 
ständig nur  nachgewiesen,  wenn  c/^|  <  1,  besteht  aber  noch  fllr 
^(^=zl.  Am  leichtesten  sieht  man  dies  aus  der  ursprtinglichen 
Form  (c)  des  Integrales,  welches  offenbar,  die  Punkte  S  =  +1  aus- 
geschlossen, sich  mit  |  continuirlich  ändert,  da  c/^|  nicht  1  tiber- 
schreitet. Dasselbe  gilt  aber  von  der  Reihe.  Indem  nach  S.  40 
zu  den  Werthen  x  =  cosö+O.t  die  Werthe 

>'V—  1  =  itsinö,      J  =  cosö-f-tsinö 
gehören,  erhält  man  also  für  einen  Punkt  x  =  cos0   im  Quer- 
schnitt (0<  Ö<7r) 


(19,  a)  ...  2Q\xy  =  /  ,^-r. h  / F=^ > 

^     '^  •>;  (aj-J-costii.jV-l)"«»    •^(x-cosiM.|V-l)-^« 

? — tij:^  •  4 — ^-S^TTi  • 
(cos  ö  + 1  sm  a  cos  1 11)"+ • 

Zu  diesen  Gleichungen  tritt  noch  (18,  6)  hinzu  und  besagt,  dass 


*)    Grelle.  Journal  f.  Math.  Bd.  AI,  S.  73  und  75. 
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.jg     .  r da /•*_ du 

1   ;  •••  y     (co8Ö4-t8inöco8tii)''+*    J     (cosö  — tsinÖcosM*) 

Durdi  die  Gleichungen  (19)  frebe  ich  eine  Darstellung;  der  Kugelfunction 
zweiter  Arl,  welche  dem  Ausdruck  der  P  durch  das  integral  von  La  place 
oder  vielmehr  durch  die  Gleichung  (5,  a)  entspricht.  Während  dort  nach  q^ 
von  und  bis  fr,  wird  hier  auf  der  Axe  dt»  Imaginären  von  0  bis  t.cc  in- 
legrirt.  Wenn  dort  §  10,  S.  37  v(m  deu  P  gesagt  wurde,  ilie  Integrale 
köonen  auch  als  Definition  der  P  betrachtet  werden,  so  gilt  etwas  ähn- 
liches für  die  Integrale  (19)  und  die  Q,  Dagegen  kann  man  hier  Tür  n  nicht, 
wie  bei  den  P,  eine  beliebige  complexe  Zahl  setzen,  sondern  nur  soldie,  für 
welche  it-f-l  einen  positiven  reellen  Tlieil  besitzt.  Da  (8)  unverändert  bleibt, 
wenn  man  n  mit  — n  —  1  vertauscht,  so  wird  man  noch  immer  ein  zweites 
Int^ral  erhalten,  wenn  auch  der  reelle  Theil  von  — n  positiv  ist.  Man  hat 
«ilso  in  jedem  Falle  das  vollständige  Integral  von  (8)  durch  die 
Integrale  P  und  Q  ausgedrückt.  Neben  die  Integrale  (19)  treten  im 
$  36  andere,  welche  ihnen  so  entsprechen,  wie  (5,  a)  den  Integralen  (5). 

Auch  die  Formeln  (18)  bleiben  für  negative  Werllie  von  n  brauchbar, 
Dur  muss  man  sie  so  modificiren,  dass  die  nmltiplicirende  (konstante  in 
Iln.^m  /7(fi -]- I)  verwandelt  wird  imd  beachten,  dass  man  hat 

sina7r./7a  i7( — d)  =  an,  ^ 

§  25.  Für  jeden  gegebenen  (ganzen  positiven)  Werth  von  n 
kann  man,  ohne  eine  andere  Schwierigkeit  als  die,  welche  in  der 

Weitlftnfigkeit  der  Rechnung  liegt,  das  Integral  für  0"  durch  die 
bekannten  Reductionsformeln  ausfahren,  wenn  man  es  durch  die 
Sabstitation  u  =  logt?  in  die  Form 

OVx^  =  2-/*-     _  -^'^—^- 
<s      (vV-l  +  2xt?  +  r*jV-l) 

bringt.  (Man  übersehe  nicht,  dass  das  Integral  nur  8o  lange  Q{x) 
vorstellt,  al8  x  nicht  zugleich  reell  und  kleiner  als  1 ,  oder,  was 
dasselbe,  so  lange  tli^  nicht  1  ist.  Wohl  darf  man  aber 
co8Ö4;0.t  für  X  setzen.)    Femer  hat  mau 

Einen  direkten  Beweis  dafür,  dass  das  Integral  Q  der 
Differentialgleichung  (8)  genügt  fm.  vergl.  den  Schluss  des 
§  22;,  übergehe  ich  hier,  um  eine  Wiederholung  im  §  50  zu  ver- 


•1+1 
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meideu,  und  gebe  im  Anschluss  an  die  Methode  des  §  12  einen 
indirekten: 

Eine  ebenso  einfache  erzeugende  Function,  wie  man  sie  in  der 
Quadratwurzel  für  die  P  besitzt,  Hess  sich  fbr  die  Q  nicht  auffinden ; 
eine  geeignete  Function  erhielt  ich  durch  die  Betrachtung,  dass  das 
Integral 


^         OL 


(a;  +  cosy.  y^a:'— 1)  —  1 

wenn  aber  x  im  Querschnitte  liegt  jedes  der  beiden  zu  jj+O.t  ge- 
hörenden sich  also  nur  durch  das  Zeichen  der  Quadratwurzel 
unterscheidenden  Integrale,  für  y  =  ti  in  tt  T  (S.  36)  übergeht,  und 
fltr  diesen  Werth  von  g  der  partiellen  Differentialgl.  für  T  auf  S.  47 
genügt.  Bleibt  die  Constante  g  allgemein,  so  muss  daher  y,  in  die 
linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  eingesetzt,  einen  Ausdruck 
geben,  welcher  für  ^  =  /r  verschwindet.  Nach  Ausführung  der  Rech- 
nung wird  dieser  gleich 

a  mkg 

^'x'-i    [a(x~|^s.9.?.i^'-l)--l]'  ' 
verschwindet  also  nicht  nur  ftlr  y  =  0  und  n  sondern  auch  fÄr 
<;  =  i.cc;  fuhrt  man  ftir  (p  eine  Veränderliche  u  durch  die  Glei- 
chung q>  =  iu  ein,  wo  u  von  0  bis  oc  wächst,  so  genügt  daher 

du 


(a)  ...    y  =J 


-^      a(x  +  costM.  f^x*— i) — 1 

der  partiellen  Üifferentialgl.  Nimmt  man  a  hinlänglich  gross  und 
eotwickelt  nach  absteigenden  Potenzen  von  a,  so  schliesst  man 
hieraus,  in  ganz  ähnlicher  Art,  wie  man  auf  S.  47  schloss,  dass  der 
Coefficient  von  «-"-^  der  Differentialgl.  (8)  genüge.  Dieser  ist  aber 
0''(a;),  genauer  0'*(^±O.t),  wenn  man  x  mit  ojiO.t  vertauscht. 

Der  ausgefllhrte  Werth  der  erzeugenden  Function  für  die  (?, 
nämlich  von  y  in  (a)  ist  für  unsere  Untersuchungen  unerheblich; 
nur  der  Vollständigkeit  halber  sei  erwähnt,  dass  man  findet,  es  sei 

1  ,      ax  —  i']')^i'-2ax  +  p 

y=  __      .  -log  -  -    --  — , 

wo  \\  —  2ax  +  a^  ein  solches  Zeichen  erhält,  dass 

e  //(«.r  -  1  f  V 1  -  •^«•^'  i  «')  >  c  KicLX  - 1  -  I  1  -  2a  J-  +  «*) 
und  der  imaginäre  Theil  des  Logarithmus  zwischen  -  \7ii  und  \ni 
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liegt  Man  ersieht  dies  aus  einer  Formel,  die  am  Schlunse  des 
§  37  abgeleitet  wird. 

Indem  man  sich  der  erzeugenden  Function  (a)  bedient,  findet 
man  die  Verallgemeinerung  der  Gleich.  (19,  c)  auf  den  Fall,  dass 
X  nieht  im  Querschnitt  liegt,  nämlich  den 

Satz.  Ist  X  eine  positive  Zahl  von  der  Form  a±bi^  wo 
a  und  6  nicht  negativ  sind,  und  }^x^ — 1  positiv,  so  wird 

r  du  p  du  ...   ^„  . 

f,      (x+costM.jV— 1)-+>     */      (x— e08W.)V-l)««^ 

Eine  Ausnahme  bildet  der  Fall  dass  b  —  0  und  zugleich  o  >  1, 
in  welchem  das  abzuziehende  Integral  (offenbarj  keinen  Werth  be- 
sitzt. Der  Fall  eines  im  Querschnitte  befindlichen  Punktes  ist  als 
Grenzfall  eingeschlossen.  Durch  Multii)lication  der  Gleichung  mit 
(— 1)"+*  erhält  man  sogleich  das  Resultat  tVir  den  Fall  eines  ne- 
gativen X. 

Beweis.  Die  erzeugende  Function  der  im  Satze  vorkommen- 
den Differenz  ist  die  Differenz  zweier  Integrale  wie  (a),  welche  sich 
durch  die  Substitution  tsiniM  =  t?  in 

V/y  V  a;  1  /       - 

-ar^       y      \-2ax  +  a'+a\l-^x')f>* 

zusammenzieht.  Um  die  Integration  nach  t)  auszuführen,  welche 
über  die  positive  Axe  des  Reellen  zu  erstrecken  ist,   denke  man 

sich  a  reell,  hinlänglich  gross  und  positiv  und  setze  arj^l  — o;*  =  s, 
indem  man  die  |/l— j?*,  die  sicher  einen  reellen  Theil  besitzt,  i)o- 
sitiv  nimmt.    Nach  den  Bestimmungen  unseres  Satzes  kann  man 

diese  Wurzel  für  x  =  a±bi  mit  ^i^x' — 1  vertauschen.  Da- 
durch geht  die  erzeugende  Function  in 


+/■      ''= 


über.  Die  j^l — x^  wird  durch  einen  Punkt  im  ersten  oder  vierten 
Quadranten  vorgestellt,  so  dass  die  Gerade,  welche  von  dem  An- 
fangspunkte des  Systemcs  A  durch  denselben  gelegt  wird,  einen 
spitzen  Winkel  mit  der  positiven  Axe  des  Reellen  bildet.  Ueber 
diese  Gerade  soll  nach  z  integrirt  werden;  es  ist  aber  erlaubt,  statt 
dessen  die  Integration  aber  die  Axe  des  Reellen  von  0  bis  cc  aus- 
zutlihren.     Ist  nämlich  P  —  p^hi  ein  Punkt  der  bezeichneten  Ge- 
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M-'V 


^ 


Jl 


raden,  8o  bleibt  die 
zu  integiirendeFunc- 
tion  endlieh,  wenn 
man  f&r  z  eine  Zahl 
setzt,  die  dem  Innern 
oder  dem  Rande  Ton 
APQ  angehört.  In 
der  That  wird,  wenn 
man  für  a  grosse 
Zahlen  nimmt,  der 
Nenner  nnr  dann 
Null,  wenn  nahezu 
5*  =  —  a*,  also  z  nahe  der  Axe  des  Imaginären,  also  zwischen  AP 
und  dieser  Axe  liegt.  Daher  kann  man  statt  über  AP  aueh  über 
AQ  und  OP  integriren.  Das  Integral  über  QP  wird  mit  wachsen- 
dem p  unendlich  klein,  es  bleibt  also  für  p  =  tx;  nur  das  Integral 
nach  z  von  0  bis  p  übrig. 

Die  Ausführung  der  Integration  giebt  +iyiT,  wenn  T  mit  po- 
sitivem reellen  Theile  genommen  wird.  Geht  man  von  den  er- 
zeugenden Functionen  auf  die  erzeugten  über,  so  erhält  man  un- 
mittelbar den  zu  beweisenden  Satz. 

Ohne  Rechnung  findet  man  denselben  mit  Hülfe  einer  imagi- 
nären Substitution  im  §  38,  2.  Anmerk. 

§  26.  Auf  S.  127  wurde  eine  solche  Fortsetzung  von  Q  er- 
wähnt, welche  überall  (8)  genügt,  Ilei  der  man  auf  die  Gontinuität 
in  den  beiden  Punkten  J?  =  +1 ;  ausserdem  auf  die  Einwerthigkeit 
verzichtet.  Diese  Function  soll  hier  untersucht  werden*).  Sie  ist 
völlig  bestimmt  und  werde  durch  q^^^x)  bezeichnet 

Abel**)  hat  eine  Methode  angegeben,  die  sich  allerdings  im 


*)  AU)  die  crs^te  Auflage  dc8  Handbuchs  erschien,  wnren  die  allgemeinen  Unter- 
buchungen  über  lineare  Differentialgleichungen,  wie  man  sie  bei  Herrn  Fuchs  findet, 
noch  nicht  bekannt«  und  ich  bediente  mich  zur  Ableitung  der  Resultate  solcher 
Methoden,  die  sich  zunächst  auf  die  zweite  Ordnung  bezogen«  und  die  besonders 
leicht  zum  Ziele  führen,  weil  eine  von  den  particulärcn  Losungen  eine  ganze  Func- 
tion wird.  Dieser  Umstaind  veranlasst  mich,  dieses  Mal  die  specicllcn  Untersuchun- 
gen des  frühereu  §  31  zu  wiederholen,  anstatt  auf  die  allgemeinen  jetzt  bekannten 
Sätze  zu  verweisen. 

••)    Grelle«  Journal  f.  Math    Bd   II,  S   22:  Uebcr  einige  bestimmte  Integrale. 


§26,  19.  Kugelfunction  zweiter  Art.  ^  137 

wesentlichen  bei  Euler *)  findet,   welche  man   mit  Vortheil  ange- 
wandt bat,  nm  durch  ein  gegebenes  Integral  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichnng  zweiter  Ordnung  eine  zweite  Lösung  auszudrücken. 
Ist  «  irgend  ein  Integml  von  (8) 

(fl)  ...     (i~x*)d^z—2xdzdz^n(n  \  l)zdx'  =^  0, 

der  auch  P"  gentigt,  so  dass  man  auch  hat 

(b)  ...    (1  -  x')d'P  -  2xdrdx  -i  N(n  \  \)Hdx'  =-  0, 
80  ergiebt  sich,  indem  man  00-'*"  Wz  bildet, 

(l—x')d(Pdz—zdP)~2x(Hdz-zdP)dx  --^  0, 
also,  wenn  A  eine  Constante  bezeichnet 

(x'-\)(Pdz—zdP)=:hdx, 
und  endlich,  nach  Division  durch  P''  und  darauf  folgende  Integration 

Hier  soll  z  das  Integral  sein ,  auf  dessen  Verfolgung  es  allein  an- 
kommt, welches  so  lange  t ICx>  1  bleibt,  mit  Q'' {x)  übereinstimmt; 
dann  muss  man  ^x  x  =■  -x,  haben  (§  22) 

Ent¥nckelt  man  das  mittlere  Glied  nach  absteigenden  Potenzen 
von  X,  so  ergiebt  sich  ä  =  —  1;  es  zeigt  sich,  dass  dies  Integral  z 
die  gesuchte  Function  q  sei,  so  dass  man  erhält 

^      (^'-l)(K(.r))' 

EHe  Function  unter  dem  Integrale  wird  nämlich  nur  unstetig  fllr 
X  =  Hhl    und  d?  =  a,  /?,  etc.,   wenn  durch  diese  Buchstaben   die 

Wurzeln  der  Gleichung  f "(a?)  =  0  bezeichnet  werden,  die  nach 
§  7  und  12  sämmtlich  reell,  kleiner  als  1  und  verschieden  sind. 
Durch  Zerlegung  in  Partialbrüche  nimmt  sie  die  Form  an 

(x-a)'^  x-CL  '  x—\  ^ x-yV 
wenn  die  Summenzeichen  ^  sich  auf  alle  Wurzeln  a,  //,  etc.  von 
P^(x)=0  beziehen.  F.s  ist  wesentlich,  dass  jedes  A  Null  wird 
(s.  u.);  daher  stammt  es  nämlich,  dass  die  Q  den  Logarithmus  zwar 
von  den  Factoren  x±  1 ,  aber  nicht  der  anderen  Factoren  im 
Nenner  enthalten.    Auf  einem  ähnliclien  Umstände  beruht  es,  dass 

♦)    InifUtutiuucs  calculi  integralis,  Vol.  II.  {Sectio  1    Caj».  IV,  Problciuji  104. 


138  I.  Theil.     Drittes  Kapitel.  §  26,  19. 

in  allgemeineren  Functionen,  den  Lame'schen  F,  die  im  §  100  auf- 
treten, nur  elliptische  Integrale  der  ernten  und  zweiten,  aber  nicht 
der  dritten  Gattung  vorkommen. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  setze  man 

und  hat  dann 

a  ■=  q>(a)      A  =  y'(^)      ^  =  i       €=—,]. 
Die  ersten  beiden  Differentialquotienten  von  l^'*\x)  nach  x  werden 
durch  P'  und  P"  bezeichnet;  dann  ist  zunächst 

Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  den  Logarithmus  von  (p(x)  und  diffe- 
rentiirt  darauf,  so  entsteht 

2q>(x) ""       x'-l'^x-a       PQc)  ' 

Für  X  =  a  bleibt  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  endlich  und 
bestimmt,  während  die  Summe  des  zweiten  und  dritten  die  unbe- 
stimmte Form  g  annimmt.  Die  erste  Differentiation  des  Zählers 
und  Nenners  giebt  als  Werth  des  Ausdrucks 

(« -5)P'(x)  _ 

also  wiederum  S>  während  die  zweite 

liefert.  Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  ein  und  bringt 
die  rechte  Seite  auf  gleiche  Benennung,  so  entsteht 

•>g>  (a)  ~  2  (o  ^  - 1 )  '"  (a)   '  '  ' 

die  rechte  Seite,  also  auch  <p'{a)  also  A  ist  nach  (8)  gleich  Null. 
Man  erhält  daher 

Das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  ganze 
^^lnctiou  von  x  des  Grades  n — 1;  wir  bezeichnen  es  mit  — ^''(•r)  und 
setzen  daher 

P\x)2     ""      -  -Z^"Vx). 

^         X—  o  ^ 


§  26,  20.  Kügelfunction  zweiter  Art.  139 

Somit  wird  diejenige  Lösung  von  (8),  welche  in  der  gan- 
zen Ebene  mit  Ausnahme  der  Punkte  x  =  +\  endlich  und 
stetig  bleibt 

(20)  . . .     7^->(j:)  =  iP^-^(x)log  ^-^-J-Z^-^x), 

wenn  der  Logarithmus  durch  die  Gleichung  definirt  ist 

(20,«)    ...    ilogf tl  =/' ^,^_. 

wobei  die  Integration  auf  dem  zurückgelegten  Wege  auszuführen  ist. 

Geht  man  mit  dem  Werthe  q'*(x)==0  für  x  =^  x>  aus,  so 
stimmt  9"(x)  so  lange  mit  Q'^ix)  genau  übereiu,  als  der  Weg  nicht 
den  früheren  Querschnitt  trifft.  Wir  erhalten  dadurch  im  §  27  eine 
dritte  Art  der  Darstellung  von  Q"  selbst. 

Die  Function  Z  ist  dieselbe,  welche  schon  S.  96  auftrat ;  ihre 
dort  gegebene  einfache  Form  findet  man,  indem  man  in  (8)  für  z 
den  Ausdruck  q  aus  (20)  einsetzt;  der  Factor  des  Logarithmus  im 
Resultate  der  Substitution  ist  dann  Null,  und  es  bleibt  zur  Be- 
stimmung von  Z"  die  Gleichung 

(c)  ...     d{(l—x')dZ'')  +  n(n+l)Z''dx'  =  2dP\x)dx, 
deren  rechte  Seite  sich  nach  (16,  a)  in  das  Produkt  aus  dx  und 

2(2fi— l)/^**  '^  +  2(2/«-r>)/^'*-'^  +  2(2«— 9)^^"  '^-|  ... 

verwandelt.  Setzt  man  für  die  Function  n — r*""  Grades  Z*  eine 
Somme  von  Kugelfunctionen 

z\x)  =  :^iur  '(x), 

die  Summation  von  v  =  1  bis  n  oder  n — 1  ausgeführt,  in  (c)  ein 
und  reducirt,  so  wird 

2vC2h  —  v  f  1)«^  P'""  ---  2:^C2h—2v  \-\)P''-'''  ^'^ 
also  a, ,  a^ ,  a^ ,  etc.  zu  Null  und 

^        2«  — 2v  +  l 
^''"'  ~  ~(2»'-l)(«+l— 0  ' 
man  hat  also  den  Ausdruck  von  Z  auf  S.  96  gefunden. 

Da  log(a?  +  1)— log(x— 1)  beim  Umkreisen  der  Punkte  11 
resp.  — 1  in  positiver  Richtung  (d.  h.  in  einer  solchen,  dass  <lie 
positive  reelle  Axe  nach  einer  Drehung  von  W  in  die  positiv  ima- 
ginäre gelangt)  um  —2in  resp.  2i7i  zunimmt,  so  findet  man  den 
Satz:    Die  verschiedenen  Werthe,   welche  q^x)   in   dem- 


./■ 
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selben  Punkte  annimmt,  unterscheiden  sich  unterein- 
ander nur  um  ganze  Vielfache  von  mP\x).  Man  kann  den 
Weg  immer  so  wählen,  dass  q^x)  bei  Zurückkehren  des  Punktes  x 
an  eine  frühere  Stelle  um  ein  beliebig  gegebenes  positives  oder 
negatives  Violfaches  von  mP"(a;)  Jzugenommeu  hat. 

§  27.  Der  Logarithmus,  welcher  durch  (20,  a)  definirt  wird, 
ist  ein  solcher,  dass  der  imaginäre  Theil  desselben  so  lange  zwischen 
—  in  und  irr  liegt,  als  x  den  früheren  Querschnitt  nicht  über- 
schreitet. 

In  der  That  kann  man  statt 

*    dx 
x'--l  ' 

wenn  nur  x  bei  <ler  Integration  von  x  =  a-\-bi  den  Querschnitt 
nicht  überschreitet,  die  Summe  der  beiden  Integrale  derselben 
Function  nehmen  erstens  auf  der  Geraden  von  a-\-bi  bis  :k;4W, 
und  zweitens  auf  der  Geraden,  die  parallel  der  Axe  des  Imaginären 
läuft,  von  oc-f6t  bis  oc;  das  letztere  Integral  ist  offenbar  Null, 
das  erstere  gleich 

/•«+/^i    dx      _       /**/         1 ^1    \ 

J         x'~f  ■"  U    VV~l+"6i        x  +  i+biJ 

n  }  hi  tt 

Der  imaginäre  Theil  hiervon  wird  gleich 

rt— I 
hat  daher  das  Zeichen  von  —6  und  ist  kleiner  als  \7w.  Verbindet 
man  hiermit  die  Bemerkung  ^im  vorigen  Paragraphen  über  die 
Gleichheit  der  Werthe  von  q  und  Q  ehe  x  den  Querschnitt  trifft, 
so  findet  man,  dass  0,  wenn  x  nicht  im  Querschnitte  liegt,  durch 
die  Gleichung  (17,  r)  auf  S.  96  ausgedrückt  wird,  wo  man  den- 
jenigen Logarithmus  zu  nehmen  hat,  dessen  imaginärer  Theil  der 
möglich  kleinste,  d.  h.  der  zwischen  —inP'ix)  und  inP'^x)  lie- 
gende ist. 

Die  Function  Q  im  Querschnitte  ergiebt  sich  nach  der  De- 
finition des  §  22  auf  S.  128  aus  dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden 
Werthe  von  i  iog(x+l)— ilog(j;— 1),  wenn  man  a:+0.t  und  «— O.i 
für  X  setzt,  wo  x  =^  cosö  reell  und  kleiner  als  1  ist.  Dieses  Mittel 
wird,  nach  dem  Anfange  dieses  Paragraphen,  gleich  dem  reellen 
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Werthe 

14-x 
*'^S-i — :^  =  logcotaugiÖ. 

1  —  X 

Zum  Sciüuss  sldle  ich  hier  die  hauptsächlichen  Resultate  zusammen,  welche 
in  «len  beiden  letzten  Paragraphen  gewonnen  wurden. 

Dieselbe  Function  ^''(j;),  welche  als  Reihe  durch  (18)  und 
(18,  a),  als  Integral  durch  (19)  und  (19,  a)  doHnirt  war,  findet  man 
auch  drittens  durch  die  Gleichungen 

(20.  6)  . . .     Z»  =  ^^^-  P^-'ix)  +  ^^^F-^(x)  +  .  .,    . 
(20.  c)  ...     (Tix)  =  iF"(x)loK^^-J  -r(a.), 
(20.  d)...     Q\x)  =  ii^ («) log -I ±.*  —  r (x), 

I  —  X 

von  denen  für  Q  die  letztere  anzuwenden  ist,  wenn  der  Punkt  x 
im  Querschnitte  liegt,  die  vorhergehende  in  deu  übrigen  Fällen. 
Der  Logarithmus  ist  so  zu  nehmen,  dass  der  Modulus  seines  ima- 
ginären Theiles  möglichst  klein  wird. 

Die  auch  im  Querschnitte  continuirliche,  nur  für  x  =- +i  dis- 
coQtinairliche  melirwerihige  Function  q  ist,  je  nacli  dem  Woge,  den  man  ein- 
schlägt, um  zu  dem  Punkte  x  zu  gelangen,  erstens  wenn  x  nicht  im  Quer- 
schnitte liegt,  gleich  Q  oder  dieser  vermehrt  um  jedes  positive  oder  negative 
ganze  Vielfache  fon  inP;  zweitens  wenn  x  im  Querschnitte  liegt,  gleich 

oder  dieses  vermehrt  um  jedes  positive  oder  negative  ganze  Vielfache  von  ittP. 
§  28.  Eine  mit  der  vorhergehenden  eng  zusammenhängende 
neue  Form  für  die  Kogelfunetion  zweiter  Art  bat  Herr  F.  E.  Neu- 
mann (Königsberg)  gegeben*).  Man  findet  dieselbe,  indem  man 
in  der  Gleich.  (11)  auf  S.  78 

(x-yr^  =  S(2n  +  l)r(y)0''(x) 
den  CoefGcienten  von   P''(y),  also  (2ii  +  l)0'*(a:)  vermittelst  (9,  a) 
auf  S.  67  durch  ein    Integral  ausdrückt     So    erhält   man  Neu- 
mann's  Integral 

(21)...   Q'(^)  =  ifp'(y)/^-- 

Wegen  der  Voraussetzungen,  welche  der  Ableitung  zu  Grunde 

^    Grelle,  Journal  t  Math.  Bd.  37,  S.  24:    Ueber  eine  Entwickelang  der  in 
elliptischen    Coordinaten    aasgedriickten    reciproken   Entfernung    zweier    Punkte    in 

Reihen,  welche  nach  den  Laplace*Hcben  Y^  fortschreiten,  und  Anwendung  dieser 
Reiben  zur  Bestimmung  des  mngnetiscbcn  Zustanden  eines  KotationsellipHoids.  welcher 
«lurch  vertheilende  Kräfte  erregt  ist. 
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liegen  (§  13),  bedarf  die  Gleichung  einer  Verificatiou.  Man  zeigt 
leicht,  da8B  das  Integral  bis  an  den  Querschnitt  einwerthig  und 
stetig  ist  und  (8)  gentigt,  ferner  mit  a?*»-»-'  multiplicirt  für  ar  =  3c 
die  vorgeschriebene  Constante  giebt.  Daher  gilt  (21)  so  lange 
c/^f  <1.  Die  Function  im  Querschnitt  erhält  man  aus  (21)  ver- 
mittelst der  Wertho  am  Uferrande.     S.  u. 

Der  Uebergang  von  der  Form  (21)  ftlr  Q  auf  (20)  geschieht 
dadurch,  dass  man  (21)  in 

■(.,...  o-(.)=-!/^M=m.,^,^„/-^._ 

umwandelt.    Das  letzte  Glied  der  Rechten  ist 

iP"(x)(log(a--f-l)-log(a:~l)), 
während  das  erste,  das  Integral  von  einer  ganzen  Function  von  x 
und  y  vom  Grade  «  — 1,  selbst  eine  ganze  Function  von  x  vom 
Grade  n  — 1  wird.  Der  obige  Logarithmus,  obgleich  anders  definirt 
als  der  des  §  27,  ist  wiederum  ein  solcher,  bei  welchem  der  Mo- 
dulus  des  imaginären  Tbeils  unter  n  liegt.  In  derThat,  setzt  man 
j?  =  a  4-  6t,  so  wird  der  imaginäre  Theil  von 

^  x  —  \      J     X'-y      J     a'\'b%—'y^ 

augenscheinlich  zwischen  — n\  und  m  liegen.  Die  Gleichung  (a) 
mit  (20,  r)  verglichen,  giebt  einen  neuen  Ausdruck  für  Z,  nämlich 

(21,  a)  ...    ir^\  P-IMr-J'^y-- dx. 

^  J  X — y 

Ein  Integral  von  der  Form  (21)  kommt  schon  in  Gauss  Me- 
thodus  nova  integr.  val.  per  approx.  inven.  §  8  vor.  Dort  wird  sein 
Werth  fllr  ein  solches  x  betrachtet,  welches  eine  Wurzel  von 
P"(jr)  =  0  ist;  wie  aus  (21,  a)  hervorgeht,  stimmt  es  dann  mit 
—  Z"  tiberein. 

Von  der  Formel  (21)  gelangt  man  zu  der  früher  schon  ge- 
wonnenen Reihe  fUr  0*.  Man  findet,  jfC{x)  >  1  vorausgesetzt, 
die  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geordnete  Reibe  (12)  zu- 
nächst in  der  Form  einer  Summe  von  y  =  0  bis  oo  nämlich 


Q\x)  =  \2x-y-'f' r(y)y- dy. 


—1 
So  lange  v  kleiner  als  n  ist,  verschwindet  das  betreffende  Glied  in 
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der  Summe,  ßo  dass  die  Reihe  erst  mit  der  —w  — l"*"  Potenz  von 
X  beginnt,  die  Coefficienten  der  übrigen  Glieder  ergeben  sich 
aus  (10). 

Ein  grösseres  Interesse  nimmt  das  Verfahren  in  Anspruch,  ver- 
mittelst dessen  man  aus  (21)  die  Reihe  (18)  gewinnt.  Dazu  setzt 
man  cosd  für  y  und  flihrt  wieder  ^  statt  x  ein  durch  die  Gleichungen 

2x  =  ^-^  +  ^,    2  )V~  1  =  |-^  - 1 
Hierdurch  erhält  man 


also  die  Entwickelung 

0\x)  =  J  J"  /  V(co8Ö)siut'örfÖ. 

Führt  man  die  Integration  vermittelst  (15, 6)  auf  S.  89  aus,  so  giebt 
die  reehte  Seite  die  Reihe  (18). 

Anmerk.    Des  gleichen  Verfahrens  kann  man  sich  bedienen, 
um  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Werthe  von 

V     a-y 

an  dem  Uferrande  des  Querschnitts  zu  finden.    Es  wird  nach  Ein- 
führung von  ^  das  Integral  gleich 


"-        « 


also  das  Mittel  im  Querschnitt  {x  =co8d) 

2  (I  cos  Ö  +  ^  cos  3Ö  -f  i  ci)s  5Ö  +  •  •  • ), 

d.  b.  die  reelle  Grösse 

Dieselbe  Methode  lässl  sich  anwenden,  um  die  DilTereutialgleich.  der 
hypergeomelrischeu  Reihe  durch  eine  Reihe  zu  lösen,  die  niclit  nur,  wie 
F(a, /?,  y.  dj),  so  lange  convergirl  wie  ^fCx -<.  1.  evenluell  auch  noch  wenn 
^f[x  '=^  1  ,  sondern  welche  in  der  ganzen  Ebene  oder  doch  nur  mit  Aus- 
nahme von  einzelnen  Linien  und  nicht  von  Flächenstücken  endlich  und  ein- 
liMitig  bleibt.  Zur  weiteren  Ausfülmmg  bedient  man  sich  der  Gleich,  (fr)  auf 
S.  131 


0 


wobei  ß  und  y — f^  positiv  vorausgesetzt  werden  müssen,  wenn  man. 
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wie  es  hier  geschehen  soll,  für  die  Integralion  den  reellen  Weg  von  0  bis  1 
vorschreibt.  Dieses  Integral  genügt  der  DifTerentialgleich.  nach  x  und  hat  einen 
endlichen  VVerth,  wenigstens  so  lange  nicht  x  positiv  reell  und  zugleich  grosser 
als  Ir-ist. 

Dies  Integral  wird  in  eine  Potenzreihe  verwandelt,  welche  in  demselben 
Umfange  eine  Lösung  der  DifTerentialgleich.  gieht  wie  das  Integral  seihst.  Setzt 
man  nämlich 

und  nimmt  (JC^  <I  1,  so  werden  durch  z  alle  Punkte,  welche  nicht  auf  der 
positiven  Axe  des  Reellen  zwischen  o?  =  1  und  x  =  oo  liegen,  auf  das  Innere 
des  Einheitskreises  abgebildet.     Die  Substitution  in  das  Integral  ergiebt  aber 

F(.  Ä  V  .W       71  (y-  1)(1+^)^-       r  uß-^(i-u)r'ft-^du 
t[^a.p,y,x)-  iZ(/^-l)/I(y-/?-l)y    [1  +  2ä(1-2w)  +  ä*]« 

Die  — a***  Potenz  unter  dem  Integrale  lässt  sich  in  eine  nach  z  aufsteigende 
Reihe  entwickeln,  die  convergirl,  da  ci('{z)  <C  1.    Durch  ein  Verfahren,  welches 

ß 

ilem  ganz  ähnlich  ist,  durch  welches  P  (cosd)  im  §  5  nach  Potenzen  von  sin  ^ 

entwickelt  wurde  (M.  vergl.  (49,  c)  im  §  69),  kann  man  auch  hier  den 
CoefTicienten  jeder  Potenz  von  2,  welcher  eine  Function  von  1  —  "lu  ist,  nach 
Potenzen  von  u  entwickeln  imd  Pmdet  so 


« 


wenn  man  setzt 


F(a,  /?,  y,  x)=={\  +  zf^  j;  Uy  z\ 

,'rrll 


j;   ^ JT(2a4-»'-l)/T(y-l) 


/ 


A7y/I(2a~l)/I(/y-l)iT(y— /^— 1) 
'tt^-'(l— M)y-/»-»F(— y,  2a  +  v,  a+f  u)du. 


(I 

Man  hat  also  den  Satz: 

Dasjenige  Integral  der  Differentialgleichung  für  die  hyper- 
geometrische Reihe,  welches  durch  F(a, /?,  y,  a?)  ausgedrückt  wird 
so  lange  t/ii{pß)<i  1»  lässt  sich  für  alle  Punkte  x  der  Ebene  mit 
Ausnahme  derjenigen,  welche  auf  der  Axe  des  Reellen  zwischen 
1   und  'X)  liegen,  durch 

(1  +  a)'«  j;  UyZ\       zi  +  J5-*  =  2a?-ft 

darstellen,  wenn  z  so  bestimmt  wird,  dass  c/^z  <;  1. 

Diese  Darstellung  hat  denselben  Umfang,  wie  die  durch  die  Keltenbrüche 
von  Gauss.  Wenn  auch  ß  oder  y — ß  nicht  positiv  sind,  so  lässt  F(^a,ßty^x) 
sich  deimoch  mit  Hülfe  zweier  derartigen  Reihen  darstellen,  da  diese  Function 
in  die  Form  gebracht  werden  kann 

AF(a -\-  «—1,  ß^n,y+  2w— 1,  x)+BF(a+  n,ß  +  n,  y  +  2n,  x), 

wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl    bezeichnet   und    A  und  B  ganze  Functionen 
von  x  sind. 

Die  Gleichungen  (21)  hat  Jacobi  wesentlich  erweitert,  indem 
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er  sie*)  im  56.  Bande  von  Borchardt's  Journal  §2  ganz  allgemein 
auf  solche  Differentialgleichungen  tthertrug,  deren  Integrale  hyper- 
geometrische  Reihen  sind. 

Die  Buchstaben  p  und  q  werden  gewählt,  um  Functionen  zu  bezeiclinen,  welche 
die  Verallgemeinerung  von  P  und  Q  vorstellen  sollen.  Es  möge  nun  z  =  p(x) 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung  für  die  Reihe  F{a,ß^yyX),  nämlich  von 

vorstellen.     Unten  wird  bewiesen,  dass 
(21,  6)  . . .     q(a:)  =  x^-Y(i-x)r'--/f'  y'''^^-J^.^-p(y)dy 

9  y 

eine  zweite  Lösung  ist,  wenn  die  Integration  auf  reellem  Wege  ausgeHihrt 
wird,  und  g  und  h  irgend  zwei  von  den  (irenzen  0,  1,  Hhoc  sind,  zwischen 
denen  das  faite^^l  einen  Werth  behält,  vorausgesetzt  dass 

(21.  c) . . .  j,r(i_y)»4-/»+.-r.^:z^h:£öO 

für  die  Werthe  y  ==  g  und  y  =  h  verschwindet.  Es  existirt  ein  noch  all- 
gemeinerer Satz  für  ein  Integral,  welches  im  Nenner  statt  der  ersten  Potenz 
von  X  —  y  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene  enthalt. 

Setzt  man  im  besondem  Falle  für  )f(x)  eine  ganze  Function  von  x,  d.  h. 
eine  hypergeometrische  Reihe,  deren  erstes  Element  a  eine  negative  ganze  Zahl 
ist,  so  folgt  hieraus  unmittelbar 

(21.  d)  . . .    xr-\i-xy+ß-Y.q(x)  =  pix)f  yr-\l  -yy+ß-y-^- -g. 

»/  X V 


•A.         -  -  ^ 


9  ^ 

Es  wird  also  j,  ähnlich  wie  früher  Z,  eine  ganze  Function  von  rr,  vom 
Grade  — a — 1,  und  die  Stelle  des  Logarithmus  in  der  specielleren  Gleichung, 
welcher  dort  Factor  von  )f(x)  ist,  nimmt  hier  eine  hypergeometrische  Reihe 
ein,  die,  wenn  z.B.  ^  =  0,  A=  1  ist,  ab  erstes  Element  1  hat  und 
gleich  wird 

Dieses  Resultat  tritt  in  seiner  Beziehung  zu  den  Kettenbrüchen  noch  einmal, 
im  5.  Kapitel,  auf.  Im  §  35  wird  sich  zeigen,  wie  in  diesem  Falle  der  Aus- 
druck von  q  sich  vereinfacht. 

Um  zu  beweisen,  dass  q  in  (21,  6)  derselben  DiiTerentialglcichung  wie  p 
genügt,  setze  man 

t)  =  ««-*(1  — aj>»+*-^(y  — o:)-«, 

und  bat  dann  die  Identität 

y(*-y)5^+(ft-cy)^y-+«(«+i-c)r  =  a^,-^---^. 

*)    Untersnchnngen  über  die  Differentialgleichung  der  hypergeometriscben  Reihe. 
Hein«,  Theorit  der  Kagelfonctionen.    2.  Aafl.  \Q 


^ 

} 
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die    man   auch    Euler 's    Untersuchungen    im    zweiten   Bande  der  Institutiones 
calc.  integr.    Vol.  II.,  Sect.  I.,  Cap.  X.  entnehmen  konnte. 
Indem  man 

a  =  l,     ft  =  2— y,     c  =  S  —  a—ß 

setzt,  wird  die  Dilferentinlgleichung  von  z  durch  Multiplikation  mit  f)  auf 
die  Form 

gebracht.  Integi-irt  man  nach  x  zwischen  g  und  h,  so  verwandelt  eine  zwei- 
malige Integration  durch  Theile  die  linke  Seite  in  die  Summe  eines  Ausdrucks, 
welcher  frei  von  dem  Integralzeichen  wird,  —  demselben  (21,  c).  von  dem 
oben  verlangt  wurde,  er  solle  an  den  Grenzen  g  und  h  verschwinden  —  und 
des  zweiten  Summanden 

J      dx  ^     y — X     ^ 
den  man  durch  die  obige  identische  Gleichung  umformt.     Setzt  man   noch   ^ 

für  fvzdx^  so  wird 

y(l-yK?+(2-y-(3-o  -/»)y)dCrfy-(l-oXl-/»)Crfy'  =  0; 
eine  einfache  Reclmung  zeigt,  dass 

nach  Vertauschung  von  y  mit  x^  dass  also  q  wirklich  derselben  Differential- 
gleichung wie  z  genügt. 

Aehnliche  Untersuchungen  über  die  Darstellung  einer  zweiten  Lösung, 
wenn  die  erste  gegeben  ist,  findet  man  im  II.  Theile  §  101  und  im  111.  Theile 
§131. 

§  29.  Im  §  5  wurden  mehrere  Reihen  ftlr  F"  zusammenge- 
stellt; während  die  Ableitung  einer  jeden  von  ihnen  nach  einer 
besonderen  Methode  erfolgte,  so  ergeben  sie  sich  nach  den  gewöhn- 
lichen Regeln  aus  Gleich.  (8),  in  welcher  die  unabhängige  Veränder- 
liche X  oder  cos0  mit  sind,  cosjd,  tangjd,  etc.  yertauscht  wird. 
Dies  findet  keine  Anwendung  auf  die  Reihe  (Jf)  des  §  5,  deren 
Differentialquotient  nicht  mit  der  Summe  der  Differentialquotienten 
aus  den  einzelnen  Gliedern  yertauscht  werden  darf. 

Die  Integration  von  (8)  giebt  zugleich  ähnliche  Reihen  für  Q, 
von  denen  hier  einige  mitgetheilt  werden  sollen.  Um  die  Werthe 
der  Integrations  -  Constanten  zu  bestimmen  yergleicht  man  die  Lo- 
sungen, welche  man  hier  findet,  mit  den  früher  gefundenen,  welche 
Q  für  alle  Werthe  von  x  darstellen. 

a)  Entwickelt  man  das  Integral  der  Gleichung 

(1  —  a?')  d'»  —  2a?(f2;  (te  +  n(n +1)5  £te»  =  0 
nach  dem  S.  126  angegebenen  Verfahren  in  eine  nach  Potenzen 
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Ton  X  aufsteigende  Reihe,  so  wird  der  Exponent  a  der  niedrig- 
sten Potenz  von  x  durch  die  Gleichung  a(a— 1)  =  0  gegeben,  hat 
also  die  swei  Werthe  0  und  1.    Femer  wird 

—  (n  — g  —  2y)(n  +  a  +  2v  + 1) 

02.4  2  -       O^y       (--^-  23,  ^  1  )(«^  2v  +  2)       ' 

daher  das  allgemeine  Integral 

wenn  a  und  6  willkürliche  Constante  und  M  und  iV  die  hyper- 
geometrischen Reihen  bezeichnen 

^_l n(n+l)^  _n(n-2)(n+l)(iHh3)__ 

1.2              "^  "      1.2.3.4 

jV-^       (n-l)(n  +  2)           (n^l)(n-3)(n  +  2)(«  +  4)    . 
^-"^ 2.3     ""^+ 2.3.4:5—  ^— •• 

Von  diesen  bricht  eine  bei  o^  ab,  die  erste  für  ein  gerades,  die 
zweite  für  ein  ungerades  it,  und  die  nicht  abbrechende  convergirt 
nur  wenn  Ä(a:)^l;  für  x  =  l  selbst  wird  sie  unendlich  (§17, 
No.  5,  S.  79).  Die  abbrechende  Reihe  muss  bis  auf  einen  con- 
stanten  Faktor  gleich  P  sein ;  durch  Vergleichung  der  Coefficienten 
der  höchsten  Potenz  von  x  \nP  mit  der  in  M  oder  JV  vorkommen- 
den findet  man  zunächst  fUr  P  die  Gleichung 

(22)...  f ,«)  =  (-l)'i^"-J>  <-  5,4-4,»-).  («=2') 

Die  Function  QT  im  Einheitskreise  muss  eine  lineare  Verbin- 
dung von  M  und  iV  sein,  die  bekannt  ist,  wenn  man  sie  nur  im 
Querschnitte  kennt.  Da  sie  dort  nach  (20,  d)  nur  ungerade  oder 
nur  gerade  Potenzen  von  x  enthält,  je  nachdem  n  =  2v  oder 
=  2^4-1 1  80  hat  sie  resp.  die  Form  bN  oder  aM.  Die  Constante 
a  resp.  6  bestimmt  man  als  Werth  von  Q(x)  resp.  Q{x)\x  für  ir=0 
(M.  vergl.  S.  133),  so  dass  man  schliesslich  erhält  so  lange 
Mx^l  für  ein  gerades  oder  ungerades  n  resp. 

(22, .) ...  0» = i-.  j|^«f(i=^ ,  » +2 , |.,.-)+4i.n») 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  x 

10* 
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auf  dem  positiveD   oder  negativen  Ufer  liegt ,   während  ftlr  einen 
Punkt  im  Querschnitt  selbst  der  imaginäre  Theil  fortfällt. 

b)  Um  P  und  Q  nach  Potenzen  von  q  =  ^0?'— 1  zu  entwickeln, 
bedient  man  sich  der  Form  (c)  im  §  12.  Entwickelt  man  nach 
absteigenden  Potenzen  von  q,  so  erhält  man  ohne  Schwierig- 
keit die  Formeln 

c)  Entwickelt  man  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  Qj  so  wird 
der  Exponent  a  der  niedrigsten  Potenz  von  q  (S.  126)  durch  die 
Gleichung  aa  =  0  gegeben  und  daher  eine  erste  Lösung 

*=F(-iii,i(n  +  l),l,-?'). 
Da  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  ftlr  a  hier  einander 
gleich,  nämlich  beide  Null  sind,  so  nimmt  eine  zweite  Lösung  nach 
den  Prinzipien  fllr  die  Integration  solcher  Gleichungen  *)  die  Form 
Üflog^+Ä^  aii?  wo  K  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  werden  kann. 
Durch  Einführung  von  1+a;  als  Veränderliche  statt  x  in  (8) 
erhält  man  ähnliche  Resultate.    M.  vergl.  §  51. 

§  30.  Die  Kugelfunction  zweiter  Art  lässt  sich,  ebenso  wie 
diejenige  erster  Art,  als  vielfacher  Diiferentialquotient  einer  ein- 
fachen Grösse  darstellen.    (M.  vergl.  §  6.) 

DifTerentiirt  man  nämlich  die  Gleichung  (8) 

(8)  ...  (l—x^d^:i ~  2xdzdx  +  n(n  +  l)&dx*  =  0 
ymal  nach  x  und  setzt  den  v**""  Differentialquotienten  von  s  nach 
X  gleich  z^^^j  so  entsteht  offenbar  die  Gleichung 
(23) ...  (1  -a?')dV»') -  2Cv+  l)xdz^^^dx+(n—vXn+v<^iy^^dx^  =  0. 
Beobachtet  man  die  Art,  wie  hier  die  Differentialgleichung  fftr  einen 
Werth  von  v  aus  der  für  den  vorhergehenden  entsteht,  so  bemerkt 
man,  dass  auch  aus  der  ähnlichen 

(23,o)...    (l—x^)dh,-\-2(v-l)xdzydx  +  (n-v+l){n+f)sirdx*  =  0 
durch  y  malige  Differentiation  nach  Xj  indem  man 

setzt,  sich  die  Differentialgleichung  für  Hy^u  und  hieraus,   durch 


*)    M.  vergl.  Eni  er 's  Integralrechnung  an  der  schon  oben  bezeichneten  SteUe; 
problema  123. 
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vmalige  Differentiation,  für  z^  od^r  «  selbst 

(1—x^dh  -  2xdzdx  +  w(ii  + 1>  dx'  =  0 
ableiten  lässt 

Die  allgemeinen  Integrale  z^^^  und  Zy  hängen  einfach 

zasammen*)*    Setzt  man  nämlich 


V 


in  die  betreffende  Differentialgleichung  ein,  so  genügt  das  eine  wie 
das  andere  Mal  y  derselben  Differentialgleichung 
(l-x'')d*y-2x(l-x')dydx+  \H(u-\-^)-m' -n(n  ^-\)x']ydx^  =  0, 
8o  dass  zwischen  den  allgemeinen  Integralen  s^^)  und  Zy  die  Glei- 
chung stattfindet 

(23,6)  ...     Zy==(x'^iy:i^'\ 

Wir  betrachten  zunächst  jede  der  Gleichungen  (23) 
and  (23,  a)  für  sich. 

§  31.    Für  V  =n  +  l  geht  die  letztere  in 

(l  —  x^)d^Zn^i'\-2tu:dZn^-idx  =  0 
Aber.    Sie  hat  das  Integral 

log-^^-  =  filog(a:'-l)+  const. 

Da  aber  dZn+i  =  ^ndx^  so  hat  man  unmittelbar  ein  Integral 

«i  =  (a?''-l)\ 

Ein  zweites  ergiebt  sich  aus  der  Methode  des  §  26  S.  137  gleich 

X 

und  damit  das  vollständige  Integral  z^,  aus  diesem  aber  durch 
n  —  y  fache  Differentiation  j5,,  nämlich  (Oi^v<«4-l) 

also  endlich  z^  oder  ;&  selbst 

Einerseits  ist  dies  das  Integral  von  (H),  andererseits  hat  es  die  Form 

bestimmt  man  die  Constanten  gehörig,  so  erhält  man  die  schon 
bekannte  Gleichung  (3)  für  P  und  eine  noch  nicht  im  Vorgehenden 
enthaltene  Form  für  Q,  nämlich 

*)  ^Grelle,  Joarnal  f.  Math.  Bd.  26,  S.  löä— 216,  Anmcrk.  1. 
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(3)  .  ..     ''V)  =  gr^^  ^»  . 

X 

wenn  ;r  nicht  im  Querschnitte  liegt. 

Bisher  wurde  Zy  betrachtet,  wenn  v<«+l,  wjlhrend  im  Fol- 
genden (§  47)  auch  die  Werthe  für  ein  grösseres  v  auftreten.  Wäh- 
rend man  aus  «n+i  durch  Differentiation  die  Functionen  mit 
kleinerem  Index  v  fand,  so  liefert  die  Integration  die  ^  mit 
grösserem  Index.  Fühi-t  man  eine  Function  ^  durch  die  Gleichung 
d}^=.Zydx  ein,  so^ zieht  man  aus  (23,  a),  dass  der  Differential- 
quotient nach  X  von 

Null,  dieser  Ausdnick  selbst  also  eine  Constante  sei.  Gelingt  es 
diese  zu  Null  zu  machen,  so  wird  zugleich  ^  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  für  Zy^i,  Man  ermittelt  diese  Constante,  indem 
man  für  x  einen  speciellen  Werth  x=^x  einsetzt;  ist  derselbe  so 
gewählt,  dass  für  ihn  (1 — x'^)zy^i  und  2vZy  verschwindet,  nimmt 
man  femer  für  ^  ein  solches  Integral  von  ^ydx^  welches  ftlr  x^% 
verschwindet,  so  ist  diese  Constante  Null.  Um  die  allgemeinen 
Formeln  noch  fUr  v=:0  anzuwenden,  muss  man  unter  2.1  den 
Differentialquotienten  von  ä^  oder  ä  nach  x  verstehen. 

Erstens  hat  man  eine  Lösung  ss^  =  P\x)\  nimmt  man  x  =  l, 
so  folgt  hieraus,  dass 

s,  ^ff'{x)dx 
1 
eine  Lösung  Zy  für  v  =  1  sei ;  setzt  man  nach  und  nach 

t  =  y  Sj  rfx,  t  =  A2  ^^^  •  •  •  7 
*i  1 

so  erhält  man  hieraus,  dass  für  jedes  ganze  positive  v  die 
Gleichung  (23,  a)  eine  particuläre  Lösung 

Zy  =  fP\x)  dx"" 
1 
besitzt,  wenn  bei  der  vfachen  Integration  jedes  Mal  von  a:  =  l 
an  integrirt  wird. 

Ist  V  ^  n,  so  kann  diese  Lösung  offenbar  mit 
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vertaascbt  werden,  ist  v>n  mit 


=ßx-'-\y 


Air 


ctr»^-' 


Zweitens  geht  man  von  der  Lösung  ;s  =  Q\x)  aus  und  setzt 
X  =  oo,  so  wird 

X 

nur  so  lange  ^v  x^  oo  verschwinden  und  die  Constante  zu  Null 
machen  als  v^n.  Für  ein  grösseres  v  findet  man  aber  auf  an- 
derem Wege,  wenn  y  =  «  +  1,  n  +  2,  w  +  3,  etc.  die  Lösungen  resp. 

^'  ''  ^  +  2«  +  3'  ""  '*'  2«  +  3'  ^  "^211  +  3+  (2«  +  3)(2ii+~5)"* 
Jede  Ton  diesen  Functionen  ist  selbstverständlich  das  Integral  der 
vorhergehenden  (mit  einem  Zahlfaktor  multiplicirt)  aber  nicht  von 
derselben  untern  Grenze  x  an ;  die  zu  einem  bestimmten  v  gehörige 
Function  ist  nach  x  vom  Grade  v — «  — 1,  Das  allgemeine  Gesetz 
für  diese  Lösungen  ergiebt  sich,  indem  man  die  Gleichung  (23,  a) 
durch  Reihen  integrirt,  die  nach  Potenzen  vcm  x  absteigen.  Man 
findet  dann  als  particuläre  Lösungen  zwei  hypergeometrische  Reihen, 
von  denen  die  erste  immer  eine  ganze  Function  von  x  ist,  die 
zweite  so  lange  •'>»•,  nur  die  zweite  besitzt  den  Grad  v  — «— 1. 
Man  hat  demnach  den 

LSatz.   Ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  (23,  a) 
{\-x'^d%-\'2(y-'\)xd7irdx-\-{n-v  +  \){n\-v)zydx^  ==^0 
ist  für  jede  Grösse  der  ganzen  positiven  Zahl  v  gleich 

V        2        '         2        '       2     "'xV 
War  y>fi,  so  ist  dies  eine  ganze  Function  von  a;;  wenn 
y^fi,  so  kann  man  statt  dieser  unendlichen  hypergeome- 
trischen Reihe,  welche  verlangen    würde,   dass  JCx>\^  für 
alle  Werthe  x  das  Integral 

1.3.5     (2«  +  l)./'>,(,)^. 

einführen.    Diese  particuläre  Lösung  heisse  ^^y^{x). 

II.  Satz.    Ein  anderes  particuläres  Integral  der  Glei- 
chung (23,  a)  ist  für  jede  Grösse   der   ganzen   positiven 
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Zahl  V 

So  lange  v—n,  stimmt  dieses  mit  der  ganzen  Function 

-•^      ''[^         2     '  2        '  2      'asV 

überein,  wenn  aber  v>n,  mit 

und  auch  mit 

Hier  ist  die  Constante  von  ^^"^  so  bestimmt,  dass  x~'*-''^i''\x){tliT 
X  =  00  gleich  1  wird. 

Beispiele. 

Für  n  =  0  findet  man  ^^J'Xx)  =  (x—iy. 

Für  «  =  2,  v  =  5  ist: 

^(2)  ^  n^J^po^Qj,)^^  =  ^T_  70?*  +  35j;i  +  35a;_562:(aj'+|). 
1 
§  32.    Wir  knüpfen  beim  Schluss  des  §  30  an  und  behandeln 
hier  die  Gleichung  (23).    Aus  dieser  findet  man  für  y  =  it 

(l-xOrfV")— 2(«+l)rfÄ(»)rfa;  =  0, 
folglich  fttr  a^«>  die  Gleichung 

*^^^  =  V     (?=1>hT  +  ^- 

Dieses  ist  zugleich  der  it*^  Difierentialquotient  von  2,  welches  die 
Form  hat 

z^an^)~\ßQ\x), 
so  dass  man  durch  eine  n fache  Integration,  wenn  man  die  Con- 
staunten  gehörig  bestimmt,   wiederum  die  Gleichung  findet,  welche 
schon  S.  81  angegeben  war 

(13)...     Q'-Xx)  =  2"  llnj    (-,-_iy.qT- 
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Das  allgemeine  Integral  ä^*"^  wird,  bo  lange  v<,n-{-l^  durch 
die  Gleichung  gegeben 

«...  ...=.. ^'^(^+,jto:^., 

wenn  aber  v>yi,  so  hat  dieser  Ausdruck  nur  eine  willkürliche 
Constante  ß.  Um  auch  für  diesen  Fall  eine  vollständige  Lösung 
zu  erhalten,  geht  man  von  der  Gleichung  (23)  aus,  die  sich  auf  den 
Fall  y  =  w+l  bezieht 

(l-a:VV'*+*)-2(«  +  2)d5(»^')dx-2(«  +  l)5(»+^)da:'=0, 
von  der,  wie  (13)  mit  (y)  verbunden  zeigt,   das  eine  Integral  ist 
(a;*— 1)-*-^   Nach  der  Methode  von  Abel  (§26)  ergiebt  sich  hier- 
aus eia  zweites  Integral  und  hieraus  das  allgemeine 


Der  v  — n  — 1**^  Diiferentialquotient  hiervon,  nach  x  genommen,  ist 
das  allgemeine  Integml  z^''^  wenn  v>h. 

Endlich  kann  man  auch  die  Gleichung  (23)  durch  zwei  Reihen 
integriren  und  erhält  schliesslich  die  Sätze,  welche  den  beiden  des 
vorigen  Paragraphen  entsprechen: 

III.  Satz.    Ein  particuläres  Integral  der  Gleichung 
(23)  ...  (l-x^dh^*'^-2{v  +l)dz^'')dx  +  (n--vXn+v  +  l)z(^'Ux'  ==0 
ist  für  jede  Grösse  der  ganzen  positiven  Zahl  v  gleich 
der  Function 

1.3.5...(«  +  1)    d^Q^%:) 
^     ^  '        n(n  4-  v)  dx^        ' 

welche  sich  auch,  wenn  c/^{x)>l^  mit 

V      2       '     "  2       '     2"    '  x^y 

vertauschen  lässt.    Dieselbe  Function  ist,  wenn  v'^n+lj 
gleich 

wenn  i'>«4-l>  gleich 

^       '  JI («  +  »-)  dx'  "-• 

Sie  heisst,  fttr  jede  Grösse  von  v,  ^ll{x\  und  man  hat 

a-.+.'M£iW(a.^  =  l      fttr    x  =  oo. 
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IV.  Satz.   Ein  zweites  particuläres  Integral  derselben 
Gleichung  ist,  so  lange  v:^n  die  ganze  Function 
7I(„  -»)        d'P^'^x)  _  W(«— v)  d'+^Ca;'-!)« 
1.3...(2n-l)       dx'       ~    J7(2m)  <**"+" 

-^n-y1f(       »-"  "-"-t      2n-l       1\ 

Wenn  aber  i'>n,  so  findet  man  ein  solches  gleich 

/I(v— n— 1)    da;»"-»-!    L^  ^       J    ^  ^       J 

und  dies  lässt  sich  auch  mit 

/      n—v         n—v—\         2w— 1     1  \ 

vertauschen.   Diese  Function,  welche  mit  a?»'"'' multiplicirt 
für  aj  =  cx)  in  1  übergeht,  soll  ^-yC«)  heissen. 

§  33.  Nachdem  s„  im  §  31  für  sich ,  im  §  32  darauf  »(•'>  ftlr 
sich  untersucht  worden  ist,  betrachten  wir  hier  die  aus  der  Glei- 
chung (23,  6)  S.  149  hervorgehenden  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  beiden  Functionen  bestehen.  Wenn  auch  die  erwähnte  Glei- 
chung zunächst  die  allgemeinen  Integrale  verbindet,  so  kann  man 
sie  doch  sogleich  auf  die  particulären  Lösungen  übertragen,  deren 
charakteristischen  Unterschiede  in  Bezug  auf  die  Werthe  von  x 
für  welche  sie  unendlich  oder  Null  werden  augenfällig  sind. 

Zunächst  erhält  man  aus  dem  ersten  und  dritten  Satze  die 
Gleichung 

{a)  ...    ^l(x)  =  (x^— ly £)!.,(a;); 
ferner  aus  dem  zweiten  und  vierten 

(6)  ...    %(x)^(x'-\y%%{x). 
Benutzt  man  die  Formen,  in  welche  die  Functionen  D  und  ^  ge- 
bracht sind,  so  erhält  man  aus  (a)  für  •'<fi+l 

(c)  ...    n{n  +  v)f^O^''\x)dx-  =  n{n-v){l-xy-^^^^^, 

X 

was  man  auch,  durch  Verbindung  mit  (13),  auf  die  Form  bringen  kann 
(rf)...     n{n  +  v)J  =  n{n-v).il-xrj   (ic:-iyM- 

X  X 

Wenn  aber  v>h^  so  erhält  man 
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(e)  X 'f("-^^-'    "  +  ^-^    ^«  +  3     1  \ 

[e)  ...    X         py       2        >        2        '      2      '  j;'>' 

Ferner  findet  man  aus  (6),  wenn  i'<»+l  resp.  v>«4-l 

(/•)...   n{n+ >) — ^^_^ —  =  n(n—v)  (x  -\y — ^+-y— 

(g)  ...   J  {V—x^dx"-" 

iT(v  +  ii)/I(v— 11— 1)   cte»'-»*-*  \>  ^        J     ^  ^       J 

Diesen  Formeln  kann  man  noch  solche  hinzufügen,  welche  auch 
Beziehungen  zwischen  den  hypergeometrischen  Reihen  enthalten, 
die  in  den  vier  Sätzen  vorkommen.  So  wird  z.  B.  die  wichtige 
Gleichung (/')  nach  dem  zweiten  und  vierten  Satz  durch  folgende 
Beziehung  ausgedruckt 

-l«      IJ^V         2     '  2        '  2     'x'/' 

welche  ein  ganz  specieller  Fall  der  Euler'schen  Glei- 
chung ist 

*•(«,  A  7,  ^)  =  (1  -  a^jy-*^   /? F(y  .-  a,  y  -  /9,  y,  o:). 
Hierdurch  zeigt   sich   zugleich   der   Charakter   der   übrigen  Glei- 
chungen, welche  man  aus  den  vier  Sätzen  durch  das  hier  ange- 
wandte Verfahren  erhält. 

Die  Gleichung  {f)  ist  von  Jacobi*)  gefunden,  der  auch 
später**)  (g)  abgeleitet  hat.  Gleichungen,  wie  die  unter  (c)  und 
(S)  gegebenen,  habe  ich  in  einer  Abhandlung  aus  der  Wärmetheorie 
nur  angedeutet***),  während  Herr  Bertramf)  die  in  denselben 
enthaltenen  Beziehungen  wirklich  entwickelt  hat. 

§  34.  Im  Anschluss  an  §  30  und  31  wird  hier  die  Formel 
von  Jacobi  (3, a)  für  sinm0  bewiesen,  welche  im  §  6  mitgetheilt 


*)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  2,  S.  225:  Ueber  eine  besondere  Gattung  etc. 
**)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  26,  S.  83:    Ueber  die  Entwicklung  etc. 
♦^    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  26,  Anmerk.  J,  Formel  22—24. 
f)    Jahresbericht  über  die  KOnigstädtischc  Kealschule.     Berlin  1855:  Theorie 
der  Kugelfaoctionen.    8.  9  und  11. 
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war   um   auf  die  Analogie   der  Kugelfunctionen   mit   den  Kreis- 
functionen  aufmerksam  zu  machen. 
Setzt  man 

5  =  sin  wo        a;  =  co8Ö        0<:ö<fr, 
80  ist  :&  ein  für  o;  =  1  verschwindendes  Integral  der  Gleichung 

die  durch  Einführung  von  x  für  0  in 

(a)  ...     (l-'X^dh  —  xdzdx  +  n^zdx*=^0    - 
ttbergeht.    (M.  vergl.  §  20,   S.  93.)    Zu  dieser  gelangt  man  durch 
y  malige  Differentiation  von  der  Gleichung  ausgehend 

{i—x')dX  +  (2v—l)xdZydx  +  (n'-'y')Srdx'  =  0, 
wenn  man  wieder  setzt  d^'Zy  =  zdx*'.    Für  v  =  u  ist  ein  Integral 
derselben  eine  Constante,  ein  anderes 

Zn-^J{\-X')    ^       dx, 

SO  dass  der  Gleichung  (a)  der  it*^  Differentialquotient  hiervon  also 

2n     1 

z  =— — ■ 


genügt.  Ohne  dass  man  ein  zweites  Integral  wirklich  ermittelt,  ist 
man  sicher,  dass  dasselbe  ftir  x^  1  nicht  verschwindet;  denn  das 
vorstehende  ist  (Ht  x  =  l  Null ,  während  das  allgemeine  Integral 
aßmn0~\-bco»n0  für  a;  =  0  nicht  Null  ist,  wenn  nicht  6  =  0.  Daher 
ist  jener  Werth  von  z  gleich  asinnd  und  es  bleibt  nur  noch  übrig, 
die  Constante  a  zu  bestimmen.  Dies  geschieht,  indem  man  durch 
j/i — x^  auf  beiden  Seiten  dividirt  und  a;  =  1  setzt ;  dadurch  ver- 
wandelt sich  die  eine  Seite  in  na,  und  es  kommt  nur  darauf  an, 
die  andere 


1        d»   >(1— a;') 


■  2~~ 


^l_a;«         dx*-' 

für  o;  =  1  einfach  auszudrücken.  Zerlegt  man  die  Potenz  in  das 
Produkt 

2n     I  2n     I 

und  wendet  die  bekannte  Foimel  für  die  wiederholte  Differentiation 
eines  Produktes  an,  so  ist  klar,  dass  auf  dieser  Seite  für  x=  1 
Alles  verschwindet  mit  Ausnahme  des  Gliedes 
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2«-l  7n    i 


(1  +  x)    ^         (f»-»(l-^ 


2 


1  5 


2«— 1 
2 


dieses  selbst  aber 

=  (-1)— M.3.5...(2fi-1) 

wird,  wodurch  die  Formel 

(,d,a;.,.         ^      -  1.3...(2«-1)  dx«-* 

bewiesen  ist. 

Jacobi  hat  diese  Gleichung  abgeleitet,  indem  er  sich  einer 
Formel  von  Laoroix  bediente,  um  direct  den  «  — 1*^"  Differential- 
qnotienten  zu  bilden.  Ich  benutzte  an  dieser  Stelle  eine  Arbeit  von 
Herrn  Liouville*). 

§  35.  Die  Methode,  deren  ich  mich  in  den  letzten  Paragraphen 
bediente,  kommt  wesentlich  auf  das  Verfahren  hinaus,  welches 
lyory  und  Legendre  anwandten,  um  Eigenschaften  der  P  aus 
der  Differentialgleichung  abzuleiten.  Das  Vorstehende  klärt  auch 
die  Andeutungen  auf,  welche  in  der  Bemerkung  zum  §  6  bei  Ge- 
legenheit der  Formel  von  Rodrigues  gemacht  wurden. 

Jacobi**)  hat  dies  Verfahren  verallgemeinert  und  auf 
die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  in  dem 
Falle  angewandt,  in  welchem  diese  eine  ganze  Function,  also  eines 
der  ersten  beiden  Elemente,  eine  negative  ganze  Zahl  — n  ist. 

Es  goiügt  z  =  F(a,  ß,  y,  x)  der  Gleichung 

Durch  y  malige  Differentiation  entsteht  hieraus,  wenn  z^*"^  wiederum  den  y*'" 
Differentialquotienten  bezeichnet 

<i-x) ~?  +  (y+»'-(a+/?+2v+  i)xy'^~  -(o+»X/»+  yy'^=o. 

Nachdem  man  zur  Abkürzung 

fi  =  a;y-»(l  ~  xy^ß-y,      q>  =  xi\—x) 

gesetzt  hat,  mulliplicire  man  die  vorstehende  Differentialgleichung  mit  jU^**,  wo- 
durch sie  in 


*)  Jonrnal  de  Math.  T.  VI:  Snr  une  foimule  de  M.  Jacobi,  p.  69. 
^    Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  56,  §3:  Unterauchunf^  über  die  DifTe- 
rentialgleichangen  der  hypergeometriBchen  Reihe. 
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Übergeht.  Macht  man  y  surcessive  gleich  0,  1,  2,  etc.,  so  eotsteheo  die  Glei- 
chungen 

aßfizdx  =  d(jitpz% 
{a-\-\)(ß-\-\)^(pz;dx  =  d{fiq>'z"), 
(a  +  2){ß  +  2)ii(p^z"dx  =  dlfAff'z"') 

so  dass  man  (ür  jedes  ganze  positive  v  erhall 
a(a  +  i),..{a  +  v—i).ß{ß  +  i).  .(/?+ v- 1)^5 dr»' =  d''(^y»' *(•')). 

Setzt  man  nun  ß  =  — n  und  macht  v  =  n,  so  wird,  wenn  man  noch  a 
mit  er  -|-  ft  vertauscht, 

(24)...  F(-„.«+«.y.x)=^^^-^-^";^  ^[--^''-d-«)--«-'']. 

Die  Gleichung  (21,  6)  auf  S.  145  im  §  28  lässt  sich  vermittelst  dieser 
Formel  vereinfaclien,  wenn  für  )f  eine  ganze  Function  von  x  gesetzt  wird.  Es 
sei  dieselbe 

p{x)  =  F(— 11.  a  4-  II,  y,  x). 

Macht  man  ^  =  0  und  A  =  1,  so  wird  ein  zweites  Integral 

q(x)  =  xr-^i~x)r-<'f'-^~[y'+r-'(i-y)'i-r]^. 

Ist  n  so  gross,  dass  n-{-  y  und  1  -|-  m  -|-  er  —  y  das  positive  Zeichen  besitzen, 
so  kann  man  durrli  Theile  intcgriren  und  man  erhält  schliesslich  zu  dem 
ersten  Integral 

p(a:)  =  F(-  n,  a  4-  it,  y,  x) 
das  zweite 

(24.  a)  ...    q(x)  =  x^-r(i  -x)Y-<'f\*+r-\i  — y)«+«-y(aj— y)-*-i rfy, 

u 
eine    Function,    die  nach   absteigenden  Potenzen  von   x   entwickelt,    mit   der 
—  n — 1**"  beginnt. 

§  36.  Auf  S.  36  trat  neben  das  Integral  ftlr  P^*\  welches  der 
Formel  (19)  fbr  Q^"^  entspricht,  ein  zweites  auf,  welches  ans  dem 
ersten  durch  Vertauschung  von  n  mit  —  n — 1  entsteht.  Durch 
dieselbe  Substitution,  welche  im  §  10  angewandt  wurde,  um  die 
eine  Form  in  die  andere  zu  verwandeln,  gewinne  ich  auch  eine 
entsprechende  neue  Form  fttr  Q.   Im  Folgenden  sei  x  positiv. 

Zunächst  soll  ein  besonders  einfacher  Fall  behandelt  werden, 
der  Fall  eines  rein  imaginären  x. 

1)  Specieller  Fall:  x  =  iy.  Die  Substitution  (m.  vergl.  S.  39) 

ycosttt  +  i^y'+l        •  —  tsinttt 

cosx  = /  i  —1     ^^^X  = f j 

y-t-costti.yy"+l  y  +  cosfu.yy*+l 

y-cosx.Vy'+l  = ; : — 7==-^,     dz  = 


y  +  cosiii.|^y*+i '  y  4-  cosiii.  J^y'+l ' 
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mit  der  Bestimmung  x  =  ^  ^^  ^  ="  ^f  beweist  das» 

=  t"+^0"(a?)  =  t"* *0"(fy)        (o  <  arccotgy  <  ^)- 

In  der  That  bleibt  %  reell,  während  u  von  0  bis  oo  wächst;  ferner 
ist  sinx  und  cosx  immer  positiv. 

2)  Der  reelle  Theil  von  x  ist  positiv.    Hier  wird  die 
Substitution  angewandt 


a?costti  +  l/a;' — 1  .  .    .  —  tsintfi 

costf?  = ,.._ — -. ,     — tsmtr  = 


X  +  cos  t«.  y  a?'—  1  x-\-  cos  tu.  yx^-\- 1 

X COStü.fX'— 1  = ; ~T:r,  (fe  = 


X  -}-  cos  IM.  y^x'—  1  X  -\-  COS  tu.  ^x'' — 1 

mit  der  Bedingung  r  =  0  für  ti  =  0.    Durch  Einsetzen  des  Werthes 
für  H  erhält  man 

, -n  =  (x—}^x* — l.costf?)»(fr. 

(aj+i/aj'-l.costti)"^' 

Um  das  Verhalten  der  Differentiale  leichter  zu  verfolgen,  während 

tf  von  0  bis  oo  wächst,  bringe  man  x  nach  S.  40  in  die  Form 

a?  =  r.cosö -|-tsinö}^r*— 1, 

wo  nach  unserer  Festsetzung  —  ^<ö<^,r_^l.   Wir  erhalten 

dann 

y^^^  =  l^r^^Lcose  +  trsinö. 

Wenn  r=l,  so  darf  man  wegen  der  Festsetzung,  dass  x  und  ^x^^l 
das  gleiche  Zeichen  besitzen  sollen,  0  nur  positiv  nehmen;  man 
kann  aber  die  beiden  Ausdrtlcke,  welche  sich  auf  den  positiven 
und  negativen  Werth  der  Quadratwurzel  beziehen,  zugleich  er- 
halten ,  wenn  man  erst  im  Resultat  die  Grenze  fUr  r  =  1  nimmt, 
den  Punkt  im  Querschnitt  also  als  am  positiven  oder  am  negativen 
Uferrande  liegend  ansieht.  Dies  wird  hier  geschehen  (S.  u.  No.  4). 
Nach  dieser  Einführung  der  festzuhaltenden  Grössen  r  und  0 
f)lr  X  hat  man 

dv  =  [cosÖ(r  +  co8ttt.|/r^^T)  +  isinÖ(i/r^^+rcostti)]-^(iii. 
Da  u  auf  reellem  Wege  von  0  bis  oo  wächst,  also  cos  tu  positiv 
ist,  so  hat  die  rechte  Seite  die  Form  (a — t6sin0)dti,  wenn  a  und 
fr  positive  Grössen  bezeichnen«   Daher  wächst  der  reelle  Theil  von 
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t)  fortwähvend  mit  ti,  während  zugleich  der  imaginäre  abnimmt  oder 
wächst,  je  nachdem  0  positiv  oder  negativ  ist,  so  dass  v  selbst  die 
gleiche  Form  i?  =  o  — tftsinö  besitzt.  Ferner  zeigt  der  Ausdruck 
von  —  tsintf?  auf  S.  IM  durch  m,  dass  auch  —  tsintt?  die  Form 
hat  a  — t/?8inö,  wenn  a  und  ß  positive  reelle  Grössen  vorstellen. 
Hieraus  zieht  man,  dass 

(««— c~*')cos(6sinö)  =  a 
positiv,  alsoftsind,  daher  der  imaginäre  Theil  vont),  absolut, 
in  nicht  überschreitet.    Femer  wird   für   a  =  oo   die   obere 
Grenze  v  =  v^^  durch  die  Gleichung 


costVj  =  -^—. — ,        e^*  = 


lV-1  '  ^x'—l 

gefunden,  wo  das  Zeichen  so  zu  wählen  ist,  dass  v^  also  auch  e^ 
die  nothwendige  Form  a— tftsinö  erhält.  Unsere  Formel  auf  S.  40 
zeigt,  dass  wir  dazu  das  obere  Zeichen  wählen  müssen.  Man  erhält 
also,  kurz  ausgedrückt,  c^  =  Ylog(a;+l) — 4log(a?— 1),  vollständig 

Vf^-l— tsinö 

«?0  =  log-     A         j 

^         °      r — cosö       ' 
wenn  der  Logarithmus  so  genommen  wird,  dass  sein  imaginärer 
Theil  unter  ^n  liegt. 

Nimmt  man  an,  dass  n  eine  ganze  positive  Zahl  sei,  so  ist  es 
gleichgültig,  auf  welchem  Wege  man  von  c  =  0  bis  v^  integrirt 
Nach  einigen  einfachen  Transformationen  erhält  man  dann  den 

I.  Satz.  BezeichnetoreineGrössemit  positivemreellen 
Theile,  und  setzt  man 


/:-: 


^~  1  =  ^(cosqp-fsinqp),    V,  =  ilog^3^  =  \ogQ—iq), 


so  wird 

/**  du  r^  , 

(25,  a)...      / .    J^r^^i=/     (a?-coste.|^a:'-l)-ite, 

0      (^  +  cosfM.ya:'— 1)^      «^ 

wenn  man  von  0  bis  r«  auf  einem  beliebigen  Wege  integrirt. 

Zum  Schluss  stelle  ich  einige  hierher  gehörende  Formeln  zu- 
sammen : 

X  =  rcosö  +  tsinÖ.>^r'— 1,      (r>l),      {— \n <  0 <:\n\ 

ix^—i  =  ir^—i.  cos  ö + f  sin  ö, 

sind 


_/r  +  cosö  /    r'— 1 

=  1/    ^,    cosg)  =  l/-i  ri,     sing) 

yr — cosö  '  ^       y  r^ — cos'ö'  ^ 


l^r*— cos'ö 


§  37,  25.  Kngelfiinction  zweiter  Art.  161 

Diese  Formeln  wenden  wir  auf  die  specieUen  Fälle  an,  in 
welchen  x  reell  (positiv)  wird. 

3)  Specieller  Fall:  x  reell  und  >  1. 
Hier  ist 


"V  x—V 


(p  =  0 


und  somit  e^  die  reelle  Grenze  ilog(ir+l) — ilog(a; — 1). 

4)  Specieller  Fall:  x  reell  und  <1. 

Wendet  man  die  elliptischen  Goordinaten  r  und  d  an  und  geht 
nach  Anleitung  von  S.  159  zur  Grenze  r  =  1  über,  so  wird  cos  qp  =  0 
und  sing)  =  +1  wenn  d  positiv,  —1  wenn  d  negativ  ist,  ferner  q 
gleich  dem  Zahlwerth  von  cotg^^.  Man  findet  daher,  wenn 
0<ö<iyi,  v^  =logcotg^ö+4m, 

- — ^  ,  .  .   ^ .  .   . ,  =  /    (cos  d + tsinö  cosfoVdr. 

(cosö+tsmöcosMi)*+*     J     ^  ^  ^ 

Die  rechte  Seite  kann  man  in  ein  Integral  von  0  bis  +i^t,  und 
ein  zweites  von  dort  bis  f>^  zerlegen,  welches  letztere  offenbar  reell 
ist.  Fasst  man  die  Resultate  dieses  Paragraphen  zusammen,  so 
erh&lt  man  den 

n.  Satz.  So  lange  x  positiv  ist  und  nicht  dem  Quer- 
schnitt angehört,  gilt  die  Doppelgleichung  (25,  c) 

Q\x)  =  r -~=^-. =  /%-  cosir.}^i*^l)«dü, 

wo  der  Werth  von  f>^  durch  den  ersten  Satz  gegeben  ist; 
im  Querschnitte  wird 


(?"(cosö)  =y        (cosö—asinö)' 


u 


+  \\j     [(cosö  +  tsin  ö  GOBxpy  —  (cosö  —  tsin  0  eosxpy]  dtp. 

0 

Schliesslich  wird  daran  erinnert,  dass,  auch  wenn  das  Integral 
nach  n  nicht  bis  oo,  sondern  bis  zu  einem  beliebigen  Werthe  ge- 
nommen wird,  es  einem  Integrale  nach  f>  gleich  ist,  dessen  obere 
Grenze  sich  durch  die  Transformationsgleichungen  auf  S.  159  be- 
stimmt. 

§  37.  Die  gewonnenen  Resultate  sollen  nun  auf  den  speciellen 
Fall  it  =  0  angewandt  werden. 

1)  Es  sei  X  positiv  und  rein  imaginär  =  iy.   Dann  wird 

II  «ia«,  Theorie  der  Kagel/unctioueu.    S.  Aufl.  H 
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du 


r^         du 

/ :— ^.^=^  =  arccotgy  — nr; 


i,      y  +  co8tw.]Y+l 

ferner  nach  dem  Satz  auf  S.  135,  indem  P^*^  =  1, 

du 

{        y  — C()8tM.}V  +  l 

wenn  der  are.  auch  hier  zwischen  0  und  \n  genommen  wird. 

2)  Ist  X  positiv  reell  und  >1,  so  wird 

Vertauscht  man  ^x^ — 1  mit  — ^x^—l^  so  hat  das  Integral  keine 
Bedeutung. 

3)  Ist  x  positiy  reell  und  <1;  a;  =  cosö,  so  wird 

/    7^  ■  .  !^  z — .  -  =  log cotg \d+^n% 

J     cosö4-tsmÖcosta  °     ^* 

u  — 

und  hieraus  OX^osö)  =  logcotg^ö. 

4)  Allgemeiner  Fall;  es  ist  x  positiv,  sonst  beliebig. 
Setzt  man 

/x  4-1 
— —  z=ß(cos9)— isiny),     —  47r<0<ifr,    ?>1, 

so  hat  man  die  Gleichung 
r*  du 

/  — r^T-i-i r- =  (?  V)  =  log^  -  ^9>- 

o      ^  I  yx  —  1 .  cos  \u 
Dagegen  wird 

/       ;y^= —  =  log^  -  «y.  7 

*{J       a?  — y«'— l.costu 

wenn  (f^  so  bestimmt  wird,  dass  es  zwischen  \n  und  n  oder  —  j^rr 
und  —n  liegt,  während  tang^)^  =  tang<y  bleibt. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  dienen  auch  zur  Bestimmung  des 
Integrales 

/-'        du 
J     a  +  fccosiu' 

wenn  a  eine  positive,  6  eine  beliebig  gegebene  von  Null  verschie- 
dene Constante  vorstellt.  Für  den  ausgeschlossenen  Grenzfall  a  =  0 
>yird  das  Integral  7^:26. 

Dividirt  man  das  Integral  im  Zähler  und  Nenner  dureh  |^a'—  6*, 
und  giebt  der  Wurzel  ein  solches  Vorzeichen,  dass 
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—  =  a? 


positiv  wird,  so  kann  man  die  obigen  Resultate  unmittelbar  an- 
wenden und  findet 

1)  wenn  a  reell,  6  reell  positiv  und  >a 

du  1  ,        }/fc^=^" 

-r-r :—  =    ,-     —  arc  taug  -^^ • 

Gilt  das  obere  Zeichen,  so  ist  +arctang  zwischen  0  und  j/r,  im 
andern  Falle  zwischen  —jtt  und  —  tt  zu  nehmen;  ist  er  das  erste 
Mal  9>,  so  wird  er  das  zweite  Mal  q>  —  n. 

2)  Ist  a  reell,  b  reell  positiv  und  6<a,  so  wird 


a 


du  1        ,       a  +  A'-fc* 


r-P^ r-  =     ,  log  . 

a-fOCOSIU  j/(|«__ft«        °  O 


3)  Ist  a  reell,  6  rein  imaginär  positiv,  b  ==  /9t,  so  hat  man 


y      a±i/?cosiw       A'+z?'  ^  /*  ^'    / 

4)  Im  allgemeinen  Falle  setzt  man 

T =  ^(cos^)  —  isiny). 


wo  y  zwischen  — \n  und  ^tt  liegt.    Da  die  |/a'— fc*  ein   solches 
Zeichen  besitzt,  dass 


/OD 
a 


so  ist  ^^1.    Alsdann  wird 

du  1 

und,  den  zweiten  Fall  ausgenommen, 

/   o-6eo8iu=7^  (log?-«9'J, 

wenn  tang9)|  =tang9),  aber  ^j,   zwischen  — ^tj   und  —  tt,  resp. 
|fv  und  n  genommen  wird. 
Indem  man  hier 

setzt,  erhält  man  den  Ausdruck  für  die  erzeugende  Function  der 
0,  welcher  auf  S.  134  angegeben  war. 

11* 
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§  38.  Das  Integral  von  Laplaee,  Gleichung (5) auf  S.  35,  nämlich 


0 


besagt,  dasB  bei  der  Entwickelung   von  (x  +  coB^p.ya?*— 1)"  nach 
Cosinus  der  Vielfachen  in  die  endliche  Reihe 

^0  +  ^i  cosy  +  ^2  CO829)  -j — 
das  Glied  c^  gleich  P^"^(x)  ist.  Diese  Reihe  könnte  man  auch  da- 
durch erhalten,  dass  man  die  zu  entwickelnde  it*^  Potenz  des 
Binoms  zuerst  nach  Potenzen  von  cosqp  ordnet  und  dann  die  Po- 
tenzen von  cosg)  in  Cosinus  der  Vielfachen  von  ff^  nach  den  be- 
kannten Formeln  umsetzt.  Da  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  80 
erhält  man  aus  diesen  Operationen  dasselbe  Resultat,  wenn  auch 
{f  eine  complexe  Grösse  vorstellt,  und  findet  daher,  wenn  -^  und  9 
irgend  welche  reelle  Grössen  bezeichnen  und  c  die  früheren  Con- 
stanten sind 

Lr  +  cos  (g)-f- 1/;  + 1  c).  |/a:'— 1  ]" 

=  Cj,4-C,COS(9)+  1^ +  •«')  + C3C082(g)  +  l// +  !©)  +  •••  • 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration 

(2G)  . . .    r{x)  =  ~-f  %  +  co8(y  +  V'  +  •«')  •  >^^^^l)"d9, 


(j 


so  dass  in  dem  früheren  Ausdrucke  von  P  die  imaginäre  Sub- 
stitution gestattet  int,  ohne  dass  dadurch  die  Grenzen  sich  ändern. 
Für  ein  x  mit  positivem  reellem  Theile  hat  man  nach  (6) 

Aus  dem  IV.  Satze  des  §  8  S.  33  und  seiner  Verallgemeinerung, 
S.  34,  weiss  man,  dass  in  diesem  Ausdruck  für  P^  die  imaginäre 
Substitution  nicht  mehr  unbedingt  gestattet  ist.  Setzt  man  dort  x 
und  ^x^—\  für  a  und  6,  so  findet  man:    Es  ist 

(26,  a)...     ^\^)  =  ^J^       (^I^^^^^C^VH^fc^  ' 

wenn  x  einen  positiven  reellen  Theil  besitzt  und  y;  und 
f>  reelle  Grössen  bezeichnen,  die  letztere  eine  solche,  dass 

Ueberschreitet  r  diesen  Modulus,  so  ist  das  Integral  Null. 
Es  soll  nun  untersucht  werden,   unter  welchen  Bedingungen 


§38,26. 
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auch  in  dem  Integrale  (19)  fHr  Q  die  imaginäre  Substitution  vor- 
genommen werden  kann,  nachdem  die  Grenzen  vorher  in  — •  oo  und 
oo  verwandelt  sind,  ob  man  also  in 

ohne  die  Grenzen  zu  ändern,  cos  tu  mit  co8f(M  +  r  +  ti//)  vertauschen 
darf,  wenn  v  und  tp  reelle  Grössen  bezeichnen.  Klar  ist,  dass  man 
eine  Verschiebung  um  r  vornehmen,  d.  h.  cos  tu  mit  cosi(u  +  r) 
vertanschen  darf,  ohne  die  Grenzen  zu  ändern;  es  fragt  sich  nur, 
ob  eine  Vertauschung  von  u  mit  u  -]-  ipi  gestattet  sei.  Ein  Satz,  der 
diese  Frage  ebenso  erledigte,  wie  oben  der  IV.  Satz  diejenige, 
welche  sich  auf  P  bezog,  ist  im  §  8  nicht  abgeleitet  worden,  weil 
jene  Integrale  dort  noch  nicht  aufgetreten  waren,  und  wird  hier 
nachgetragen. 

Achnlich  wie  im  §  8  setze  mau 

^(5)=(a  +  6cosi5)-«-^ 

wo  3  eine  complexe  Grösse  vorstelll  z  =  u-\-iiff.  Auch  hier  wird  ein  Rcclileck 
ABEF  zu  Grunde  gelegt;  seine  Basis  AB  liegt  auf  der  Axo  des  Reellen,  der 


Axe  der  (/,  so  dass  sich  A  im  Punkte  u  =■  — /i,  B  in  n  =■  h  hcfmdet,  wonn 
h  eine  Zahl  hezcichnet,  die  man  zu  cc  wachsen  lässt.  Ihn  Seile  BF  von  der 
Länge  n  ist  parallel  und  gleicligericlitct  der  Axe  des  positiv  Imaginären  OV^. 
In  «lern  Parallelogramm  ABEF  ziehe  man  von  einem  Punkte  D  der  BF  die 
l^rallele  DC  zu  der  Axe  des  Reellen,  hie  Länge  BD  heisse  xp  und  tp  ist 
nicht  grösser  ab  BF  oder  n* 

Das  Integral  / f(z)d:i,  genommen  üher  das  Reclileck  ABDCA^  innerhalh 

dessen  f(z)  endlich  hleihen  möge,  ist  Null;  also  ist  Null  die  Summe  von  vier 

Integralen    /f(ji)dz  genommen  auf  AB  von  A  his  B,  auf  BF  von  B  bis  D, 

auf  CD  von  D  bis   C,   auf  AC  von   C  bis  il.     Für  /i  =  oc    verschwindet 
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das  zweite  und  vierte  Integral,  da  f(z)  Null  wird,  für  h  =  oc.  Daher  wird 
das  Integral  über  CD  gleich  dem  über  AB. 

Sollle  /*(s)  in  dem  Rechteck  CDFE  endlich  bleiben,  so  findet  man  ebenso, 
dass  das  Integral  über  CD  gleich  dem  über  EF  ist.  Man  hat  also  zunächst 
das  Resultat  gefunden. 

Je  nachdem  f(z)  in  dem  Rechteck  ABDC  oder  in  CDFE  endlich 

bleibt,  ist  das  Integral    /f(z)di  über  CD  genommen,  d.  h.  ist 
f  f(^  +  ^i)du=Jf(u)du,    resp.     =zj     f(u  +  ni)du^ 

—X  — «  —X 

d.  i.  gleich  dem  ersten  resp.  dem  zweiten  der  Integrale 

r"  du  /•• du__ 

J     (a  +  6 cost «)'•+»'     J     "(a— fccosiw)"+» ' 

Es  fragt  sich,  ob  und  wo  f{%)  etwa  unendlich  >vird.  Dies  geschieht 
immer  und  nur  in  solchen  Punkten  is  =  li -j-tt/^,  für  welche  a-\-h^üis>x% 
verschwindet,  für  weldie  also 


^  b 

ist.     Man  setze  nun,  um  zu  erfahren,   wo  dies  im  Rechteck  ABFE  (in  dein 
überall  0  <Ztp  <n  ist)  geschieht. 


h "^  ^C<^s?/;^4-tsini/;J. 


indem  a  den  Modulus  der  linken  Seite  vorstellen  soll,  und  wähle  das  Zeichen 

von  l'a' — 6'  so  dass  der  imaginäre  Theil  positiv  wird,   also  0  <:^  i/;^  <i  ti. 
Dies  kann  immer  geschehen,  da 


a_,V— 6*         1,  ..       , 
1 =  —(cos?/;,-  isini/;J, 


der  imaginäre  Theil  also  mit  ]-a^ — 6"  sein  Zeichen  wechselt.  Hieraus  geht 
hervor,  dass  genau  in  einem  einzigen  Punkte  des  Rechtecks,  dem  eine  Coor- 
dinate  t/f  =:.  xp^  angehört,  f(t)  unendlich  wird.  Das  zu  dem  Punkte  gehörende 
u  wird  durch  u  =  loga  gegeben,  so  dass  der  betrclTende  Discontinuitätspunkt 
z  =  logtr-f^V'o  ^"^  ^^  ^'^^  ^^^  positiven  oder  negativen  u  MegU  je  nachdem 
a  >  i  oder  a  <  i. 

Die  übrigen  ausserhalb  des  Rechtecks  A  BFE  gelegenen  Punkte,  für  welche 
/(»)  unendlich  wird,  würden  neben  dem  ersten  kritischen  Punkt  i^  selbstverständ- 
lich z  =  +z^'j-2inni  sein,  wenn  m  alle  positiven  und  negativen  ganzen 
Zahlen  durchläuft.  Man  hat  daher  folgenden,  dem  IV.  Salz  auf  S.  33  ent- 
sprechenden 

VI.  Satz.     Giebt  man  der   Quadratwurzel  |V— fc*   ein 

solches  Vorzeichen,  dass  der  Ausdruck 
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einen  negativen  imaginären  Theil  erhält,  und  bestimmt 

man  einen  Bogen  i^^    zwischen  0  und  n  durch  die  Glei- 
chung 


80  ist 


(^)---  J    Ja 


[a-i-6co8«(w4-t?4:?/;i)|'»^*  ' 

—  OD 

wenn  c  eine  beliebige  reelle  Grösse  bezeichnet,  und  xp 
irgend  welche  zwischen  0  und  x\)^  liegende  reelle  Zahl, 
gleich 

...       r du 

^^^  '••  J      (a  +  6cosia>^^^  ' 

—  « 

es  ist  aber  das  Integral  (a)  gleich 

^^  '"  J      (a-6 cos •«)»+'  ' 

wenn  t^  zwischen  \^^  und  n  liegt. 

Aus  dem  Satze  auf  S.  135,  noch  leichter  aus  der  2.  Anmerkung 
zu  diesem  Paragraphen,  erhält  man  den 

Zusatz.  Hat  6  ein  solches  Vorzeichen,  dass  noch 
ausserdem  a>l,  so  ist  der  Unterschied  der  Integrale  (6) 
und  (c),  nämlich 


(19,  e)...    (6)~(c)=+i/'  ^        '^'^ 


/      (a4-6cosi//)«^^* 


n 


Sind  a  und  6,  ersteres  mit  seinem  Zeichen  gegeben,  so  sind 
die  Zeichen  von  b  und  der  Quadratwurzel  durch  die  Bedingungen 
bestimmt,  da  nach  ihnen  a:b  und  y'a^—b^ib  negative  imaginäre 
Theile  erhalten. 

Da  man  fiir  jedes  zwischen  --n  und  7t  liegende  xp  das  Integral  (a) 
auf  (fr)  oder  auf  (c)  zurückführen  kann  und  da  (a)  eine  periodische  Function 
von  \p  mit  der  Periode  2Tt  ist,  so  kann  mau  (a)  für  jeden  Werlh  von  ip, 
für  welchen  das  Integral  einen  Werth  hat,  gleich  (6)  oder  gleich  (c)  setzen. 
Keinen  Werth  besitzt  (a).  wenn  tp  gleich  +?//„  isl,  oder  sich  von  'jz^o  ""^ 
um   ein  ganzes  Vielfache  von  2n  unterscheidet. 

1.  Anmerkung.  Der  Satz  lässt  sich  ähnlich  wie  der  IV.  Satz  verall- 
gemeinem,   indem   man   in   den  Zähler   eine  ganze  Fuucliou    von  cosim  selzl, 
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(leren  Grad  unter  n-\-i  bleibt.  Z.  B.  findet  man,  dass,  je  nachdem  xp  zwischen 
0  und  xpQ  oder  zwischen  i^^  und  n  liegt,  wenn  die  ganze  Zahl  m  kleiner 
als  n-\-i  ist, 

/**       cosim(u  -^  v+%if/)dn 

sich  auf  das  erste  oder  zweite  der  folgenden  Integrale  reducirt 

/*       cos  t  mu  du  .      .^  /**      cos  t  mu  du 

(a  +  fccosiii)*+>  '     ^^  ^J      (a  — 6cositt>+^* 

2.  Anmerkung,     liier  erhält  man   leicht  den   Satz    auf  S.  135. 
Je  nachdem  der  kritische  Punkt  is  auf  der  Seite  der  positiven  oder  negativen 

u  liegt,  also  im  Rechteck  OBFN  oder  in  AONE,  wird  / fQi)d^  über  die 

Peripherie  von  AONE  oder  von  OBFN  integrirt  gleich  Null.  Da  aber  die 
Integrale  über  AE  und  BF  wegen  des  unendlichen  A  Null  sind,  so  hat  man 
im  ersten  Falle 

J     (a  +  fccostu)"+*  ^  J  (a  +  6cosi/;)"+*    V  (a  — 6 cos •!«)*+* 


und  im  zweiten  Falle 

»00 


J     (a  +  fccosiü)-+i  "V    (a~6costu)»+^'*'l/    (a+6cosy;)»+i' 
Hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung 

'  «/  (ä+6cosiM)«+i    J  (ä-6cosiM)«^  *  ""  +y  ('a+6cost/;)»+» ' 


wenn  das  Zeichen  Ijl  genommen  wird,  je  nachdem  cfCo^Xy  nachdem  ^d'—b* 
das  im  VI.  Salz  vorgeschriebene  Zeichen  erhalten  hat. 
Setzt  man  für  a  die  positive  Grösse 

a  =  rcosö+tsiuö.j^V' — 1, 

und  b  =  +ya'— 1,  yo'*— 6'  =  +l,  so  haben,  nach  S.  40,  a:b  und  }/a'— 6' 
die  gehörigen  Zeichen  und  man  erhält  den  Satz  auf  S.  135. 

§  39.  Die  im  VI.  Satze  enthaltenen  Formeln  für  die  Bestim- 
mung des  kritischen  Winkels  xp^  vereinfachen  sich  in  folgenden  spe- 
ciellen  Fällen;  unter  a  wird  eine  nicht  negative  Zahl  verstanden. 

1)  Wenn  a  reell,  b  reell  positiv  und  b>  a  ist,  so  wird 

a 
cosi;;^  =  — y ,    i^  <  t/^ü  <  ^• 

2)  Wenn  a  reell,  b  reell  positiv  und  fc  <  a,  so  wird  tp^  =  n. 
Also  giebt  das  zu  reducirende  Integral  (a)  des  VI.  Satzes  für  jedes 
xp^  welches  nicht  ein  ungerades  Vielfache  von  n  ist, 

du 


—90 


(a  +  ftcosi?/)' 
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in  den  soeben  ausgeschlossenen  Fällen  hat  das  Integral  keinen 
Werth. 

3)  a  ist  reell,  6  rein  imaginär  und  positiv.  Dann  ist  ip^  =  ^/r, 
also  erhält  xp^,  den  kleinsten  Werth,  den  es  überhaupt  erhalten  kann. 

Zum  bequemeren  Gebrauch  ftlge  ich  die  Formeln  für  die  Re- 
duction  des  Integrals  (a)  hinzu,  wenn  a  =  x,  6  =  ]/a;'— 1;  a  ist 
nicht  negatiy,  b  positiv.    Man  findet  dann  den  Werth  von 


aasgedrttckt  durch  die  nachstehend  verzeichneten  Ausdrucke,   in 
denen  ^n^tp^^n.    Es  ist 


1)  X  rein  imaginär.    Man  setzt  cosi^^ 


— X 


Yx^-1 

Das  Integral  wird  Q\x),  wenn  i/^<i//o5  Q^''\x)  +  inl^'*\x), 
wenn  tp  >  xp^^. 

2)  X  reell  und  >  1. 

Das  Integral  wird  Q*(x)j  wenn  \p  <^n. 

3)  X  reell  und  <  1. 

Das  Integral  wird,  wenn  ip%{n^  resp.  gleich  Q^''\x)^{niP^*'\x). 

4)  X  hat  die  Form  x  =  p+tg,  wenn  p  und  q  positive  reelle 
Grössen  bezeichnen.    Man  bestimmt  ip^,  so,  dass 

aj+1 
— — ==r  =e(cosi/;o  +  isint/;J. 

Das  Integral   ist  0^"\a;),   wenn  tp  <%y  aber  0^"\ir)li7r/^'*\j?), 
wenn  tp>tp^. 

Für  11  =  0  hat  man  P=  1  und  kann  in  die  Formeln  No.  1—4 
die  fertigen  Werthe  von  Q^  aus  S.  162  einsetzen. 

Ein  Integral 

du 


(d)...     i/ 


(A  4-  ÄC08»«  +  Csin  !«)•+' ' 

— X 

welches  analog  dem  im  V.  Satz  S.  34  behandelten  gebildet  ist,  in 
dem  i4,  ß,  C  gegebene  complexe  Zahlen  bezeichnen,  läs^t  sich  auf 
die  oben  behandelten  zurückfahren.    Setzt  man  nämlich 


Ä=  »'Ä'+C^cosiCü  +  iZ/t),     C=—\^B'+C'»mi(v  +  iip) 

und  bestimmt  v  und  ip^  indem  man  ^B^-^C*  ein  beliebiges  Zeichen 
giebt|  so  verwandelt  sich  das  Integral  in 


2 
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du 

welches  nach  dem  VI.  Satze  auf  S.  166  gleich  einem  der  beiden 
Integrale  ist 

du 


■'/ 


tT 


1.«   {Ä±yB'+CBmiuy^' 

DasB  die  imaginäre  Substitution  bei  den  Integralen,  welche 
hier  behandelt  wurden ,  gestattet  sei ,  habe  ich  im  42.  Bande  des 
Crelle'schen  Journals  S.  73  mitgetheilt*). 

Beispiele  fttr  eine  Reduotion  des  Integrales  (d)  geben 
folgende  specielle  Fälle,  in  welchen  A  eine  positiye  reelle  Grösse 
vorstellt. 

1)  Es  sei  B  und  C  reell,  B^+C—A^>0.  Man  muss  dann 
setzen 


A  +  B  cositi  +  Csin  tti  =  4  +  y  B'+  C.  cosi(u  +  i^i). 
Damit  0  <  iZ/q  <  ;?  sei,  macht  man 


7§^+W ^  c;(cosV^,  +  »sinV^o)- 

Alsdann  ist  a  =  1,  folglich 

C08l//o  = ,      C08I//  =  - 


fB'+C  ^       ^B'+C 

und  daher  xfX\pQ   so  lange  B  positiv ,  ausserdem  aber  wenn  B 
negativ  und  —  B  <  ^,  d.  h.  so  lange  i4  +  fi  >  0. 

2)  Es  sei  ß  und  C  reell,  A^-  B'-~  C  >  0.  Transformirt  man 
den  Nenner  wie  oben,  so  wird  \f)^  =  n^  daher  %p<i\p^^  wenn  tp 
nicht  gerade  selbst  n^  d.  h.  wenn  nicht  C=0,  und  zugleich  B<0  ist. 

3)  Es  seien  B  und  C  rein  imaginär,  B  =  i/9,  C  =  i/.  Dann  ist 
%j)^  =  |7r ,  also  rp  <  4  tt  sobald  für  ß  eine  positive  Grösse  ge- 
setzt wird. 

Hiernach  nimmt  das  gegebene  Integral  (cQ 
im  ersten  Falle,  je  nachdem  i4  +  B  $  0,  den  Werth  an 

du 


f 


{      (^±j^B*-rCcositi)-+i  ' 

im  zweiten  Falle  den  Werth  mit  dem  obem  Zeichen  (aus- 
genommen C  =  0  und  B  <  0), 

*)    Theorie  der  Aiuichung  eines  Ellip^oidcs. 
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im  dritten  Falle  den  Werth  mit  dem  obern  oder  untern  Zei- 
chen,\je  nachdem  B  positiv  oder  negativ  ist. 
Für  II  =  0  kann  man  noch  statt  der  Integrale  ihre  Ausdrücke 
nach  §  37,  S.  163  setzen  und  findet  dann  f&r 

du 


im  ersten  Falle 


*/ 


—  a 


il  +  ß  COS  iw  +  Csin  tu 


im  zweiten  Falle 


1  ^  y/ß^+C'-^A 

arctang z 


1  A+fA'—B*-e 

log 


^A'^B*^&      ""  fB'+C" 

im  dritten  Falle 


'       ^.(,„,it±i:^±tol  :;•'). 


Im  ersten  Falle  ist  der  Bogen  zwischen  0  und  ^n  zu  nehmen. 
wenn  i4  +  B  positiv,  zwischen  ^n  und  tt,  wenn  A-\-B  negativ  wird. 

§  40.  Wir  kommen  jetzt  zur  Untersuchung  der  Kugelfunctionen 
/^■\a?)  und  (?^"\ir)  für  solche  Indices  n,  welche  in's  Unend- 
liehe  wachsen. 

Laplace*)  hat  bereits  einen  einfachen  Ausdruck  gefunden, 
welcher  die  Function  erster  Art,  wenn  a;  =^  cos  ö  reell  und  kleiner 
als  1,  fllr  grosse  Werthe  von  n  mit  einer  Annäherung  darstellt, 
mit  der  wir  in  diesem  Paragraphen  beide  Functionen  und  zwar 
f&r  beliebige  Werthe  des  Arguments  x  darstellen  werden.  Im 
folgenden  Paragraphen  zeige  ich,  wie  man  eine  grössere  Annähe- 
rang erzielen,  und  z.  B.  die  unendlich  kleinen  Glieder  bis  excl. 
zar  Ordnung  i  noch  vollständig  berücksichtigen  kann,  was  zuerst 
Herr  Bonnet**),  allerdings  nur  für  den  von  Laplace  behandelten 
Fall,  —  die  Function  /^(cosö)  —  und  nicht  mit  Glück  versucht 
bat,  da  sein  Resultat  eine  Unrichtigkeit  enthält  und  seine  Methode 
nicht  geeignet  scheint,  das  Resultat  zu  verbessern. 

Wir  sagen  von  einer  Function  t/;(n),  sie  gebe  für  wachsende  ti 
an  eine  andere  f(n)  eine  Annäherung  zur  y^**"  oder  einer  höheren 
Ordnung,  wenn 


•)    M^canique  eilest«.  T.  V,  Livrc  XI,  no.  3  und  Snppidmcnt  an  5*"  voinmc  no.  1 . 
**)   LioQville,  Journal  de  Math^matiques  T.  XVII:  These  de  Mecaniquc. 
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mit  wachsendem  n  kleiner  wird  und  bleibt  als  jede  beliebig  ge- 
gebene noch  so  kleine  Grösse  17.  Ist  dies  nur  der  Fall  für  jede 
Zahl  V,  die  unter  fi  liegt,  wie  nahe  auch  v  an  ju  kommt,  so  be- 
zeichnen wir  ein  solches  Verhalten  als  Näherung  bis  an  die 
^m'**  Ordnung.  Enthalten  f  und  xp  jede  noch  eine  Veränderliche  a?, 
so  können  solche  Functionen  fttr  jeden  einzelnen  Werth  von  x  bis 
zur  y**""  Ordnung  tibereinstimmen,  oder  gleichmässig  für  alle  aj, 
d.  i.  so  dass  ftir  jedes  gegebene  feste  17,  was  auch  x  sein  möge, 
ein  und  derselbe  Werth  n  existirt,  für  den  oder  über  den  hinaus 
die  Ungleichheit  stattfindet.  Ein  Glied  wie  e~*,  wo  A  irgend  eine 
positive  Potenz  von  n  bezeichnet,  stimmt  mit  0  zu  jeder  Ordnung 
überein,  —  die  Ordnungszahl  ist  unendlich. 

Zunächst  verschaffen  die  ßeihen,  welche  nach  Potenzen 
von  §  geordnet  sind,  die  angenäherten  Werthe  für  P^(x)  und 
Q\x)]  also  die  Beihen  a,  a\  /",  im  §  5  und  (18)  im  §  23.  Man  be- 
darf dazu  aber  der  bekannten  Hülfsgieichung,  welche  ergiebt,  wie 

das  Produkt 

2.4...(2w)     _  ilwJZ-i 

3^5...(2n4-l)~  il(w  +  i) 

sich  mit  wachsendem  n  der  Null  nähert.    Dies  ergiebt  sich  mit 

jedem  erforderlichen  Gmde  der  Genauigkeit  aus  der  Gleichung^) 

logilÄ  =  (s-f  l)log»— s  +  ilog(27r) 

._![ »_.     e 


1.2.3        3.4.a*    '     5.6.a' 
wo  9(,  93,  6,  etc.  die  BernouUi'schen  Zahlen  |,  ^,  Vs,  etc.  sind. 
Vermittelst  derselben  erhält  man 

<.-<;...     --3  5^_  (2h  +1)  ~  K  M  ^^       8«  "^  128mV 
bis  an  die  Ordnung  |.     Solche  Genauigkeit  ist  fttr  die  Zwecke 
dieses  Paragraphen  nicht  erforderlich,  sondern  es  genügt  die  Nähe- 
rungformel 

(27,  a)  . . .     2  •  ^^---^-^-^- -^  _  ^  _  . 

Die  hierdurch  erzielte  Näherung  ist  dieselbe,  welche  man  durch 
die  bekannte  Formel 

*)    Guuss,  (litjquis.  gen.  circa  ber.  inf.  etc.  no.  29.     M.  vcigl.  auch  über  diCöC 
Formel  eine  Arbeit  dc.^  Herrn  Lipschitz  in  Borchardt*»  Journal,  Bd.  56,  S.  16. 
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ftlr  »  =  oo  erreicht 

Die  Gleichung  (27)  lässt  sieh  durch  eine  Untersuchung  des  Euler*scheu 

Integrales  erster  Gattung  in  der  Gleichung 


=/ 


dx 


finden;   statt  desselben   kann  man  nach  derselben  Methode  sogleich  das  alige- 


meinere 

i-i 


/7(a— l)JT(n-~a— 1)  _  /**    x^ 


f 


dx 


n(n-\)  J    (1+xy 

behandeln,  bei  dem  n  auch  eine  unendlich  werdende  gebrochene  Zahl  be- 
zeichnen kann.  Femer 'wird  a  positiv  und  <Zi  vorausgesetzt;  diese  Fest- 
setzung enthält  keine  wesentliche  Beschränkung,  da 

i7(a-l)JI(ii~a-l)  =  ^^-^^— JIa/I(n-a~2). 

Das   zu   untersucliende  Integral   verwandelt  sich    durch    die    Subslilution 
lu;  =  ;s  in 

(a)  ...     —r   I dz. 


0        \     '    n/ 


Man  theile  das  Integral  in  eines  von  0  bis  A,  und  eines  von  A  bis  oc,  weim 
unter  h  eine  Grösse  verstanden  wird,  die  mit  n  wie  eine  Potenz  von  n  mit 
positivem  Exponenten  e  unendlich  wird.  Man  setzt  also  h  =  n'  und  versteht 
unter  e  eine,  wenn  auch  noch  so  kleine,  feste  positive  Zaid,  die  wegen  des 
Folgenden  ein  echter  Bruch  sein  soll.     Z.  B.  denke  man  sich  e  =  0,1. 

Das  zweite  Integral,  von  h  bis  oc,  ist  nach  dem  bekannten  Mitlelwerth- 
satze  kleiner  als 

dz  n  1 


1       /^•_ 


n-lf 


wird  daher  zu  jeder  Ordnung  Null;    folglich   ist   (a)  zu  jeder   Ordnung 
gleich 

1     />'*     a«~' 
(6)...     —     I dz. 

u       ^        n  / 
In  d'^n  Grenzen  ^dieses  Integrals  ist 

(Ä  V  z^        z^ 

eine  mit  waclisendem  n  stark  convergirende  Reihe.  Hier  soll  der  Werth  des 
Integrales  (a)  nur  bis  zur  Ordnung  a-f-2  betrachtet  werden,  so  dass  man 
die  Reihe  nach  dem  Gliede  zweiter  Ordnung  abbrechen  kann  und,  nahezu  bis 
auf  einen  Factor  dritter  Ordnung  genau,  gleichmässig  für  alle  z  innerhalb 
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der  Grenzen  lial 

(■+:r=-[H-(i-^.)+^]- 

Da  bis  zu  jeder  beliebigen  Ordnung  genau 


/ 


h 

e  -'af*dx  =  /Im, 


0 

so  wird  bis  an  die  Ordnung  a-^-*^  ein  Näberungswerth  des  Inlegrah  (a)  gleich 

//(a-i)r        a(a  +  l)  .    a(a  +  l)(a+ 2)(3a  +  l)-| 

/,"   -    L'*"       2w       "^  24n'  J' 

Aus   diesem   allgemeinen  Resultate  findet  man   das  gesuchte,   wenn    man 
a  =  4   macbl,  wodurch  jener  Näberungswerth  sich  in 


«■■•  /tO+^+tI^) 


verwandeh,  genau   bis  an  die  Ordnung  ^. 

Setzt  man  n-\-%  statt  n  und  entwickelt  nach  absteigenden  Potenzen  von 
n,  so  stimmt  der  entstehende  Ausdruck  mit  der  rechten  Seite  von  (27)  überein. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  suchen  wir  Näherungswerthe  von 
0^"^  und  P^"^  für  ii;=oo  mit  Hülfe  unserer  Reihen  auf.  Wir 
nehmen  x  positiv  an. 

I.  Es  sei  c/^(ö<l.  Aus  (18)  folgt  mit  Hülfe  von  (27,  a) 
sogleich  der  Näherungswerth  für  n  =  oo 

(28)...     ?-'0^"V)  =  }/f^^, 
und  aus  (o')  in  §  5 

(28,  a)...    §«i>C")(^)=     1  1^, 

ynn     yl— r 

wenn  die  Quadratwurzeln  positiv  genommen  werden. 

IL  Es  sei  c/^(D  =  1.  Der  Fall  a?  =  1  wird  ausgesehlomenf 
in  welchem  für  jedes  n  die  Function  Q  unendlich,  P  gleich  1  wird. 
Man  setze  a?=cos  ö,  0<ö<ifr.  Da  Q  im  Querschnitte  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  beiden  Werthen  am  positiven  und  nega- 
tiven Uferrande  bezeichnet,  ihm  daher  der  Werth  (18,  a)  auf  S.  130 
zukommt,  da  femer 

so  wird  als  Grenze  der  Summe  der  Uferwerthe,  welche  hier  mit 
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der  Summe  der  Grenzen  dieser  Uferwerthe  übereinstimmt,  erhalten 


(28,  6)  . . .    (?^"\eo8Ö)  =  /2„-3n^  •co8[(«  +  4)ö+  j]. 

Um  auch  ftr  /^"^(cosö)  einen  Näherungswerth  zu  finden,  kann 
man  sieh  der  Formel  (a)  im  §  5  nicht  bedienen,  ohne  zu  berück- 
sichtigen, dass  die  Glieder  der  hypergeometrischen  Reihe  zwar  im 
Anfange  abnehmen,  nach  einer  unendlichen  Stellenzahl  aber  wieder 
zunehmen;  durch  ein  ungenaues  Vorgehen,  indem  man  nämlich 
zuerst  fi  unendlich  werden  lässt  und  dann  mit  x  in  den  Querschnitt 
geht,  anstatt  die  Grenzen  in  umgekehrter  Ordnung,  zuerst  nach  x 
and  dann  nach  n  zu  nehmen,  würde  man  nur  die  Hälfte  des  Werthes 
erhalten.  Man  kann  aber  bequem  die  Formel  (f)  des  §  5  benutzen, 
die  sofort  fbr  n  =  oo  giebt 

(28,  c)  ...    r(co8Ö)=  ^— |^-8in[(«  +  i)ö+^]. 

Man  würde  dasselbe  finden,  wenn  man  nach  (S.  135)  diesen  Grenz- 
werth  als  Produkt  von  mmal  der  Differenz  der  beiden  Werthe 
Yon  Q  am  Uferrande  betrachtet  hätte. 

§  41.  Laplace  bedient  sich  des  von  ihm  herrührenden  Inte- 
grales (5)  um  den  oben  gefundenen  Näherungswerth  für  F"(cos0) 
abzuleiten.  Seine  Prinzipien  sind  grundlegend  gewesen,  wo  es  sich 
Überhaupt  um  die  Ermittelung  des  angenäherten  Werthes  einer 
Function  von  n  handelt,  und  diese  Function  durch  ein  Integral 
dargestellt  wird,  unter  dem  sich  ein  Ausdruck  befindet,  der  mit 
einem  sehr  hohen  Exponenten  n  behaftet  ist.  Diese  Prinzipien 
¥nirden  schon  oben  bei  der  Untersuchung  des  Integrals 


/ 


s«-» 


ds 


J      (l+^J 

o       ^       n  y 

fbr  »  =  oo  angewandt  Man  sucht  nämlich  die  Stelle  auf,  an  wel- 
cher die  n**  Potenz  den  grössten  Beitrag  zum  Integrale  liefert 
(hier  ist  sie  bei  ^  =  0) ,  setzt  die  it*^  Potenz  in  eine  Exponential- 
grösse  um  (hier  e"*)  und  integrirt  die  so  entstehende  Function 
(e^'z*^"^).  Es  kommt  in  den  besonderen  Fällen  nur  darauf  an, 
diese  Principien  mit  der  erforderlichen  Strenge  anzuwenden. 

Im  Folgenden  werde  ich  daher  von  der  Betrachtung  der  In- 
grale   ftlr   P  und   Q    ausgehen,   und   die   Grenz  werthe   dieser 
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Functionen  bei  wachsendem  n,  zugleich  aber  mit  der  im  Torigen 
Paragraphen  in  Aussicht  genommenen  grösseren  Näherung  bis  an 
die  Ordnung  |  aufsuchen. 

I.   Angenäherte  Werthe  der  Function  erster  Art  P^''\x). 
Wiederum  sei  x  positiv,  x — y'a?*— 1  =  |,  A  =  n»  und  «  <  0,  1. 

1)  c/^(l)<l.    Aus  der  Zusammenstellung  auf  S.  40  ist  klar, 

dass  

cJ((x  4"  cos  9).  ^x* — 1) 
sein  Maximum  für  ^  =  0  und  fUr  keinen  anderen  Werth  zwischen 
f)=0  und  q>=n  erreicht.   Man  transformire  nun  das  Laplace'scbe 
Integral  für  P"(ir),  indem  man  »miq>  =  5,  1—^'  =  a'  setzt,  in 

inP'''\xU^  =  Al_a'«')«-^. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  wird  in  ähnlicher  Art  zerlegt, 
wie  es  im  §  40  S.  173  geschah.   Es  zeigt  sich,  dass  der  eine  Theil, 

welcher  sich  von  y —  bis  1  erstreckt,  sich  dem  Werthe  Null  zu 

jeder  Ordnung  nähert.    Der  Modulus  dieses  Integrales  ist  nämlich 

kleiner  als  das  Produkt  von  ^n  und  dem  grössten  Werthe,  welchen 

c///f  (1  —  a^z'^y  zwischen  den  Integrationsgrenzen  annimmt.    Für  jedes 

feste,   von   Null   verschiedene   z   zwischen  0   und   1   ist   femer 

c/^(l  — a'is')  kleiner  als  1,  und  zwar  um  eine  feste,  endliche  Grösse 

davon  verschieden.    Denn  man  hat 

1 — a^z*  .  1-^ — - 

y —  =  0?  +  cos9)ya? — 1. 

b 

Da  aber,  nach  dem  Obigen, 

c/^(a:+  cosg).  ix^—V)  <  <M(jc  +  }/x^'^\ 

so  wird  c/^(l— a'5*)<  1,  nur  für  a  =  0  gleich  1.  Daher  nähert 
sich  die  n***  Potenz  von  c/^(l— a*a')  der  Null  zu  jeder  Ordnung. 
Aber  auch  noch  an  der  unteren  Grenze  von  s,  die  nicht  fest  ist, 
sondern  sich  der  Null  nähert,  fUr  die  nämlich  ni&*  =  A,  findet 
dasselbe  statt,  da 

-log(l--aV)-  =  a'Ä  +  ^^  +  ... 

und  a*  =  1 — I*  einen  positiven  reellen  Theil  besitzt  (nach  der  An- 
nahme o4C{l^)  <  1).    Daher  wird 
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WO  <ACf  =1  fttr  n  =  oo ,  während  die  Exponentialgrösse  sich  der 
Null  zu  jeder  beliebigen  Ordnung  nähert 

Es  wird  also,  wenn  </fC^<.\^  mit  wachsendem  vi,  zu 
jeder  beliebigen  Ordnung, 

ü  y  1     Ä 

Wenn  man 

2)  den  Fall  behandelt,  dass  </fC^=  1,  so  zerlege  man  gleich 
von  Anfang  an  das  Integral  fUr  P,  welches  von  0  bis  n  zu  nehmen 
ist,  in  eines  von  0  bis  \n  und  eines  von  \n  bis  n.  Indem  man 
in  ersterem  sin|9  =  i5,  im  zweiten  QO%\q>=m  setzt,  femer 

wobei  die  Wurzeln  mit  positivem  reellen  Theile  (ein  reeller  Theil 
existirt  immer ,  da  der  Fall  o;  =  1  ausgeschlossen  werden  konnte) 
genommen  werden  sollen,  so  erhält  man 

iTt.r(x)  =  |-«y '(l-a'»')-;7=  +f /*(1-6V)--^ . 

0  yi    5         „  yi    a 

Nun  ist 

a'  =  2  sin  ö(sin  0-\'%qo%  ö), 

also  o4C(fl^)  =  2 sind.  Die  Schlüsse  unter  (1),  auf  den  vorliegenden 
Fall  angewandt,  zeigen,  dass  es  erlaubt  sei,  jedes  der  beiden  In- 
tegrale, wenn  es  sich  um  die  Grenze  11  =  00  handelt,  von  0  nur 

bis  y —  zu  nehmen.   Das  zweite  Integral  ist  aber  die  zum  ersten 

coDJugirte  Zahl,  und  man  hat  das  Resultat  gewonnen:  Mit 
wachsendem  n  wird  {nT^(x)  zu  jeder  beliebigen  Ordnung 
gleich  dem  doppelten  reellen  Theile  von 


l^l-Ä" 


Es  bleibt  zur  Erledigung  beider  Fälle,  dieses  und  des  ersten, 
die  von  hier  an  gemeinsam  behandelt  werden,  noch  übrig,  einen 
N&herungswerth  für  das  letzte  Integral  zu  ermitteln.  Man  führe 
dazu  statt  2  eine  Grösse  u  durch  die  Substitution  ti  =  ;&  /it  ein, 
wodurch  das  Integral  sich  in 

Hsioe,  Tbeorit  d«r  Kag^lfanctioaen.    S.  AuA.  ]^2 
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1       /^^Yi       a'M*\"       du 


•'  I  H 

verwaudelt.  Entwickelt  man  sowohl  die  Quadratwarael  im  Nenner 
als  auch  die  w'**  Potenz,  letztere  wieder  wie  oben  mit  Hülfe  des 
Logarithmus,  nach  absteigenden  Potenzen  von  n  in  ofifenbar  sehr 
stark  convergirende  Reihen,  und  berücksichtigt  die  Potenzen  von 
n  nur  bis  zu  einer  bestimmten  Ordnung,  beispielsweise  bis  an  die 
Ordnung  ^,  so  wird  das  Integral  bis  an  diese  Ordnung  gleich 


1     /*•'•         r  1 


U  -I 

Mit  derselben  Berechtigung,    wie  auf  S.  174,   kann  man  in  jedem 
einzelnen  Integrale  dieser  Summe,  welches  von  der  Form  ist 

l)is  zu  jeder  Ordnung  genau,  die  obere  Grenze  V^  mit    oo  ver- 
tauschen, also  das  Integral  selbst  mit 

Auf  diese  Art  ergiebt  sich  als  Werth  des  Integrales  (a)  bis  an  die 
Ordnung  | 

2a  \  w  L^       8«  "^  ina*  "^   4n'  V  Sa*         8a'  ■*"  %  >' J 
Hieraus  erhält  man,  indem  man  sich  zar  Abkürzung  der  Formeln 
mit  einer  Annäherung  bis  an  die  Ordnung  |  begnflgt 

(■2.J,  a)  . . .    l-nx)  =  -l,-  ^^  [l-  -I-  +  J^j,], 

wenn  o/^^<  1;  ist  aber  c/f^  =  1,  so  wird  (x  t=  cosö)  wiederum 
bis  an  die  Ordnung  ^ 

(29,  r)  . . .     ncosö)  =  l/-4-,,  [(l-  -i-)co8((w  +  4)Ö  -  In) 


+  ~cotgÖsin((ii  +  |)Ö~i7r)]. 


Horr  Bounel  fmdel  (in.  vcrgl.  S.  171)  eine  Formel,   die   sich  von  der 

ubigeu   dadurch   unUTscheidel ,    dass   der  Factor    von   cosj((n  +  4)Ö  —  ^fi)  in 

1  (—1)" 

der  Paronlliese  niclil  wie  hier  mit  1 — -—  sondern  mit  1-|--.    -  mulüpli- 
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eilt  ist.  Dass  die  Formel  des  Herrn  Bonnet  unrichlig  sei,  zeigt  eine  Prüfung 
durch  unsere  Formel  (16),  (welche  bei  Herrn  Bonnet  selbst  die  Formel  des 
Thtor^me  V.  S.  267  ist),  nämlich  durch  die  Gleichung 

(l+  — )p"-*-'(cosö)  +  P"-'(cosö)  =  (2+  — )cosö/>"(cosö). 

Das  richtige  Resultat  theilte  ich  einigen  Gelehrten  mit,  u.  a.  als  ich  das 
Schreiben  einsandte,  welches  als  Lettre  k  M.  Resal,  6  Janvier  1876  im 
Journal  de  Nath^matiques  abgedruckt  ist.  Oeffentlich  berichtigt  hat  aber  erst 
Herr  Ascoli  diese  Formel  im  §  3  seiner  interessanten  Arbeit  Sülle  serie  SA^Xn, 
im  7.  Bde  der  Annali  di  Hat.  pura  ed  applicata  diretli  da  F.  Brioschi  e 
L.  Cremona. 

Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  bei  Integralen  von  allge- 
meinerer Gestalt,  z.  B.  von  der  Form 

Ä  =  /    (»+  cosg).  ya?'— I)''x(8iö9»  00Qq>)dq>j 
u 

anwenden,  wenn  %  ^^^^  ganze  Function  der  hinzugefügten  Argu- 
mente bezeichnet,  in  welcher  der  Buchstabe  n  nicht  selbst  auftritt. 
Im  ersten  Falle,  d.  h.  wenn  c/^^  <  1,  wird  man  erhalten 

wo  ^s)  eine  aus  x  durch  die  Substitution  sin49>  =  «  entstehende 
endliche  Function  von  s  bezeichnet,  so  dass 

Statt  der  obem  Grenze  nimmt  man  wiederum  l/ —  und  erhält  so 

~A  =  —=r   1       (1 )  ^(w-h/) 

2  ^nj      ^  "     y     '  i/l-!^ 

u  r  n 

Indem  man,  wie  oben,  die  n**'  Potenz  durch  eine  Potenz  von  e  er- 
setzt and  nach  absteigenden  Potenzen  von  n  entwickelt,  erhält  man 
eine  Reihe  von  GUedem,  bei  denen  die  Integration  ausgeführt 
werden  kann.  Ist  z.  B.  %  =  cos  mq> ,  so  wird  nach  der  Formel, 
welche  den  Cosinus  des  vielfachen  Bogens  durch  Potenzen  von  dem 
Sinus  des  einfachen,  also  hier  von  2z]'l'-z''  ausdrückt, 

GO%tnq>  =  1 iz — 5  Ql  —  z  )-] ^rj 5  {l—z  )  —  ••• 

und  hieraas 

12* 
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"  a\  n\        8n   "^  Ana'        na*  /' 
wenn  man  wieder  bis  an  die  Ordnung  |  geht. 

llimmt  mau,  wie  im  zweiten  Falle,  c/^|  gleich  1,  so  ist  wieder 
die  rechte  Seite  zu  verdoppeln. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Näherungswerth  der  Integrale 


cos^).  Vx* — 1)»  GOBmq>dq)i 
II 
bis  an  die  Ordnung  ^  unabhängig  von  m  ist;  erst  bei  der  Nähe- 
rung bis  an  die  Ordnung  |  tritt  dem  für  m  =  0  geltenden  Aus- 
druck noch  ein  Glied 

m 


a'    r  n» 


hinzu,  wenn  cS^  <  1 ;  wenn  oS^  ==- 1  das  Doppelte. 

Andere  Beispiele  für  die  Anwendung  unserer  Methode  giebt 
die  Betrachtung  der  Integrale 

cos  mq>d(p  r^  sin  m^  dq> 


a?  +  cos9).}V— !)'•+»  '       •{      (x+cos^).}^«'— 1)*+^  ' 

Anmerkung.  In  einer  andern  Richlung  hat  Dirichlet  die  Unter- 
suchung  über   den  Grenzwerth   von  P^{x)  verallgemeinert,  wenn 

X  =  cosö,  0  <;  ö  <:  TT. 

Es  geht  dies  aus  einer  Nachschrift  der  Vorlesungen  von  Dirichlet  über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  hervor,  die  etwa  im  Jahre  1837  gehalten  wurden. 
Dies  Collegienhcfl  hatte  ich  wenige  Jahre  später  in  Händen,  und  vervolbtändige 
hier  den  Auszug,  den  ich  damals  aus  demselben  machte. 

Dirichlet  imlersucht  den  Werth  der  beiden  Ausdrücke 

/"^  cos sg>  cos nq)dq>        /^"  coss{n  —  q>)cosng>dg> 
^nU=:    J    r2fcos(»-cosö)l'   V 


1 


[2  (cos  qp  —  cos  ö)]*     J  [2  (cos  d  —  cos  y)]* 


r^  smsg>smnq>dq>        r^s\ns{n  —  < 

^^nV  ^—J    [2(cosg)  — cosÖ)]* "t/     ~~[2(^ö^ 


q!)s\xknq>dq> 


coscp)l* 

für  n  =  oo,  wenn  0  <C  «  <[  1.    Für  «  =  ^  gehen  U  und  V,  nach  (7)  und 
(7,  a)  in  F^(cosd)  über.     Beide  lassen  sich  aus  je  vier  Integralen 

'*i       cosa(pdg> 


(a,  Tj)  =/ 


/      [2(cos9)  — cosiy)]* 
zusammensetzen,  indem  man  hat 
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,iF===(n  +  *,ö)~(n-*,ö)  +  (— l)-((n  +  «,7r— ö)  — (n— 5,71— ö)). 

Daher  genügt  es,  einen  Näherungswerth  für  ein  Integral  {a,  rj),  in  dem  a — n 
eine  endliche  Grösse  ist»  für  n  =  oo  aufzusuchen.  Aus  dem  4.  Satz  im  2. 
Anhang  zum  1.  Kapitel,  S.  62,  crgiebt  sich,  wenn  man  (a,  rj)  durch  die  Sub- 
stitution f] — q>=:  2)^  auf  die  Form 

gebracht  hat,  für  fi  =  ex; 

Hieraus  folgt,  wenn  man  Glieder  der  Ordnung  2  —  s  vernachlässigt, 

(»  +  ».  0)  +  (n-s,  0)  =  (^y~'-^^^^M«^  +  i*n)cos(sd). 

(«  +  ,.  6) -ins.  0)  =  (|.y".^^^^)cos(nö  +  4,«)sm(»Ö) 
und  schliesslich 

— j     — V7j^[sin(nö4-i«7i)cos«ö — sin(nö — j«7r)cos«(7i — ö^], 

i;iK  =  (— )    \iAlliy[cos(iiö+i«;i) 

Für  5  =  ^  verwandelt  sich  selbstverständlich  jede  dieser  beiden  Glei- 
chungen in  (28,  c). 

U.  Es  Bind  auch  noch  (m.  vergl.  S.  176)  die  angenäherten 
Werth'e  der  Function  zweiter  Art  bis  an  die  Ordnung  ^  auf- 
zusuchen. Aehnlich  dem  Verfahren  im  I.  Falle  verwandelt  man 
das  Integral  fttr  O^C^)  durch  die  Substitution  a  =  — tsin^tM  in 

\Q\x)  =  !«+/  ji:^äwf^  Tri?  ' 

wo  a'  =  1 — ^*.   Man  zerlegt  das  Integral  in  eines  von  0  bis  1/ — ' 

und  eines  von  dieser  Grenze  bis  -x),  welches  den  Grenzwerth  0  zu 
jeder  Ordnung  hat.    Denn  selbst  für  den  kleinsten  Werth,  den  % 

zwischen  diesen  Grenzen  erreicht,  nämlich  «  =  l/ — ,  ist  zu  jeder 
Ordnung 

Null  and  daher 
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f- 


2     /^^*  1  <i» 


Ferner  wird 

(M  l)log(l+  ^)  =  aW+^(aW-  ^)+  ••• 
und  hieraus 

(,  +  4')--  =  .-....[,_l(,V-iL^)]. 

Durch  Benutzung  dieser  Formel  erhält  man 
Mit  gleicher  Näherung  wird  fllr  c/f(^  <  1 

(29) ...   |-n-.on-)  =  /,7(i^)(i--eV- Mi^)' 

wobei  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist.    Für  x  =  cosö, 
0  <  ö  <  4  TT,  wird  daher 

(29,  6)  . . .     (?\cos  ö)  =  ]/-2^^  [cos((n  +  i)  Ö  +  jt.) 

+  ^~  siniTT 6in(n  +  4)Ö+  -g^cotgöcos((n+i)ö  +  in)] • 

Durch  ein  ähnliches  Verfahren,  wie  S.  179,  findet  man  den 
Näherungswerth  des  allgemeineren  Integrales 

cosmiudu 


f- 


+  costM.V'a;'— !)«+>  ' 
wenn  die  ganze  positive  Zahl  m  unter  n-^-l  liegt.    Nachdem  man 

—  gebracht  hat,  setzt  man 

costmu  =  1  4-2w*5'(l  — O 
und  erhält  für  das  gegebene  Integral  im  ersten  Falle,  f//i^$<l. 


m 


den  Ausdruck  von  (29)  in  der  Parenthese  vermehrt  um  -  ,^      ^,.  , 

ii(l  —  §*) 

im  zweiten  Falle,  c4C^=  1,  die  rechte  Seite  von  (29,6)  vermehrt  um 


__,;,y       ^        sin((*i.-i)ö  +  i7i). 
r  (2/t8mö)' 

§  42.    Die  Ausdrücke  im  §  40  für  P"  und  (?"  bei  wachsendem 
fi  bleiben  wesentlich  ungeändcrt,  wenn   auch  x  selbst  den  Buch' 
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Stäben  n  in  der  Art  enthält,  dasB  es  mit  wachsendem  n  einer  festen 
Grenze  x^  zustrebt,  die  von  1  verschieden  ist.  Die  vollstän- 
digeren Gleichungen,  im  §  41,  würden  eine  Modifikation  erfordern, 
da  neue  Glieder  hinzutreten  von  einer  Ordnung,  welche  unter  oder 
über  i  ist,  je  nach  der  Art  wie  x  der  Grenze  x^  zustrebt.  Qhne 
den  allgemeinen  Fall  weiter  zu  verfolgen,  betrachten  wir  den  Fall 
x^  =  1. 

Auch  dann  noch  hat  P\x)  für  n  =  oo  die  Grenze  Null  und 
nicht  1,  wenn  x  sich  der  1,  aber  nur  zu  solcher  Ordnung  nähert,  dass 

X  =  cos-  -  ,     0  <  «  <  { , 

und  zwar  muss  man  für  a  einen  Werth  nehmen,  der  an  geh  bar 
unter  i  liegt  Die  Annäherung  von  P"(^)  an  Null  ist  dann  von 
der  Ordnung  ^(1 — a). 

Convergirt  x  noch  schneller  zu  1 ,  wenn  nämlich  a  =  1 ,  also 

x=  cos — ,  so  erhält  man  als  Grenze  von  P\x)  und  0\x)  neue 

Functionen,  welche  in  diesem  Paragraphen  näher  untersucht 
werden. 

Das  erste  Resultat  ist  für  uns  von  besonderer  Wichtigkeit, 
denn  auf  ihm  beruht  der  Schluss  bei  dem  neuen  Beweise  für  die 
Möglichkeit,  Functionen  in  Reihen  von  Kugelfunctioncn  zu  ent- 
wickeln.   M.  vergl.  §  117. 

Beliandclt  man  das  Integral  von  Lapl  acc  für  P\x),  indem  man  x=i'os[n~"0) 
sabslituirt,  nach  der  Methode  des  §  41,  so  hal  man  auf  S.  177  zunächst 


a   =  2 sm  —  (  sm h  t .  cos  —  )• 


Man  setzt  wiederum  h  =  n^,  und  nimmt  6  <C  2*  jedoch  h  ^>  2cr.  Dann  wird 
die  logarilhmischc  Reihe  im  §  41  noch  immer  ein  Glied  a^h  enthalten,  dessen 
reeller  TheU,  angenähert  • 

mit  n  in's  Unendliche  wächst,  während  die  übrigen  Glieder,  wie  n  iiiil  den 
negativen  Exponenten 

2(e— 2a)— 1.     3(6- 2a)— 2,     .  .  . 

zu  Null  convergiren.  Es  wird  also  noch  immer,  wie  S.  178,  \7iP^"\x)  für 
w  =  oc  der  doppelte  reelle  Theil  von 

f—    /»^v        aVv       fiu  ^  0.0 

^  =  cos — isin 


1 


1/  1  1 

«»  \  n 


/w      f  \  H     ^        I  »/'  ir  N 
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Da  ti* :  n  selbst  für  die  obere  Grenze,  ti'  =  A,  noch  Null  wird,  so  darf  man 
den  obenstebendeu  Ausdruck  mit 


also  auch  mit 


*i/^«- 


vertauschen.  Femer  wird  }/«a  zur  Ordnung  ^(1  —  a)  unendlich.  Wir  er- 
halten daher  das  Resultat,  dass  P^(x)  für  x  =  cos(«"«ö)  bis  an  die  Ord- 
nung i(l— a)  Null  bleibt,  wenn  a  <C  i- 

ß 

Nun  sei  a  =  l,  also  a?  =  cos  — •     Da   P  und   Q.  nach    den 

früheren  Festsetzungen,  einwerthige  Functionen  von  x  sind,  so 
werden  die  Grenzen  für  n  =  oc  solche  Functionen  von  0,  welche 

durch  Vertauschung  von  0  mit  —0  ungeändert  hleiben. 

(ß  \ 
cos — j    fftr   n  =  c»    findet   man   die 

Function  J  auf  S.  82,  also 

(30)...    J(ö)  =  l--|^+2^-...  =  Gr,=.P*(cos0 

Dies  Resultat  leitet  man  (sofort)  mit  Herrn  Mehler*)  aus  der 
Formel  (6)  des  §  5  her 

P-(cos  ^)  =  F(n  +  1,-1,,  1, 8in'-^). 

Dieselbe  Function  ergiebt  sich  in  anderer  Form  aus  dem  Integral 
von  Laplace,  indem  man  zuerst  erhält 

nr  (cos  — )  =y '*(l+t— cosflp  +  ^Jdip, 

0 

wo  r  eine  endliche  Grösse  vorstellt.  Durch  Uebergang  zur  Grenze 
findet  man  die  zweite  Form  von  J 

(30,  a)  ...    J(ß)  =  —f&^^*9dq>. 

Das  Integral  zweiter  Art  Q\x)  nähert  sich,  wenn  man 
^  =  cos —  setzt,  mit  wachsendem  n  einer  Grenze,  die  Ä'(ö)  heisse. 
Versteht  man  unter  d  die  complexeZahl  mit  positiv  ima- 


^    Ueber  die  Vertheilung  der  statischen  Elektricität  in.  einem  von  zwei  Kugel- 
kalotten begrenzten  Körper;  Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd  68,  S   140. 
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ginftrem  Tb  eile,  80  findet  man  als  Grenze  von  Q\x) 

(30,  h)  ...    K(e)  =y*6»^«>»'«dti  =  Gr,=ac(?"(co8  ^)  • 

u 

Gehört  x  dem  Querschnitt  an,  ist  also  0  reell,  so  wird  die 

Grenze  von  0*9  ftlso  /r(d),  durch 

(30,  c)..,    2«r(ö)  =  ff(ö  +  0.t)  +  tf(Ö-0.t) 
gegeben,  eine  Formel,  die  ofifenbar  auch  für  jedes  complexe  0  gilt. 
Nach  (30,  fr)  erhält  man  hieraus  den  Ausdruck  durch  ein  Integral 
für  ein  solches  ö,  welches  in  dem  auf  der  Axe  der  reellen  0  von 
—  oo  bis  oo  gezogenen  Querschnitt  liegt 

(30,  d)  .  •  •     Ä'(ö)  =  f  C08(öco8if0rfw. 

0 

Fügt  man  die  aus  dem  Eingange  dieser  Untersuchungen  für  be- 
liebige 0  folgenden  Gleichungen 

(30,e)...    J(Ö)  =  J(— ö),        K(0)  =  K(-0) 
hinca,  so  sind  J  und  K  in  der  ganzen  Ebene  0  eindeutig 
gegeben. 

Geht  man  femer  von  (18,  fr)  zur  Grenze  über,  so  findet  man 
ftlr  die  Differenz  aus  dem  Werthe  von  K  im  Querschnitte  und 
am  Uferrande  \mJ(ß\  andererseits  den  Ausdruck  dieser  Differenz 
durch  ein  Integral  aus  30,  fr  und  (i,  und  so  die  Doppelgleichung 
fflr  ein  reelles  positives  0 
(30,/)  ...    K{0±Q.%)-K(ft)=^±\nU{O)  =  ±%f^%m(J)(iO9.xn)du. 


(I 


Die  Functionen  J  und  K  nennen  wir  Cylinderfunctionen 

erster  und  zweiter  Art;  später  müssen  sie  genauer  als  Functionen 

de«  Kreiscylinders  von  denen  der  elliptischen  unterschieden  werden. 

(M.  vergl.  §  3,  S.  5.) 

Zum  Beweise  des  Vorstehenden  setze  man  d  =  c-|-tp*  ^vo  c  und  p 
reelle  Grössen,  p  eine  nicht  negative  bezeichnet,  und  c/^ö>  0.  Der  Beweis 
bt  geführt,  wenn  man  zeigt: 

1)  Das  Integral  im  zweiten  Gliedc  von  (30,  fr)  hleibl  endlich  und  cou- 
tiDuirlich  bis  incl.  p  =  0,  und  ist 

2)  die  Grenze  für  n  =  oo  von 

[  cos      —  t  sin  —  cos  iu  )        du, 
o 
Beweis  von  1.     Es  wird  genügen,    wenn    wir   den  Beweis   des  Satzes 
nur  für  den  reellen  Theil  des  Integrales  füliren.    Indrin  ninn  ccostw  =  z  imd 
cp  statt  p  setzt,  geht  dieser  in  das  Integral 
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äs 


/' 


6""''*  COS  5 


von  c  bis  x>  über,  dessen  Continuität  und  Endlichkeit  ]us  an  p  ==  0  klar 
isl.  Tm  sie  auch  bis  p  =  0  incl.  nachzuweisen,  zeigt  man  nur,  dass  das  In- 
tef^ral  von  einem  hinlänglich  grossen  z  bis  sc  genommen,  beliebig  klein  wird. 
Für  beide  Grenzen  darf  man  ganze  Vielfache  von  n  setzen;  sie  seien  nn  und 
(n-{'V)7i.  Dies  Integral  wird  in  der  That  für  Jetles  v  bei  einem  hinläng- 
lichen grossen  n  beliebig  klein. 

Zerlegt  man  es  nämlich  in  eine  Summe  solcher,  deren  Grenzen  sich  um 
n  unterscheiden,  und  hat  eines  von  ihnen  die  Grenzen  niTi  und  (m-f-l)7r,  so 
zerlege   man  dies  wieder  in   eines  von  mn  bis  (m  -j-  2)^»    und   eines  von 

(rn-\-i)7c  bis  (m+l);r.  Das  erste  ist  das  Produkt  von  /cossdjs  =  sin (m-)- 4)71 
und  einem  Nittelwerth  der  Function 

zwischen  z  =  mn  und  £  =  (1714-7)^«  so  <1<^^  ^^^  Integral  von  mn  bis 
(tn-]-i^7i  gleich  ist  cosm;r  mal  der  Diflerenz  eines  Mittelwerthes  obiger 
Function  zwischen  mn  imd  (m-\-^)n  weniger  einem  Mittelwerthe  derselben 
zwischen  (fn-\'{)n  und  (m-\-i)n.  Da  sowohl  die  Exponentialgrösse  als 
auch  die  —  >]  ^"^  Potenz  nicht  zunehmende  Functionen  von  2  sind,  so  wird  das 
Integral  von  mn  bis  (iii  +  i)7r,  absolut  genommen, 

<  c-«/>^ [(wi'tt'-  c')~*  - e-*-« ((m  + 1)'/!*-  c')-*], 

also  das  Integral  von  nn  bis  (fi  -{-v^n 

daher  gleich  0  für  w  =  cc. 

Beweis  von  2.  Man  nehme  beim  Beweise  an,  es  sei  p>»0;  der  Fall 
p  =  0  erfordert,  da  der  1 .  Satz  bewiesen  ist,  nur  unwesentliche  Modifikationen, 
ßeriicksicbtigt  man,  dass  dann  (S.  40) 

X  =  cos  — ,      1  j;' — 1  =  — tsin    -,      ^=1-4- \-r 

n  n        '  n 

(wenn  r  eine  Zahl  vorstellt  die  zur  zweiten  Ordnung  0  wird)  die  geh(>rigen 
Vorzeichen  besitzen,  so  kann  man  wie  S.  184  verfahren  und  erhält 

wo  tn  und  y  mit  wachsendem  n  sich  p  und  c  nähern.     Hieraus  folgt 

(i  +  rt'O-  =  [1+  -^f'(«'-yO]~" 

gleich  Null  sobald  z^  gleichgültig  von  wie  geringer  Ordnung,  mit  n  zugleich 
unendlich  wird,  so  dass  man  für  n  =^  "yc  setzen  kann 


j-.-.(,-(.,'±«L)  =  ,/"  * 


wenn   h   eine  Potenz   von  n   mit  einem  l)eliebig  kleinen  positiven  Exponenten 
bezeichnet.     Nun  ist 
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nlog(l  +  a'O  =  wfl'g'-      211      "^     3^'      ^ 

Aa  na'  ak  Grenze  2(p--ci)=  —  2tö  hat,  so  convergirl  diese  Reihe  sehr 
schnell  lu  — 2t09'  und  man  erhält  als  Grenze  von  Q**fcos    -J 

Dieur  Ausdruck  verwandelt  sich  durch  die  Substitution  2  =  —  tsin^tu  in  das 
Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (30,  fr). 

Aus  (30,/")  folgt,  wenn  0  reell  und  positiv  ist,  für  J(ö) 

/x 
8in(dco8tY/)d{i, 

0 

was  dem  gleichfalls  fftr  reelle  0  geltenden  Ausdruck  (30,  d)  für 
K(0)  entspricht  Herr  Mehl  er  fand  (a)  in  den  mathem.  Annalen 
von  1872  direkt,  indem  er  von  der  Gleich.  (7,  fr)  auf  S.  44  aus- 

ß  fi) 

ging.    In  derselben  vertauscht  er  0  und  q>  mit  —  und  ~*     Der 

^  n  n 

Uebergang  zur  Grenze  n  =  oo  verschafft  darauf 

y'^C0S9)d<^  _   r'^^mtfdq) 
0  7^^"/  iW^ö'' 

Setzt  man  links  9)  =  0cosi^,  rechts  9)  =  (7 cos  tu,  so  entsteht 

/     cos(ö  coB  xp)d(p=^J    sin  (ß  cos  tu)  du. 
0  0 

Die  linke  Seite  ist  aber  nach  (30,  a)  gleich  {nJ{0)^  so  dass  die 
vorstehende  Gleichung  mit  (a)  übereinstimmt. 

Zu  dieser  kann  man  noch  die  folgenden  hinzufügen,  die  für 
ein  positives  rein  imaginäres.  0  gelten 

sin(dsinti«)dM, 

(y)  ...  üf(ö)  =  /    cos  (0  sin  tu)  du. 

0 
Man  leitet  die  erste  ab,  indem  man  die  Gleichung 

welche  aus  (4)  folgt,  mit  sinijxcir  multiplicirt  und  darauf  von  0  bis 
oc  integrirt.    Hierdurch  erhält  man 

r\^  ,       /  *  .  dx 


0  o 


l'x'+l  ' 
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und  för  ri  =  —  id  ist  dies  (/?).    Geht  man  von  der  Formel 

rf5  1 


nJ     1 


aus,  multiplicirt  dieselbe  mit  cosijxc^o;  und  integrirt  von  0  bis  '>c, 
so  findet  man  (y)  f ür  ij  =  —  t  ö. 

Die  Function  J,  welche  hier  durch  einen  Uebergang  zur  Grenze 
eingeführt  wurde,  aber  schon  auf  S.  82  auftrat ,  kam  dort  mit  an- 
deren ähnlichen  Functionen  J„  zugleich  vor  und  wurde  mit  dem 
untern  Index  0  versehen.  Sobald  die  J«  wieder  neben  ihr  vor- 
kommen, werden  wir  ihr  auch  wieder  den  hier  bedeutungslosen 
Index  0  anhängen. 

Die  Differentialgleichung  (8)  der  Kugelfunctionen  ver- 

£1 

wandelt  sich,  indem  man  in  der  Form  (6)  derselben  —  fttr  0  setzt 

und  n  unendlich  nimmt,  in  die  Gleichung 

(31)  . . .     Od'z  +  dzdO  +  dzdd*  =  0, 
die  also  J(d)  und  K(P)  zu  Lösungen  hat. 

§  43.  Der  hier  hervorgehobene  Zusammenhang  mit  der  Kogel- 
function  dient  zur  Einführung  der  neuen  Functionen-,  aus  demselben 
gewinnt  man  erst  eine  wissenschaftlich  begründete  Einsicht  in  die 
Eigenschaften  der  Cylinderfunctionen.  Es  empfiehlt  sich  aber,  diese 
Functionen  auch  selbständig,  nicht  allein  als  Grenzfälle  der  com- 
plicirteren  Kugelfunctionen  zu  behandeln,  und  nur  die  Gesichts- 
punkte der  Theorie  der  letzteren  zu  entnehmen.  Einen  werthvoUen 
Beitrag  fttr  diese  Darstellung  hat  Herr  Carl  Neumann*)  in  seiner 
„Theorie  der  BesseTschen  Functionen"  geliefert,  die  er  als  ein 
Analogen  zur  Theorie  der  Kugelfunctionen  bezeichnet,  und  zu- 
mal durch  das  später  zu  entwickelnde  Additionstheorem  der  Cy- 
linderfunctionen, bereicherte.  Von  neueren  Arbeiten  benutze  ich 
ausser  dieser  Schrift  bei  der  unten  folgenden  Darstellung  haupt- 
sächlich meine  kurze  Abhandlung  inBorchardt*s  Journal  f.  M,**). 
Aus  dem  grossen  Reich thum  von  Formeln,  die  man  in  den  Ar- 
beiten über  diese  Functionen  findet,  habe  ich  nach  den  auf  S.  9—10 
angegebenen  Gesichtspunkten  eine  Auswahl  getroffen. 

Zur   Literatur  der   CyliDdcrfunclionen    gebe    ich,    eine   Tafel    des    Herrn 


♦)    Leipzig,   18G7. 
*♦)    Die  Fuurier-Besüel'sche  Function,  Bd.  69,  10(58. 
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Carl  Neu  mann  fortsetzend,   ausser  den  bereits  citirten  Werken  noch 
folgende  an: 

Fourier,  Th^rie  anaiytique  de  la  chaleur.     S.  369  (1822). 

Poisson,  Sur  )a  distribution  de  la  chaleur  dans  les  corps  solides.    Journal 

de  rEcole  polyt.    Gah.  19.  S.  349  (1823). 
Bessel»    Untersuchungen  des  Theils  der  plnnetarischen  Störungen,    welcher 

aus   der   Bewegung    der  Sonne  entsteht.     Abii.  der  Berliner  Akad.  d. 

Wiss.  aus  dem  Jahr  1824. 
Jacobi,  Formula  transform.     Grelle,  J.  f.  M.  Bd.  15,  S.  13  (1836). 
Hassen,  Ermittelung  der  absoluten  Störungen  in  Ellipsen  etc.    Schriften  der 

Sternwarte  Seeburg.     Gotha  (1843). 
Kummer,  De  integralibus  definitis  et  seriehus  infmitis.     Grelle,  J.  f.  M. 

Bd.  17. 
Kirchhoff,  lieber  den  inducirten  Magnetismus  etc.   Grelle,  J.  f.  M.  Bd.  48. 

Anger,  Untersuchungen  über  die  Function  /j^,  etc.  (1855)    und  die  Fast- 

Schrift  über  das  Integral  etc.    Danzig  (1858). 
Riemann,  Zur  Theorie  der  Nobili*schen  Farbenringe.   Pogg.  Ann.  95.  Bd. 

(1855). 
Lipschitz,  Ueber  ein  Integral  der  Diflerentialgleichung  etc.    Borchardt's 

Journal.  Bd.  56. 
Sehloemilch,  Ueber  die  BesseT sehe  Function.    Zeitschr.  f.  Blath.  u.  Physik. 

IL  Jahrgang. 
Carl  Neumann,   Ueber   die  Theorie  der  Wärme  und  Elektricitat.     Bor- 

chardt's  Journal.  Bd.  62. 
Lommel,  Studien  über  die  BesseT  sehen  Functionen.     Leipzig  (1868). 
Carl  Neu  mann,    Ueber    die  Ent  Wickelung    einer  Function   nach  Quadraten 
mid  Produkten  der  Fourier-BesseTschen  Functionen.    Berichte  der 
Sachs.  Gesellsch.  d.  W.  aus  1869. 
Ausserdem  treten  diese  Functionen  in  mehreren  neueren  Arbeiten  auf,  von 
denen  ich  die  in  den  Mathem.  Annalen  erschienenen   der  Herreu  H.  Weber, 
H.  Hankel  (1.  Bd.),    Lommel  (2.  u.  3.  Bd.),   Schläfli  (3.  Bd.),  Mehler, 
Ermakoff  (5.  Bd.)  erwähne,  aus  Borchardt*s  Journal  die  Abhandlungen  der 
Herren  Mehler  (Bd.  68)  und  H.  Weber  (Bd.  69,  75,  76). 

Die  Differentialgleichung 

(31),..    ed'z+dzdO  +  0zdd'  =  O 
stellen  wir  an  die  Spitze  unserer  Theorie  der  Cylinderfune- 
tionen.    Andere  Formen  derselben  Gleichung  sind 

(31,  a)  ...    d'5  +  ö'a(dlogöy  =  0, 

(31,  b)  ...    4d«Ä  +  f]t(dlogf]y  =  0;    (17  =  Ö'), 

(31,  c)  ...    f]dh  +  dzdrj  +  lzdT]^  =  0. 

Wenn  man  versucht  (31,  a)  durch  Reihen  zu  integriren,  wobei  man 

die  Gleichung 

d(ö»)  =  itÖ'»dlogÖ 
benutzt,  so  findet  man  eine  Lösung,  welche  mit  dem  Buchstaben 
J  bezeichnet  wird,  nämlich  den  Ausdruck  (30)  für  J(0),  also 
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(30)...    J(ö)  =  F(i7,  ^,  1,  — £^)    für    (/=>.. 

Die  allgemeinen  Regeln  der  Integralrechnung  zeigen,  dass  ein 
zweites  Integral  Bich  nicht  in  eine  Reihe  entwickeln  lässt,  die 
nach  Potenzen  von  0  aufsteigt,  sondern  dass  es  die  Fonn  hat 

s.  =J(Ö).logÖ  +  y, 
WO  y  eine  nach  geraden  Potenzen  von  6  aufsteigende  Reibe  be- 
zeichnet, die  sich,  wie  Herr  Carl  Neumann  gefunden  hat,  in  eine 
einfache  Form  bringen  lässt.    Man  erhält  nämlich 

(30,  g)...    Ä,  =  J(ö)logÖ  +  2(K(Ö)-U,(Ö)  +  KW--), 
wo  «/,,  J4,  etc.  die  Functionen  sind,  welche  man  aus  (14,  c)  auf 
S,  82  kennt.    (M.  vergl.  §  61,  Gleich.  44,  f.) 

Indem  man  llogd*  fUr  logd  setzt,  kann  man  die  zweite  par- 
tikuläre Lösung,  ebenso  wie  die  erste,  als  Function  von  0*  =  fj 
auffassen,  was  mehrfach  geschehen  wird  (s.  u.),  wie  Q(x)  als  Func- 
tion von  X.  Nach  jener  Umwandlung  des  Logarithmus  ist  der  Aus- 
druck 2,  wenn  man  von  0  =  0  in  das  reell  positiv  Unendliche  einen 
Querschnitt  zieht,  in  der  ganzen  £bene  bis  an  den  Querschnitt  ein- 
deutig und  continuirlich  und  giebt  fftr  —  d  denselben  Werth  wie 
fUr  ö. 

Unten  drücken  wir  s^,  oder  vielmehr  eine  Combination  von  js, 
und  J  (m.  vergl.  (44,  f))  durch  das  bestimmte  Integral  (30,  6) 
für  K  aus,  welches  ebenso  neben  (30,  g)  zu  verwenden  ist,  wie 
der  Ausdruck  von  Q  durch  ein  Integral  neben  dem  einen  Loga- 
rithmus enthaltenden  (20,  c).  Dieses  Integral  K  verliert  aber 
die  Bedeutung,  wenn  0  einen  negativ  imaginären  Theil 
bekommt,  definirt  also  die  Function  nur  auf  der  Seite  des 
positiv  Imaginären  und  ist  durch  die  Gleichung  K(0)=K(—ff) 
fortzusetzen. 

Es  sei  0  die  Quadratwurzel  aus  00  =  17,  welche  einen  posi- 
tiven imaginären  Theil  besitzt  oder  eine  positive  reelle  Zahl  ist 
Wir  ziehen  einen  Querschnitt  in  der  Ebene  der  f]  von  17  =  0  in's 
positiv  Unendliche,  die  Axe  des  positiv  Reellen,  und  suchen  den 
Ausdruck  der  Lösungen  durch  Integrale,  die  in  der  Ebene  bis  an 
den  Querschnitt  continuirlich  bleiben.  Im  Querschnitt  selbst 
wird  als  Lösung  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Wer- 
th en  am  Rande  der  Ufer  genommen,  d.  h.  wenn  ij  einen  Punkt 
im  Querschnitt,  also  eine  positiv  reelle  Zahl  bezeichnet,  aus  den 
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Werthen  für  ij  +  O.i  und  17  — O.t,  oder  O.t  +  Öund  O.t  — ö.  Dieses 
Mittel  gentigt  der  Differentialgleichung  noch  im  Querschnitte  selbst 
nnd  ist  ein  von  J  verschiedenes  Integral. 

Die  Gleichung(31)  integriren  wir  hier  durch  bestimmte 
Integrale:  Bildet  man  aus  0  und  einem  Winkel  <f  ^^^^  Function 

80  wird  offenbar 

(a)...     0---  +  d^^J^Oy-—^^,. 

Setzt  man  fydq^  fllr  ä  in  die  linke  Seite  von  (31)  ein,  so  ver- 
wandelt sich  diese,  abgesehen  vom  Factor  dö',  in  —dyi d%  d.  h. 
in  t^sinqpy,  ist  also  Null  ftlr  9>  =  0,  ausserdem  aber  für  9  =  ^, 
80  dass  man  zunächst  ein  endliches  Integral 


=Jyd(p 


0 

als  Lösung  von  (31)  erhält.  Da  dies  für  ö  =  0  sich  in  n  ver- 
wandelt und  als  endliche  Lösung  dieselbe  sein  muss,  wie  die  in 
(30)  enthaltene,  flo  ist  sie  nJ(0)  und  man  gewinnt  auf  diese  Art 
wiederum  den  Werth  (30,  ä)  fltr  J(0),  Ferner  wird  tdsinqp.y  auch 
dann  gleich  Null,  wenn  y  selbst  Null  ist.  Dies  geschieht  nur  und 
immer,  wenn  <p  einen  solchen  Werth  annimmt,  dass  tdcosqp  einen 
negativ  reellen  Theil  erhält,  der  unendlich  wird.  Man  findet  also 
immer  eine  Lösung  z  der  Gleichung  (31),  wenn  man  in  dem 
Ausdruck 


=/ 


GC 


0 

II  80  in's  Unendliche  wachsen  lässt,  dass  die  Exponential- 
grösse  zu  Null  convergirt.  Dies  gentigt  schon,  da  y  als  £x- 
ponentialgrösse  auch  hinreichend  schnell  zu  Null  convergirt. 

Gehört  17  nicht  dem  Querschnitte  an,  so  wird  y  Null,  wenn  u 
in  das  reelle  positiv  Unendliche  wächst ,  welches  da ,  wo  eine 
nähere  Bestimmung  wtinschenswerth  ist,  nicht  schlechtweg  mit  co, 
sondern  durch  g  bezeichnet  werden  soll.  In  der  That  ist,  wenn 
man  wie  oben  0  ==  c  +  pi  setzt. 

War  dagegen  6  reell  (also  positiv),  so   darf  mau  nicht  auf  diese 
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Weise  in'n  Uuondliche  gehen,  wohl  aber  so,  dass  u  ~=^  ^  +  t^«  wird, 
da  dann 

töeostii  =  i0»\niff 
negativ  unendlich  ist.  Das  erste  Mal  kann  man  also  nach  u  auf 
der  Axe  des  Reellen  von  0  bis  g  integriren,  das  zweite  Mal,  und 
da  y  eontinuirlich  ist  auf  beliebigem  Wege,  bis  g  +  ^ni^  z.  B.  in- 
dem man  von  0  auf  der  Axe  des  Imaginären  bis  im  und  von  da 
parallel  und  gleichgerichtet  der  Axe  des  positiv  Reellen  in's  Un- 
endliche integrirt.    Man  hat  also  den 

I.Satz.  Die  Differentialgleichung  (31,6)  hat  zwei 
particuläre  Integrale  7  und  JT,  von  denen  das  erste  durch 
die  Gleichung 

(30,  c)  ...    J(0)  =  i  y  e'^cosy  dy  ^  j(_  0).    (0.  ^  ,y) 

0 

ausgedrückt  wird.  Das  andere  ist,  wenigstens  so  lange 
nicht  17  eine  positiv  reelle  Grösse  vorstellt,  wenn  man  den 
imaginären  Theil  von  6  positiv  nimmt, 

(30,  b)  ...     K(P)  =  pe^ ^'^ du  =  /r(- ö);     (9  =  00). 

*u 

Für  ein  0  im  Querschnitte  selbst  hat  man  zwar  so  eben  gleich- 
falls eine  Lösung  gefunden,  nämlich 


/ 


0 


es  ist  dies  aber  nicht  eine  solche,  welche  nach  unserer  Festsetzung 
S.  185  durch  hXO)  bezeichnet  werden  darf;  vielmehr  ist  dort  K  ein 
arithmetisches  Mittel  und  man  hat  den 

IL  Satz.     Ist  aber  rj  positiv  reell,  so  wird 

(.30,  d)  ...    K(P)  =/"  "cos(ö  costi*)du  =  K{-  d). 

§  44.  In  den  Integralen  fOr  J  und  K  können  ausser  den 
reellen  auc]]  imaginäre  Substitutionen  vorgenommen  werden. 
(M.  vergl.  meine  frtther  er^vähnte  Abhandlung  im  69.  Bande  von 
Borchardt's  Journal). 

Im  vorigen  Paragraphen  zeigte  sich,  dass  man  ftlr  jeden  Werth 
von  ri  eine  Cylinderfunction  zweiter  Art  erhält,  wenn  man  ydu  von 
0  bis  00  integrirt.  An  der  obem  Grenze  trat  aber  (s.  oben)  eine 
Discontiuuität  ein,  indem  man  im  allgemeinen  bis  ^,  nur  fbr  ein 
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reelles  6  bis  g-\'\n%  integrirte.   Dieser  Sprung  lässt  sich  erklären 

und  vermeiden  durch  den 

III.  Satz.    Bezeichnet  0  eine  beliebige  Zahl  mit  nicht 

negativem  imaginärem  Theile,  und  setzt  man 

— iO  =  a(cosa  —  tsina),     (— |7r  =  a  ^  2^)» 
so  wird 

(6)  . . .    J 


^.-tfcosm^^ 


0 


eine  Lösung  von  (31),  und  bleibt  unverändert,  welchen 
reellen  Werth  zwischen  —\n  und  \n^  mit  Ausschluss 
dieser  Grenzen*),  man  auch  %  beilegt. 

In  der  That  hat  das  Integral  erstens  eine  Bedeutung 
und  ist  zugleich  eine  Lösung  von  (31),  sobald 

—  iöco8t[^-f  («+z)»]  =  fl(cosa  — t8ina)cos(a  +  Z"-«fl') 
einen  positiven  reellen  Theil  besitzt.    Der  reelle  Theil  ist 

a  [co8acos(a  +  %)  costgf — t  sin  a  8in(a  -^y^miig]. 
Setzt  man  ftlr  cost^  und  tsint^  ihre  Ausdrücke  durch  Exponential- 
grössen,  so  wird  der  Theil,  welcher  mit  g  in's  Unendliche  wächst 

^acosx.c^,' 
also  in  der  That  posi- 
tiv, wenn  -i^<x<i^- 
Zweitens  ist  das 
Integral  (6)  von  % 
und  von  dem  Inte- 
grationswege un- 
abhängig. In  der 
Figur  sei  AX  die  Axe 
des  positiv  Reellen, 
AY  des  positiv  Imagi- 
-^  nären,  ilÄ  =  ^,ilC=a, 
also  nicht  grösser  als 
in.  Die  Figur  zeigt 
den  Fall  eines  0  mit  po- 
sitivem reellen  Theile, 

^  Die  Untersnchang  ist  so  geführt,  dass  sie  noch  für  die  allgemeineren  Integrale 
des  {  57  gilt,  in  welchen  die  nach  u  zu  integrirende  Function  aus  der  obigen  durch 
Mnltiplikation  mit  cosiVu  entsteht.  In  dem  hier  vorliegenden  Falle  darf  man  die 
Grenxen  ±\n  noch  einschliessen,  wie  sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  zeigen 
lieiBe. 

UelB«,  Theorie  der  Kugelfunctionen.    2.  Aufl.  23 
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CE  und  CH  sind  gleich  ^tt,  so  dass  alle  Werthe,  die  t(a  +  x)  böi 
veränderlichen^  X  annehmen  kann,  zwischen  E  und  H  lie- 
gen. In  dem  besonderen  Falle ,  dass  a  =  |fr,  wQrde  H  genau  in 
A  fallen,  während  H  ftlr  jedes  andere  positive  a,  wie  in  der  Figur, 
auf  der  negativen  Axe  der  Y  liegt.  AB*  ist  gleich  AB  gemacht. 
Die  Figur  wird  dann  in  selbstverständlicher  Art  vollendet. 

Der  Punkt  D  stellt  die  Zahl  g-^ai  vor,  sämmtliche  Punkte  iV 
auf  Für,  nur  F  und  K  ausgeschlossen,  sind  Zahlen  9+1(0+ x)'   ^^ 

wird  nun  behauptet,  dass  /ydu  sich  weder  ändert,  wenn  man  von 

A  aus  auf  verschiedenen  Wegen  bis  zu  demselben  Punkte  JV,  noeh 
wenn  man  bis  zu  verschiedenen  Punkten  JV,  die  sämmtlich  auf  FK 
liegen,  integrirt  Das  erste  ist  klar,  da  die  verschiedenen  Inte- 
grationswege einen  Raum  einschliessen,  in  welchem  y  endlich  und 
einwerthig  bleibt.  Um  das  zweite  zu  beweisen,  zeige  ich,  dass 
das  Integral  über  ACMN  gleich  ist  dem  Über  ACD.  Dies  ergiebt 
sich  daraus,  dass  das  Integral  über  das  Rechteck  CMNDC  Null  ist, 
ebenso  auch  dass  über  iVD,  da  der  Weg  ND  endlieh  und  die  zu 
integrirende  Function  y  im  Unendlichen,  also  auf  der  Linie  FK  mit 
wachsendem  ^,  Null  ist. 

Der  soeben  bewiesene  III.  Satz  klärt  die  früher  erwähnten 
Verhältnisse  auf.    Wir  heben  folgende  Punkte  hervor: 

1)  Ist  0  nicht  gerade  reell,  so  wird  absolut  genommen  a<,inj 
und  daher  liegt  die  Axe  des  Reellen  AB  innerhalb  des  Rechtecks 
KFFlCy  —  während  sie  im  Falle  eines  reellen  ö,  also  für  a  =  +  4m, 
in  eine  Seite  des  Rechtecks,  nämlich  in  KK'  oder  FF  fallen  würde. 

Das  Integral  stimmt  also  mit  /ydu  über  die  Axe  des  Reellen  ge- 
nommen überein. 

2)  Ist  0  reell  positiv,  so  wird  a  =  in  und  CD  halbirt  das 
Rechteck  EFKH.  Das  Integral  über  ACD^  d.  h.  von  0  bis  9  +  ^m^ 
ist  daher  dasselbe,  als  ob  man  von  A  bis  zu  einem  Punkte  integrirt, 
der  beliebig  nahe  an  B  auf  BD  liegt.    Man  findet  also 

(30,  g)  ...    P'^^'^'e'^^osiuau  =  iif(ö+0.f), 

0 
so  dass  die  fOr  ein  tj  im  Querschnitt  gefundene  Lösung,  wie  früher 
(S.  192)  schon  erwähnt  wurde,  nicht  K(0),  sondern  K(0-\-0.%)  ist, 

3)  Der  Werth  von  K  am  negativen  UfeiTand  lässt  sich  in  fthtt- 
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lieher  Art  dureh  ein  Integral  ausdrucken,  welcheB  sich  von  0  bis 
g—im  erstreckt.    Denn  nach  (30,  d)  ist 

/r(ö-o.t)  =  /r(-ö+o.o. 

Man  hat  nun  nach  dem  m.  Satze  zu  machen 

t(ö — O.t)  =  a(co8a — isina)  =  0  +  <ö, 
80  dass  a  nahe  gleich  — ^n  zu  setzen  ist.    Es  ergiebt  sich  also 

(30,  K)  ...    /r(ö - 0 . 0  =  r^^^^'e-'^ «>»- du. 

0 

4)  Die  Integrale  fllr  Jif(ö+0.t)  kann  man  in  solche  umwandeln, 
in  welchen  auf  reellem  Wege  integrirt  wird.  Indem  man  den  Weg 
von  0  bis  g+  jm  in  einen  Weg  von  0  bis  +  ^ni  und  einen  zweiten 
von  iim  bis  g+^ni  zerlegt,  und  auf  dem  ersten  »  =  +19,  auf 
dem  zweiten  u  =  '+im-\-e  setzt,  erhält  man 

Hieraus  erhält  man  sofort  ftir  die  Diiferenz  der  beiden  Werthe  am 

Uferrande  die  Gleichung 

K(d  +  0.i)  -  ff(Ö-0.i)  =  tTT J(Ö), 

welche  auf  S.  185  direct  bewiesen  wurde. 

Hieraus   ergeben   sich   ftlr  die  Cylinderfunctionen  die  Sätze 

aber  die  imaginäre  Substitution.   Man  zeigt  leicht,  dass  eine 

solche  in  dem  Integrale  für  J  erlaubt  sei,  nachdem  man  dort  die 

Grenzen  auf  —n  und  n  gebracht  hat,  und  findet 

1    /"^ 
(c)  ...  %  J(ff)  =  o~"/     c*'^*^'^9'+"^rf9J, 


—  n 


welche  reelle  oder  nicht  reelle  von  <p  unabhängige  Grösse  auch  w 
vorstellen  möge.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  K.  Indem  man 
beide  Fälle,  den  eines  tj  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Querschnitts 
zusammenfasst  und  beachtet,  dass  nur  im  Querschnitt  K(0+0.i)  von 
K(0)  verschieden  ist,  hat  man 

0 
Vertauscht  man  u  mit  — m,  so  ist  rechts  dieselbe  Function,  von 
— 9 — «(^  +  3f)  ^*®  ^1  ^^  integriren.  Man  kann  als  untere  Grenze 
aber  auch  — g  —  io  +  ^X  nehmen,  da  das  Integral  sich  nicht  ändert, 
wenn  man  fttr  %  irgend  einen  Bogen  zwischen  —in  und  477  setzt. 
Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  der 

13* 
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lY.  Satz.    Bezeichnet  0  eine  beliebige  Zahl,  80  ist 

(c)  . . .      J_y  "(f^^'^-^Ky-t  ^)dq>  =  J(d)  =  J(—  d). 

Hat    0    einen   nicht    negativen    imaginären    Theil     und 

setzt  foan 

—  iO  =  a(co8a  —  t  sina)    ( —  {n  <i  a  <  |7i), 
80  wird 

(d)  ...    W^^"^ V^<»»'C«+cu)d,,  =  K(0  +  O.i) 

und  K(0)  =  K{ — 0).  Die  Constante  (o  kann  in  (c)  willkflr- 
lieh  genommen  werden;  in  (d)  muss  der  reelle  Theil  von 
cosfco  positiv  sein,  d.  i.  der  reelle  Theil  von  toi  die  Form  haben 
X  +  2mn^  wo  —in<x<in. 

Der  Ausdruck  (d)  ändert  sich  offenbar  nicht,  wenn  man  als 
obere  Grenze  irgend  einen  unendlichen  Werth  mit  positivem,  fbr 
die  untere  mit  negativem  reellen  Theile  setzt,  f&r  den  iOeosi^u  +  fo) 
einen  negativ  unendlichen  reellen  Theil  erhält. 

Die  hier  entwickelten  Sätze  ftlr  die  imaginäre  Substitution 
werden  unten  eine  erhöhte  Bedeutung  gewinnen,  während  wir  sie 
hier  nur  auf  die  Transformation  der  Integrale 

1        /*n  rg 

anwenden.  Das  erste  ist  gleich  J(^a*+b*).  Beim  zweiten  ist  zu- 
nächst der  Fall  eines  reellen  a  und  b  zu  erwähnen;  nimmt  man 

)^a*-|-b'  mit  dem  Zeichen  von  a,  so  wird  das  Integral  gleich 
Ä(}^a*+  fc'-f-O.t);  fllr  a  =  0  ist  das  Integral  unendlich.  In  den  anderen 
Fällen  hat  es  einen  Werth,  nämlich  K(^a*+b*)^  sobald  ia  +  b  und 
ia  —  b  einen  negativen  reellen  Theil  besitzen. 

Weiteres  über  die  allgemeineren  Integrale  findet  man  §  58  u.  f. 
Femer  wird  man  im  §  60  Functionen  kennen  lernen,  die  ganz 
ähnliche  Eigenschaften  besitzen  wie  /  und  IT,  nämlich  die  endliche 

sin  0  cos  0 

Function  — ^ —  und  die  im  Endlichen  unendliche  — ^ — •   Die  Be- 

deutung  derselben  als  Cylinderfunction  höherer  Ordnung  findet  man 
im  m.  Theil. 


Den  im  §  42  entwickelten  Formeln  ftlge  ich  noch  einige  andere 
hinzu,  die  mehrfache  Anwendungen  finden: 
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Herr  Lipsohitz  zeigt,  daBs  man  habe 

1  /"* 

YorausgeBetzt,  dass  der  reelle  Tbeil  von  a  positiv  und  grösser  als 
der  Ton  6t  sei,  hat  man  nämlich 

wenn  der  reelle  Theil  auf  der  Hinken,  der  nach  der  obigen  Vor- 
anssetzung  nicht  Null  sein  kann,  positiv  genommen  wird.  Durch 
Umkehnmg  der  Integrationsordnung  erhält  man  (d).  Für  ein  reelles 
h  darf  auch  a  gleich  Null  genommen  werden. 

Multiplicirt  man  (ß)  mit  cos  ad  da,  integrirt  von  0  bis  oo  und 
setzt  6=1,  so  erhält  man  nach  (y)  auf  S.  187  für  ein  reelles  6 
den  Ausdruck  des  Herrn  Mehler 

Aeben  der  frflher  gefundenen  Formel  (y),  welche  hier  zur  Ab- 
leitung benutzt  wurde. 

§  45.  Es  soll  jetzt  nachgewiesen  werden,  dass  die  Gleichung 
auf  S.  78 

(11)...      -l--  =  ''i>2»  -V  l)F"(x)  (?"(y ) 
y  —  X      M..  u 

immer  besteht,  sobald  c/^(«  — Vo?'— l)>«/<^(y— J^y^— 1),  wenn  x 
und  /i*^l,  ebenso  y  und  Vy' — 1  dasselbe  Vorzeichen  erhalten. 
(M.  vergL  S.  79).  Den  Beweis,  den  ich  ursprünglich  gegeben  hatte, 
ersetze  ich  durch  einen  wesentlich  einfacheren,  welchen  Herr 
Laurent  gefunden  und  in  der  3"*"  Serie  des  Liouville*schen 
Journals,  1.  Band,  November  1875  mitgetheilt  hat. 

Durch  eine  einfache  Combination  der  Gleichungen  (16)  und 
(17,  6) 

(n+l)P"+'(a;)-(2n-j-l)irr(a;)  +  iiP"~'(a:)  =  0, 

(»  +  l)0'*^*(j/)~(2n+l)y(?-(y)  +  n(?-^(y)  x=  0, 
findet  man  mit  Herrn  Christoffel"^), 


^)  Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  55,  S.  72.  Herr  Darboux  macht  im 
Lioaville'schen  Journal,  2.  Band,  1876,  darauf  aufmerkäam,  da^  die  erwähnte 
Combination  TOD  Herrn  Christof  fei  scbou  im  Jahre  1858  angegeben  wurde. 
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(« +i)((?"(y)'^^'(»^)- ''"(^)(?"""(»)) 

=  niQ''-'(y)n^)-r-\x)Q\y))  +  (2«  +!)(«- y)PX^)(?"(y); 
fUr  n  =  0  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 

((?*(»).i"(*)-P''(.r)(?'(y))  =  l  +  (a!-y)P«(x)(?»(y). 
Hieraus  ergiebt  sich  durch  Summation  nach  n  von  it  =  0  an  bis 
zu  einem  n  von  beliebiger  Grösse 

(y'-x)I(2n+l)P\x)QXy)  =  l+(«-M)(n^)e-^'(y)-(?"(y)P"+'(^)). 
Für  n  =  oo  wird  das  Glied,  welches  auf  der  Rechten  zu  1  hinzu- 
tritt, Null.  Setzt  man  nämlich  x  —  ^x^—i  =  |  und  y  —  ]/y* — 1  =  jy, 
so  folgt  aus  den  Gleichungen  (28),  wenn  weder.  c//^(D  noch  cS(ri) 
gleich  1  ist,  dass  bei  wachsendem  n  mit  beliebiger  Annäherung  sei 

nI^(x)Q\x)  = 


==?)-^|)"' 


also  Null,  sobald  <.^(rj  angebbar  unter  c/(^  liegt.  Wenn  c^i^^  =  1, 
so  modificirt  sich  der  vorstehende  Ausdruck ,  wie  aus  (28,  c)  her- 
vorgeht, zu 

Tj^*^^     8in(w  +  ^)  g+ cos(n+  ^)0 

yi^^  ^sinö  ' 

wird  also  gleichfalls  Null,  sobald  c^(tj  <  1,  d.  i.  wenn  ofiff]  kleiner 
als  cf(^  genommen  ist. 

1.  An  merk.  Neben  die  Entwickelung  von  l:(y  —  x)  in  eine 
geometrische  Reihe,  welche  in  dem  Kreise  c/((aO  <  c.fC(s)  conver- 
girt,  und  die  hier  vorliegenden  nach  Kugelfunctionen,  welche  in 
der  Ellipse  cit^>c'fCri  convergent  ist,  kann  man  eine  andere 
stellen,  die  gleichfalls  im  Innern  derselben  Ellipse  gültig  ist.  Man  hat 

»^•"i  -1.1 -, 

Sobald  ciCri<cf(^  lassen  sich  die  Ausdrücke  auf  der  Rechten 
nach  aufsteigenden  Potenzen  von  ri^  und  ij^~^  entwickeln,  und  man 
erhält 

eine  Reihe,  die  nach  auf-  und  absteigenden  Potenzen  von  $  ge- 
ordnet ist.  Setzt  man  x  =  cos0,  es  möge  0  reell  oder  imaginär 
sein,  so  findet  man  daher  in  der  Ellipse  die  Entwickelung  nach 
Cosinus  der  Vielfachen 

^  =  -_i_^(l+  2^(f/-  }/y^— l)»cos«ö). 
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Um  auch  eine  Entwickelung  nach  rj  zn  erhalten,  verwandelt 
man  anch  1  :(1— 17*)  in  eine  Reihe  und  sammelt  die  Factoren  einer 
bestimmten  Potenz  von  77,  z.  B.  der  fi+l**^"«    Diese  sind 

wenn  die  letzte  Parenthese,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade 
ist,  i^+S"^  oder  1  enthält.   Summirt  man  diese  geometrische  Reihe 
.und  setzt  wieder  ^  =  co80,  so  entsteht 

y — cosö         «=o       smö         '      ' 
eine  Entwickelung  nach  Differentialquotienten  der  Grössen  cosii0, 
genommen  nach  cosd. 

Im  letzten  Theile  wird  die  Bedeutung  dieser  Formeln  in  Bezug 
auf  die  Entwickelung  (11)  deutlicher  hervortreten,  indem  dort  §  124 
eoBnd,  sein  Differentialquotient  nach  cos  0  und  F"  als  Functionen  der- 
selben Art,  der  Ordnung  1,  3  und  2  auftreten. 

2.  Anmerk.  Herr  Carl  Neumann  bringt  die  Entwickelung 
(11)  von  l:y — x  mit  einem  bekannten  Satze  von  Cauchy  in 
Verbindung.   Bezeichnet  f(]/)  eine  Function,  welche  für  alle  Punkte 

einer  Ellipse  an  deren  Begrenzung  c//^(y  +  }'y*— i)  constant  ist, 
continuirlich  bleibt,  so  findet  man  aus  (11) 

2inf(x)  =ß(y)-ß^  =  2(2n  +  \)P\x)/ky)Q\y)dy, 

wenn  man  die  Integration  über  den  Rand  der  Elli]>se  erstreckt, 
so  dass  der  Satz  entsteht:  Für  alle  Punkte  im  Innern  der  Ellipse 
kann  man  setzen 

fix)  =  SOnP^ix-),      a,  =  -  ^^iy^(y)(?-(y)dy. 

Wendet  man  aber  den  Cauchy*schen  Satz  auf  einen  ringförmigen 
ebenen  Raum  an,  der  durch  zwei  confocale  Ellipsen  mit  dem  Brenn- 
punkt +  1  begrenzt  wird,  so  findet  man  für  den  Werth  einer  in 
diesem  Räume  monodromen  und  monogenen  Function  f  im  Punkte 
»  des  Raumes 

^(5)  =  ^a.P-(5)  +  6n(>''(:j), 
wenn  gesetzt  wird 


u 


*.  =  -^?^//WA"(=)rf. 
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und  die  Integrationen    /  und   /  sieb  auf  die  äussere  resp.  die 


/  t 


innere  Begrenzung  beziehen.  Aebnliche  Gleicbungen  erbftlt  man 
offenbar  für  die  Darstellung  von  f  durcb  obige  Reihen,  die  nach 
Cosinus  der  Vielfachen  von  d  oder  den  Differentialquotienten  der- 
selben geordnet  sind. 

Man  bemerke  noch  die  Formeln  des  Herrn  Carl  Neumann: 

yi^W(?"(5)d5  =  o,        Ou^o 

=  2nTT    ^"'^' 
wenn  über  die  Peripherie  einer  Ellipse  in  positiver  Richtung  in- 

tegrirt  wird;  und 

es  mögen  m  und  n  gleiche  oder  ungleiche  ganze  positive  Zahlen  sein. 


Viertes  KapiteL 

Zugeordnete  Functionen. 

§  46.    Aus  der  Darstellung  von  P  durch  das  Integral   von 

La  place  folgt  unmittelbar,  dass  die  Function  P'^Qc)  der  Mittel- 
werth  von 

(aj  +  cosqp.l^o;* — 1)" 
zwischen  q>  =  0  und  q>  =  n  sei,  d.  i.  das  von  (p  unabhängige  Glied 
in  der  Entwickelung  jener  Potenz  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von 
q>.   In  Folge  von  (5,  a)  auf  S.  36  muss  dasselbe,  wenn  x  positiv 
und  zugleich  nicht  rein  imaginär  ist,  auch  fbr  die  Function 

(a?+  cos<]p.}/a?' — 1)-*-^ 
gelten.     Während  wir  bisher  nur  über  das  von  rp   unabhängige 
Glied  handelten,  werden  jetzt  die  übrigen  Glieder  der  Entwicke- 
lung und  zwar  als  zugeordnete  Functionen  erster  Art  ein- 
geführt 

Die  Entwickelung  der  positiven  w**^"  Potenz  des  Binoms  in 

eine   trigonometrische  Reihe  finde  ich*)  mit  Hülfe  der  Transfor- 

f 

*)    Dissertatio  inaugurali»   184*2;  §  8. 
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mation 

Eotwiokelt  man  vermittelst  des  Taylor'schen  Lehrsatzes  nach 
Potenzen  von  ä,  setzt  auch  zur  Abkürzung  (x*— 1)"  =  «,  so  entsteht 

"^  i7Ö^-l)  (te«~*  +  *"  +  77 (0)"' 
Bei  den  untereinander  stehenden  y***"  Gliedern  (0  <  y  i^  ii),  welche, 
wenn  man  ftlr  z  seinen  Werth  einsetzt,  sind 

(]V^y  d-^ni  ,  (vV-1)  "  d-^u 

müssen  der  Factor  von  coBvcp-^-i^mvqf  im  ersten  und  cosy^ — tsinycjp 
im  zweiten  einander  gleich  werden,  damit  nicht  der  Cosiuusreihe 
auf  der  Rechten  noch  eine  Sinusreihe  hinzutrete,  welche  mit  rp  ihr 
Zeichen  ändert,  während  die  linke  Seite  bei  dieser  Vertauschung 
angeändert  bleibt  Man  hat  also  einen  neuen  Beweis  der  Jacobi- 
sehen  Gleichung  (f)  auf  S.  155 

~n{n—v)      "da;"-»'""  ""  iI(M  +  y)         dx"^*' 
und  ausserdem  die  gesuchte  Formel'^) 

(32)  ...    2«-Hx+co8r^.yx'-l)»  =  i[;'^^^^iL  __A__LLco8vv, 

in  der  unter  dem  Summenzeichen  v  auch  mit  — v  vertauscht 
werden  kann. 

Eine  zweite  Form  findet  man  durch  Einführung  von  P*  durch 
(3)  auf  der  rechten  Seite,  nämlich 

(32,  a)  ...    (X + C08  if .  V'x'-l  )•  =  2n«  Z'  yi>  -r-'<  --?>-"  c«»  "*>• 

Jl  {Ji-j-  V)       (tx^ 

Endlich  kann  man  auch  die  ganze  Function  $  des  §  32  ein- 
führen. Dann  nimmt  die  rechte  Seite  von  (32)  die  beiden  folgen- 
den Formen  an 

(S2, «...  fl(2-)i'-g7;y;yj:] «-''. 

(82,  c)  . . .    2-  nnX'  Ö^t;^»»-'£y><-)(^)rf... 

—  — —  •_    _  ^ 

^    Durch  2^  bezeichne  ich  im  f*o]gcndcn  eine  Summe  nach  Vy  in  der  von  vassO 
an  summirt,  das  Glied,  wcichett  v  csa  0  entspricht,  aber  halb  genommen  wird. 
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Die  Formeln,  welche  den  Zugammenhang  der  hier  vorkommenden 
Stücke  geben,  sind 

^  ^  •  •  •        /7(2w)  dx-»'  '^        ^      n(2n)  £te*+»'        ' 

Die  Formel  (d)  setzt  ein  positives  v  voraus,  welches  aber  von  be- 
liebiger Grösse,  auch  grösser  als  n  sein  kann;  in  (6),  (c),  (d) 
darf  i'  positiv  oder  negativ  genommen  werden,  nicht  aber  n  Über- 
schreiten. 

§  47.  Es  bleibt  noch  die  Aufgabe  übrig,  welche  Jacobi  ge- 
löst hat  *),  die  —  (w  -f  1)'®  Potenz  des  Binoms  in  eine  trigonometri- 
sche Reihe  zu  entwickeln.  Statt  einer  solchen  Potenz  behandeln 
wir  zunächst  den  Fall,  dass  der  Exponent,  der  dann  mit  a  be- 
zeichnet werden  soll,  weder  eine  positive  noch  negative  ganze 
Zahl  vorstellt,  übrigens  beliebig  ist.  Die  Modificationen,  welche 
eintreten,  wenn  man  schliesslich  flir  a  eine  negative  ganze  Zahl 
setzt,  werden  zum  Schluss  betrachtet.  Der  letzte  Fall  allein  ist 
für  die  Theorie  der  Kugelfunctionen  von  Wichtigkeit,  während  der 
erste  bei  anderen  Untersuchungen,  z.  B.  über  elliptische  Integrale, 
wo  a  =  —  j ,  Interesse  darbietet. 

Bei  dieser  Untersuchung  bezeichnet  <p  eine  reelle 
Grösse,  x  eine  Grösse  mit  positivem  reellen  Theile. 

Wie  oben  wird  auch  hier  z  eingeführt,  und  man  erhält 

(a)...    (a?  +  cosy.|/x'-^)'»  =  (25)-"[(a?  +  ay— IJ«,  (i5  =  e*>.>^i^l). 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  in  eine  nach  auf-   und   absteigenden 

ganzen  Potenzen  von  z  geordnete  Reihe  entwickeln. 

Den  Arbeiten  von  Caucliy  verdankt  man  man  den  Satz  von  fundamen- 
tal(T  Wichtigkeit,  nach  welchem  jede  Function  einer  Grösse  z,  welche  synektisdi 
(d.  h.  continuirlicli,  mouodrom  und  monogen)  in  einem  Kreise  bleibt,  der  mit 
dem  Radius  a  um  den  Anfangspunkt  z  =^  0  beschrieben  ist,  sich  für  alle 
Punkte  im  Kreise  in  eine  nach  Potenzen  von  s  aufsteigende  Reihe  entwickeln 
lässt.  Rleibt  ferner  eine  Function  von  z  synektisch,  so  lange  <,//((s)  >>  6,  so 
kann  man  sie  in  eine  nach  Potenzen  von   z  absteigende  Reihe  entwickln  für 


■■* 


)   Cr  eile,  Journal  f.  M   Bd.  26:  Ucbcr  die  Entwickdung  etc.  6>.  83. 
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alle  Puokle  «,  die  ausserhalb  dieses  Kreises  liefen.  Bleibt  endlich  die  Funclioii 
synektisdi,  so  lange  c/^(is)  zwischen  a  nnd  6  liegt,  so  lässt  sie  sidi  in  diesem 
Falle  nach  auf-  und  absteigenden  Potenzen  von  z  entwickeln. 

Eine  Entwickelung  nach  auf-  oder  absteigenden  ganzen  Potenzen  von  z 
kann  bekanntlich  nur  auf  eine  Art  geschehen.  Dasselbe  ist  noch  der  Fall, 
wenn  die  Reihe  auf-  und  absteigende  Potenzen  von  z  enlhält.  Denn  eine  der- 
artige Reihe  ist  nur  dann  Null  fiir  alle  VVerthc  von  z,  deren  Modulus  zwischen 
a  und  b  liegt,  wenn  alle  GoefTicienten  Null  sind.     Setzt  man  zum  Beweise 

5  =  Q(cosq>  +  tsinqp).     (a  <  ^  <  6), 

so  wird  angenommen,  dass  von  ^  =  0  Ins  q)  =:  2n  sei 

0  =  2(CyQ'' -\-XyQ~'*')cosvq)  -{- 2(CyQ^  —  XyQ~*)s\nvq>. 

also  für  jedes  ganze  y 

hieraus  folgt  Cy  =  0,  Xy  =  0. 

Um  diese  Satze  auf  das  vorliegende  Binom  anzuwenden,  zerlegt  man 
dasselbe  in 

(x  +  s  +  l)(x  +  ;5  — 1);^-^ 

Dieses  wirtl  im  Endlichen  unendlich  für  3  =  0,  und  vcrscli windet  Tür 
a=  1 — X  und  z  = — 1  —  x.     Da  q>  hier  einen  reellen  Winkel   bezeichnet, 

80  wird  ^/(%  =^  (ft^j^x* — 1  und  liegt  zwischen  den  Moduln  c /<(^(x — 1)  und 
c/^(^  +  0»  ^®"  denen  nach  unserer  Festsetzung  über  das  Zeichen  von  a?,  der 
erstere  der  kleinere  ist.  Die  Function,  welclie  entwickelt  werden  soll,  die 
o**  Potenz  der  obigen  rationalen  Function  von  z,  kann  demnach  zwischen  zwei 
Kreisen  mit  den  Radien  a  =  c^((x  —  i),  b  =  <  //f(x  +  l)  nicht  verschwinden, 
ist  auch  monodrom,  obgleich  der  Zähler  und  der  Nenner  im  Kreise  mit  dem 
Radius  a  je  einmal  verschwinden,  da  a\o^(x-{-z — 1)  und  — olog^  bei 
einer  Umkreisung  des  Nullpunktes  im  Kreisringe,  um  2a ni  resj).  — 2a 77t 
wachsen. 

Man  kann  demnach  setzen: 


(6)  . . .     [{X  +  ;5)»- 1]-  =  (2*)«  ^    cyz^ . 


Dividirt  man  (6)  durch  z"  und  setzt  für  z  seinen  Werth  aus  (a), 
80  mflssen  die  Glieder  auf  der  Rechten,  welche  Sinus  der  Viel- 
fachen von  q>  enthalten,  fortfallen,  woraus  sich  ergiebt 

(c)  . . .     c-y  =  (x' — lycv. 
Femer  ist  c^  offenbar  das  von  cp  unabhängige  Glied  in  der  Ent- 
Wickelung  der  a**"  Potenz  von  x-\-Go»(p.yx^—l.   Bezeichnet  man 
dasselbe  mit  /^(^),  so  hat  man  zunächst 

1    /*^  -. .  .  - 

(d)  ...     Co  =  P"(x)  =     -  /    (x+Goaq). V jj^— l)** d(p. 

Die  Methode  von  Jacobi  zur  Bestimmung  der  c^,  welche  Con- 
stante  in  Bezug  auf  z  aber  Functionen  von  x  sind,  beruht  darauf. 
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dass  der  Ausdruck  auf  der  Linken,  also  auch  auf  der  Rechten 
von  (6)  eine  Function  von  x-^-z  ist,  daher  ymal  nach  x  differen- 
tiirt  dasselbe  giebt  wie  ymal  nach  z  differentürt.  Setzt  man  darauf 
in  den  rechten  Seiten,  welche  so  entstanden  sind,  die  Faktoren  der 
'  a*^"  Potenz  von  s  einander  gleich,  so  findet  man  fbr  ein  positives  v 

(e)...     ^  =  (o+l)(a  +  2)...(a  +  0c,. 

Es  sind  also  die  Coeifficienten  c  der  Reihe  (b)  bekannt  und  man 
erhält  die  Gleichung  (32,  d)  

(x 4- cos (p .  ]^'-iy  =  2/7(a)^-'  kcT+v)  "  ~dcc^  ''''^ ''''• 
Diese  Gleichung,  welche  (32,  ä)  vollkommen  entspricht,  lässt 
sich  auch  auf  eine  Form  wie  (32,  6)  bringen,  wo  K  «ine  hyper- 
geometrische Reihe  ist,  wie  auf  S.  202  unter  (c),  vorausgesetzt, 
dass  cf((x)  >  1.  Es  besteht  auch  eine  solche  Beziehung  zwischen 
^y  und  ^-y  wie  in  (d)  auf  S.  202,  was  aus  der  Bemerkung  ein- 
leuchten wird,  die  S.  155  über  den  Zusammenhang  der  dort  ge- 
gebenen Gleichungen  mit  einer  allgemeinen  von  Euler  herrühren- 
den gemacht  würde. 

Die  Dififerentialquotienten  von  P"  in  (32,  d)  lassen  sich  in  ähn- 
licher Art  durch  Integrale  von  P^  ausdrücken ,  wie  es  in  (32 ,  c) 
flir  a  =  fi  geschah.  Da  nämlich  in  den  oben  durch  Differentiation 
nach  X  und  z  gefundenen  Ausdrücken  auch  die  Goefficienten  von 
5«"''  einander  gleich  sind,  so  wird 

(f)..,     a(„-l)...(o_H-lK  =  -^^ 
und  dies  giebt 

(g)  ...     n(a - 1/) . c.y  =  najy''\x)dx% 

1 
womit  man  noch  (c)  zu  verbinden  hat.   Jede  Integration  muss  von 
a;  =  1  an  ausgeführt  werden ,  weil  c_i ,  c_2 ,   etc.  für  a;  =  1   ver- 
schwinden.   Man  erhält  demnach 

(32,c)...  (xfco8y.Vi^l)«  =  2.^/al^^^''^^■^^^ 
Durch  Verbindung  von  (jg)  mit  (e)  entsteht 

Wir  gebeu  nun  auf  den  Anfang  dieses  Paragraphen  zurück, 
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za  dem  Falle,  dass  a  eine  negative  ganze  Zahl  —«—1  vor- 
stellt   Dann  wird  nach  (d) 

(dO  ...   c,  =  r (x)  =  p^Qc), 

Die  Formel  (c)  behält  ihre  Gültigkeit,  jedoch  (c)  und  daher  auch 
(k)  nur  80  lange  als  v^n.  Die  letzteren  waren  nämlich  unter  der 
Voraussetzung  entwickelt,  dass  die  y  fache  Differentiation  von  ä«^  »^ 
auf  »'  ftlhrt;  dies  geschieht  aber  nicht  mehr,  wenn  a-^-v  eine  ganze 
positive  Zahl  wird,  die  unter  v  liegt,  was  in  unserem  Falle,  wo 
a  =  — w— 1,  eintritt,  sobald  v>n.  Dagegen  bleiben  die  Formeln 
(J\  (ig)  und  (32,  e)  noch  bestehen,  wenn  man  in  dieselben  statt 
der  n  mit  negativem  Argument  die  mit  positivem  einführt  oder 
wenn  man  —  n— -1  sogleich  in  (f)  statt  a  setzt,  wodurch  die  linke 
Seite  sich  in 

verwandelt.  Man  hat  also  in  den  beiden  Hauptfällen,  dass 
a  eine  ganze  positive  Zahl  n  oder  eine  ganze  negative 
Zahl  — n— 1  ist,  die  Gleichung  (32,  c)  auf  S.  201  resp. 

(32,  f)  ...    iln . (a;  +  cos 9 . l^^^)-»-^ 

1 

Die  verschiedenen  Gleichungen  (32)  enthalten  eine  Anzahl  von  Formeln, 
deren  Zusammenhang  aus  §§31  —  33  bekannt  ist,  für  die  Coefficienten  von 
cosyf)  in  der  Entwickelung  der  n**"  und  — (fi-}-l)**"  Potenz  des  Binoms. 
Die  soeben  hervorgehobenen  Hauptformeln  (32,  c)  und  (32,  f)  zeigen,  dass 
beide  Reihen,  abgesehen  von  Gonstanten,  gleiche  GoefTicienten  besitzen  so  lange 
y  ^  1 ;  sobald  y  2>  n,  verschwinden  die  Goefficienten  der  ersten  Reihe,  wäh- 
rend die  der  zweiten  dieselbe  Form  wie  die  vorhergehenden  bewahren. 

Die  Gleichungen  (e)  und  (h)  kann  man  in  dem  Falle  a  =  —  n  —  1  durch 
andere  ersetzen,  welche  da  gelten,  wo  die  ersteren  aufhören  zu  bestehen, 
nämlich  wenn  v^  n.  Zunächst  entnimmt  man  der  Gleich,  (f)  in  diesem 
Falle,  für  y=  —«—1, 


'— = "^^yp^'c-^ä^-'- 


1 

Aus  (c)   gewinnt   man   darauf  Cn+i.     Durch   y  fache  Differentiation   von  (b), 
einmal  nach  x  und  das  andere  Mal  nach  z,  erhält  man 

-^  =  nv.cn+y^i  =  iIy.(^•-l^"-''-^c_«-^.,. 

Diese  Gleichung,  mit  (g)  verbunden,  giebt  die  Formel,  weldie  (h)  entspricht; 
sie  ist  keine  andere  als  die  Gleichung  (g)  auf  S.  155. 
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Die  im  VorhergeheDden  auftretenden  Verbindungen  von  den 
Functionen  ^  mit  Potenzen  vöh  }'x^ — 1  kommen  im  Folgenden 
häufig  vor.    Wir  setzen  deshalb 

und  nennen  K(x)  eine  zugeordnete  Function  erster  Art 
Wenn  diese  Einführung  hier  zunächst  aus  einem  Grunde  der 
Zweckmässigkeit  erfolgt,  so  zeigt  sich  später,  dass  sie  eine  sach- 
gemässe  sei,  indem  verwandte  Functionen,  in  welchen  wir  dieselben 
Eigenschaften  wiederfinden  und  die  wir  als  Verallgemeinerung  der 
hier  auftretenden  ansehen  (m.  vergl.  den  m.  Theil),  wenn  man  sie 
specialisirt,  sich  gerade  in  das  Produkt  der  Function  5ß  und  der 
Potenz  von  ^x*^\  verwandeln.  Die  Quadratwurzel  kann  mit  dem 
Zeichen  von  x  genommen  werden,  wenn  in  einem  speciellen  Falle 
nicht  anders  bestimmt  wird.  Jede  Willkür  bei  der  Bestimmung 
des  Zeichens  lässt  sich  ausschliessen,  wenn  man  die  eingeführten 
Functionen  nicht  von  x^  sondern  von  §  abhängig  macht,  wo 
wiederum  ?+§"'  =  2x^  etc.  Nach  Einfbhrung  des  Zugeordneten 
verwandeln  sich  die  Gleichungen  32,  c  und  f  in  die  folgenden 

(33, a) . . .  2- -' (x+eoH(p.}fx'^\T  =  i7(2n).i' _-^^_eosyy, 

Ä «) . . .  /t-'w  =  ^::$,^  .(.•-D-.-yi'-wd^. 

Vorstehender  Ausdruck  fbr  Py  ist  für  jeden  ganzen  positiven  Werth 
von  V  und  v  =  0  gültig;  für  negative  ganze  v  wird  diese  Function 
durch  (33)  bestimmt.  Aus  dem  ü.  und  IV.  Satze  im  §  31  und  32 
ist  ersichtlich,  dass  man  in  Folge  der  Wahl  der  Gonstanten  hat 

aj-"./^(a?)  =  1     für     x  =  oo. 

Man  vergl.  die  Zusammenstellung  der  Formeln  a— d  am  Schlüsse 
des  §  46. 

Aus  den  Gleichungen  (33)  erhält  man  den  Ausdruck  der  Zu- 
geordneten durch  Integrale,  welche  dem  Integrale  von  Laplace 
entsprechen,  indem  man  den  Satz  über  die  Bestimmung  der  CoefG- 
cienten  in  trigonometrischen  Reihen  anwendet.  Man  erhält  da- 
durch (33,  d) 


r 
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80  lange  die  ganze  Zahl  v^n  und  x  einen  positiven 
reellen  Theil  besitzt  Ist  v>n,  so  gilt  zwar  nicht  mehr 
die  Doppelgleichung,  aber  das  erste  Glied  bleibt  gleich 
dem  dritten.  Ist  x  beliebig  und  v^w,  so  wird  das  erste  Glied 
noch  gleich  dem  zweiten. 

Specielle  Fälle.    Setzt  man  a?  =  l,  so  >vird 

Die  letzte  Formel  leitet  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (a  _i"  ß) 

'*"  ^     .  yi  na 

cosag>cosag>ag>  =  -^-    -  -==r-^ — .  ^.  „-7 ^z- 

ab,  indem  man  das  dritte,  eventuell  zweite  Glied  von  (33,  d)  nach 
dem  binomischen  Lehrsatze  entwickelt  und  in  dem  Gliede,  welches 
(«• — 1)-*»'  zum  Faktor  hat,  x  gleich  1  setzt.  Femer  findet  man 
fflr  a?  =  0,  n^r  leicht  aus  (33,  d),  erstens,  wenn  n  —  v  gerade  ist, 

p»/  ^ -_  n  _^*^_'"('?^"t'' — ^)! 1.3...(n  — V— 1) 

r,(x)^%'-  i.3.5.T:(2n-l) 

und  Null,  wenn  n — v  ungerade  ist.    Dann  wird  zugleich 

X    '^W-»  1.3.5... (2n-i) 

Sobald  aber  v>n,  verschwindet  die  Zugeordnete  nicht  mehr  ftlr 
X  =  0;  man  hat  vielmehr 

gleichviel  ob  fi  +  y  gerade  oder  ungerade  ist.    Man  findet  dieses 

unmittelbar  aus  dem  Ausdruck  von  $  auf  S.  152,  welcher  dort  den 

II.  Satz  Bchliesst. 

Für  die  Zugeordnete  liabo  ich  den  Buchstaben  P  mit  zwei  Indices  nach 
Gauss*)  gewählt,    der  ihn  für  den   bei    ihm   einzig  vorkommenden  Fall  gc- 

*)    Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1838, 
Leipzig  1839:  Allgemeine  Theorie  des  Erdmagnetismus  §  18,  oder  Gauss  Werke,  Bd.  V. 
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l)raiicht  hat,  dass  v^n.  Um  zur  Abkürzung  in  geeigneten  Fällen  den  einen 
oder  anderen  Index  fortlassen  zu  können,  erlaubte  ich  mir,  sie  nicht  neben- 
einander zu  setzen,  wie  es  ursprünglich  nach  Gauss  geschah,  sondern  den 
einen  zum  obcrn,  den  andern  zum  untern  Index  zu  machen.  Da  x  hier  nicht 
allein,  wie  bei  Gauss,  solche  Werthe  annimmt,  die  reell  und  kleiner  als  1  sind, 

so  war  es  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  von  '^x^ — 1  in  diesem  Zusammen- 
hange geboten,  hier  F^,^  zu  nennen,  was  bei  Gauss  (Hhi)^P"'"*  sein  würde. 
Herr  F.  Neumann  (Königsberg)  bedient  sich  im  37.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  gleichfalls  des  Buchstaben  P,  nennt  aber  P^y  was  bei  uns 

sein  würde. 

§  48.  In  den  Gleichungen  32  —  32,  c  oder  33,  a,  welche  sich 
auf  den  positiven  Exponenten  n  beziehen,  ist  es  ohne  Zweifel  ge- 
stattet, eine  imaginäre  Substitution  in  der  Art  vorzunehmen,  dass 
sie  ungeändert  bleiben,  wenn  auch  (p  irgend  eine  complexe  Grösse 
vorstellt.  Anders  verhält  es  sich,  wie  ich  jetzt  zeige,  mit  (32,  d— /) 
und  (33,6),  die  sich  auf  einen  Exponenten  a  oder  auf  —  n — 1  be- 
ziehen. 

Die  Entwickelung  von  (6)  im  §  47,  S.  203,  nach  aufsteigenden 
und  absteigenden  ganzen  Potenzen  von  2,  bleibt  bestehen,  so  lange 
o4C^  zwischen  JC{^-\-^)  und  ^/^(aj— 1)  liegt.  Um  diese  Bedingung 
besser  auszudrücken  setze  man  ftlr  a  seinen  Werth,  zugleich  aber 
q)+%u  statt  9),  wenn  q>  und  u  nunmehr  reelle  Grössen  bezeichnen. 
Des  kürzeren  Ausdrucks  wegen  sollen  u  und  die  complexe  Zahl  x 
positiv  sein.  Dann  erhält  man  als  Bedingung  dafür,  dass  (6)  noch 
besteht  wenn 


die  folgende  Ungleichheit: 

..f{(x^l)  <  e'^^Jtix^^  <  JC{x  +  \). 
Hieraus  folgt,  dass,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  x  einen  posi- 
tiven reellen  Theil  besitzen  muss.    Wäre  es  rein  imaginär, 
so  würde  nämlich  o^{x — 1)  nicht  kleiner,  sondern  gleich  tM(x-\-\) 
sein.    Die  vorige  Ungleichheit,  in  die  Form  gebracht 


giebt  die  Bedingung 

a:+l 


u<\\ozJC 


x—\ 
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Wir  erhalten  also  den 

I.  Satz.  Die  nnter  32,  d—/"  und  33,6  angegebenen 
Gleichungen  bleiben  bestehen,  wenn  man  in  denselben  9) 
mit  9+tfi  Tertauscht,  so  lange  x  positiv  ist  und  u   unter 

ilogc/Ä^--^     liegt. 

Ueberschreitet  u  diese  Grenze,  so  lässt  sich  die  linke  Seite 
von  (6)  auf  S.  203,  für  a  =  —  (n+1),  als  —  (n^-l)**  Potenz  von 

(aj-j-»)«-l  =(a;-t-Ä+l)(a?4-a— 1), 

bei  dem  oberen  Zeichen  von  ti  in  is  nach  aufsteigenden,  bei  dem 
unteren  nach  absteigenden  Potenzen  von  2  entwickeln.  Man  findet 
also  statt  (6),  indem  man  sich  des  Taylor 'sehen  Lehrsatzes  be- 
dient, bei  Anwendung  des  oberen  Zeichens 

(x  +  eoB(g,  +  i«).»':r*-l)-«-'  =  (2»)-+'  £  -=-       *-     .  ^ 


f=«l 


TIv  dx' 


Transformirt  man  die  rechte  Seite  mit  Hülfe  von  (13)  auf  S.  81, 

so  erhält  man  als  Ergänzung  des  I.  Satzes 

x  +  1 
II.  Satz.    Ist  aber  u>  \\ozJC — .-  und   sind   x  und  u 

X  "~~  X 

positiv,  so  hat  man 

(34)  .  ..    (— l)»+^(a;  +  C08(tii-g)).y'x^^)-"-* 

2         «       (g^'-l)*'-     rf^»  e-K«+»9). 


JS 


nn   „=Thi  n(v— 11— 1)       dx'^ 

Diese  Gleichung  lässt  sich  mit  Hülfe  der  Ausdrücke  in  den 
§§  31—33  in  ähnlicher  Art  umformen,  wie  es  für  die  P  geschah. 

Solche  Beziehungen,  wie  dort  abgeleitet  worden,  findet  man  auch 
durch  die  Methode  des  vorigen  Paragraphen.  Hätte  man  nämlich,  statt  nach 
dem  Taylor*schen  Lehrsatz  zu  entwickeln,  die  unteren  Zeichen  genommen, 
und  daher  gesetzt 

darauf  nach  absteigenden  Potenzen  von  z  entwickelt,  so  wäre  enUtanden 
[25(a:  +  l^x^^  .cos(g)-tii))]~"-»  =[(^+  ä)'-!]-""' 

Die  Differentiation  zeigt,  dass 

(-l)'.(2n+2)(2«+3)...(2n+v4.1)*,  =^. 

Da  ferner  diese  Entwickelung  noch  gelten  muss,    wenn  x=  0,   so   hat  man 
für  X  =  0 

Heine,  Theorie  der  Kaf^elfunctionen.    2.  Aufl.  \J^ 
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A',  =Ä3  =  ...  =  0. 
Hieraus  folgt,  dass  ky  eine  ganze  Function  i^'**"  Grades  von  der  Form 

ky  =  ax^'  +  a^x"  -'^  +  a^x'"-*  +  '" 
'\sii,    deren  v'**%  i' — 2*"%   v — 4"*^   etc.  Diflerentialquolient   nach    x  sich    (lir 
a?  =  0  in  (— l)*'i7(2ii4-''+0  niulliplicirt  resp.  mit 

1  n  +  1  1  (ii+l)(fi  +  2)  1 


—  •  — . 


17(2« +  1)'  1        i7(2n  +  3)'  t.2  n(2/i  +  5)' 

verwandelt,  dass  also  ky  selbst  die  ganze  Function  winl 

Die  so  entstehende  Entwickelung 
{x  +  ]/i^~r  .cos(<y>  -  tu))-"-»  =  2«-^ »    J"  *,.-.„.,  (x'— 1  )-*»'  e-^C*'-^  'V> 

muss  mit  (34)  übereinstimmen,  und  man  erhält  daher  zwischen  der  ganzen 
Function  ky  und  den  DilTerentialquotienten  von  Q  die  Beziehung,  auf  welcJie 
oben  hingedeutet  wurde 

Die  ganze  Function  ky  ist  nämlich  wesentlich,  d  h.  bis  auf  einen  constanten 
Factor,  das  was  im  §  31,  1.  Satz  mit  O^^n-f  i  bezeichnet  wurde,  während  die 

linke  Seite  nach  §  32,  III.  Satz,  wesentlich  mit  D-^.^.i  übereinstimmt.  Die 
gefundene  Gleichung  ist  daher  keine  andere  als  (a)  im  §  33,  nämlich 

^Xx)  =  {x'—iy£^%.{x). 

Um  die  Resultate,  welche  in  (33,  6),  dem  I.  und  IL  Satze 
dieses  Paragraphen,  entwickelt  sind,  zusammenzufassen,  ftibre  ich 
eine  Function  QlQr)  ein,  welche  Zugeordnete  zweiter  Art  ge- 
nannt werden  soll.    Man  hatte  S.  153  und  151  gesetzt 

r^«   M--(    ur    1^3. 5... (2« +1)    d'Q\x) 
U-vW-l-ij  .        n{n  +  v)  ~dx^    "  ' 

ü;  (^)  -  ^^^^-/  V(.r)  dxr,     (v  ^  n), 

^         '^  \       2        '        2        '       2      ^  x^  y'    ^   ^    ^' 
und  setzt  femer 

(T'-l)-*»'ar(^)  =  (x'-l)i-£lUx)  =  QUx)  =  Q%(x). 

Dann  wird  für  ein  (reelles)    nicht  negatives  i/,    welches 

x-\-l 

unter  }logc/^ liegt,  vorausgesetzt  dass  x  positiv  sei 

X  —  1  '  ^ 
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(34,  a)  ...    {x  +  eo»{(p ±iu) . }/i*^l)— » 

wenn  aber  n>  ilogc/fC—^  und  x  nicht  negativ  ist 

(34,  6)  . . .     {x+ cos  (v  + »«) .  )^^)— ' 

_    (-2)"+'        J,    /     iw_MHL«)_n.r^)^-K.t.v.) 
-  J7(2«+l)  .=f+/     *^    iI(v-«-l)  ^•^^''^*        /• 

Für  «  =  0  verwandelt  (34,  a)  sich  in  die  speciellere  Gleich.  (33, 6) 

und  giebt  dann  nichts  neues. 

§  49.    Die  beiden  Gleichungen  34,  a  —  b  liefern  zugleich  das 

Resultat  einer   imaginären  Substitution  in  den  Integralen 

(.%,  d),  deren  Grenzen  vorher  von  0  und  n  auf  0  und  27t  gebracht 

werden.    Das  erste   Integral,  welches  das  Integral  einer  ganzen 

Function  von  cosr/.  ist,    erlaubt  selbstverständlich,   dass   man  ^ 

durch  q'  +  ip-\-  tu  ersetzt ,  ohne   dass  die  Grenzen  0  und  2n  der 

Integration   nach    (p   zu   ändern    wären.     Aus    den    Gleichungen 

33,  a~6  und  34,  a — 6  erhält  man,  wenn  man  setzt 

(35)  ...     r  =  a;-fcos(9  — i^+fti).  >^a?'— 1. 
folgendes  System  von  Gleichungen  35,  a  —  c: 
1     /^^  2~"  n(2ti) 

r  2~"  n(2n) 

fnnyq,d<p  =  „(„^^)^(„_,)  ■P:(x).Bmy(xf,±m\   (v^n); 


2nJ 


II 


i—\y   p"iio%v<f  2-"/7(2n)  _,.  .         ,,  ,  .  N 

n 

(0<«<ilogc^|-ti-); 

^     '^  72(211  +  1)77(1.-11-1)^'^^'^^'' 

wenn  v  >  w; 
=  0,  wenn  v^n. 

14* 
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§  49,  35. 


In  den  Fällen  35,  c— r/  i«t  x  positiv  zu  nehmen,  im  Falle  (35,  f) 
nicht  negativ. 

Diese  Gleichungen  geben  zum  Theil  den  Inhalt  des  IV.  Satzes 
im  §  8  und  die  daran  geknüpften  Folgerungen  wieder,  zum  Theil 
vervollständigen  sie  ihn.  Dies  geschieht  durch  den  Theil  der 
Gleichung  (35,  e\  welcher  die  Function  Q  auf  der  Rechten  enthält. 
Man  hat  hier  nämlich  nicht  nur  die  Reduction  auf  die  einfacheren 
Integrale,  sondern  auch  den  ausgeführten  Werth  der  letzteren. 

Das  System  der  Gleichungen  (35)  gestattet  auch,  die  Integrale 
zu  ermitteln,  in  welchen  statt  des  Ausdrucks  r  die  Grösse 

R  =  A — Bcos^)  —  Csmq> 
auftritt,  und  dadurch  die  Untersuchungen  auf  S.  35  im  §  8,  dessen 
Bezeichnungen  wir  hier  beibehalten,  weiter  zu  führen.   Wir  stellen 
das  Resultat  der  Uebertragung  von  r  auf  ß,  zugleich  mit  den  Fest- 
setzungen, zu  folgender  Tabelle  zusammen. 


Ä  —  Bcostf' — Csini/.  =  i2;     v  positiv  und  ganx. 
ÄMssn  +  ttii,     5  =  /9  +  i/?,,     C=y  +  i>,. 

ßyi  —  yßi  ~  0,     -  - .: =i-r  =  j: ;  X  nicht  neeativ. 


I. 


0 

enn  (rc/ 

2nJ 

u 


y  a..-        ^^  2-»//(2n)      (•.4>-jB»-C»)*+''„,,  , 


II.     Wenn  («/?,-«,/?)»+(«y,-«,y)»>(/9y,-/9,y)v, 

'^'^  cosyy  +  fainyy        ^  2-*//(2n)   (•^^^J^'C»)^"**""'  ^, 

"ä*+i  '^  ^nffn  iB  +  iC)y  ^''^''' 

in.  Wenn  («ft— /J«i)*+(«yi-y«i)' <  (/»yi-y/^i)*, 


j-dtf. 


?»+! 


=  (—2)«+« 


//(n  +  v) 


{B  +  iC)y 


//(2n+l)/7(y-n-l)  (|/^»-.^_C»)''+«+l 


ölvW- 


^»^  ^         1.2.3...(n+y)      ZU,  ,  ,^ 
^»=  1.3.5.. .(2nll)y^W^. 


a%w  =  (-i)^ 


1.3.5...(2n+l)    c/''Q«(ar) 


1.2.3. ..(n+v)         c/x»' 


Wenn  (aß^  —  ßaj+^ay.-a.yy  ^Cßy^-yßjy   so  haben  die 
Integrale  unter  11.  und  III.  keinen  Werth,  mit  Ausnahme  des  Falles 
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dass  Aj  0,  C  sich  zu  einander  wie  drei  reelle  Zahlen  verhalten, 
und  zugleich  cS(B*+C*)  unter  cf(A^  liegt.  Sind  diese  Bedingungen 
erfüllt,  so  gilt  noch  die  Gleichung  unter  II.  Die  Resultate  im  spe- 
eiellen  Falle  n  =  0  wurden  bereits  im  III.  Satz  des  §  8  angegeben. 
§  50.  Die  Formel  (33,  d)  auf  S.  207,  welche  den  Zusammen- 
hang der  beiden  Integrale  zeigt,  die  Py  vorstellen ,  rtthrt  in  dieser 
Form  von  Jacobi  her,  ist  aber  schon  ^)  in  einer  von  Euler  ge- 
fundenen Gleichung  enthalten.  Der  Zusammenhang  der  beiden  In- 
tegrale, welche  diese  Gleichung  verbindet,  hat  Euler  an  verschie- 
denen Stellen  beschäftigt.  Er  behandelt  im  6.  Kapitel  der  Insti- 
tutiones  calculi  integralis,  Sectio  L,  Vol.  L,  No.  290  zunächst  die 
Beziehung  zwischen  den  von  €p  freien  Gliedern  in  der  Entwicke- 
lung  der  beiden  Ausdrücke  (l+woosy)*'  und  (l  +  ncosy)"*""'  nach 
trigonometrischen  Reihen.  Diese  fallen  allerdings  nicht  so  einfach 
aus  wie  bei  der  hier  behandelten  Form,  in  der  1-f  ncos^)  durch 
X  +  cos y . y'j;' — 1  ersetzt  wurde,  da  die  Symmetrie  in  Bezug  auf« 
und  »,  welche  oben  in  der  Form  (x  +  »)' — 1  sich  zeigte,  die  Unter- 
suchung wesentlich  vereinfacht.  Indem  Eni  er  die  von  qf  freien 
Glieder  betrachtet,  beweist  er  unsere  Formel  (33,  d)  fllr  den  Fall, 
dass  in  derselben  v  =  0  gesetzt  wird,  also  die  Gleichung  (6).  Im 
vierten  Supplement  zum  fünften  Kapitel,  im  4.  Bande  der  Integral- 
rechnung, §  21-- §  112,  giebt  er  das  von  ihm  errathene  Theorema 
maxime  memorabile  circa  formulam  integralem 

(l+a^— 2aco8y>HT  Lad  y  =  180' J' 
nach  welchem  dies  Integral  einfach  mit  dem  Integrale 

(l  +  a*—  2a(io^q>ycoBkg>d(p 

0 

verbunden  ist;  erst  im  §  83  geht  er  an  den  Beweis  dieses  theore- 
matis  insignjs  per  conjecturam  eruti.  Dass  dies  Integral  sich  nur 
unwesentlich  von  unserer  Form  Pi  unterscheidet,  lehrt  der  Augen- 
schein. Legendre  beweist  den  Satz  in  den  Exercices,  T.  L,  p.  376; 
m.  vergl.  auch  T.  II,  p.  274  und  Traitä  des  fonctions  elliptiques 
T.  II,  Appendice,  Section  premiire.  Endlich  hat  Jacobi  in  der 
schon   erwähnten  Abhandlung  Formula  transformationis  etc.,  im 


/ 


*)    Grelle,   Journal  f.  Math.   Bd.  26,  §2,  S.  85.     M.   vergl.   die  Bemerkung 
unter  dem  Text  der  S.  36. 
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If).  Bande  des  CreUe'^chen  Journaln  S.  9,  einen  »ehr  einfachen 
Beweis  der  Euler 'sehen  und  damit  auch  unserer  Gleichung  (33,  d) 
geliefert,  der  zum  Zwecke  einer  späteren  Uebertragung  auf  die 
Functionen  zweiter  Art  hier  im  wesentlichen  reproducirt  werden  soll. 

Die  Entwickelung  der  »**"  Potenz  von  x  +  cosy.y'jr'— 1,  wie 
sie  in  (32)  und  den  folgenden  Formeln  vorliegt,  findet  sich,  wie 
schon  bemerkt  wurde,  in  meiner  Inaugural-Dissertation  (Berlin, 
30.  April  1842);  die  Entwickelung  der  — (n  +  l)'*«  Potenz,  also  die 
Gleichung  (32,  f)  ist  von  Jacob i  gefunden,  dessen  Arbeit  im 
26.  Bande  des  Cr  eil  ersehen  Journal  das  Datum  29.  Mai  1843  trägt. 
Indem  ich  die  Daten  der  Publikation  zusammenstelle,  bemerke  ich, 
dass  diese  Abhandlung  von  Jacobi,  welche  die  Entwickelung  der 
uten  Potenz  gleichfalls  enthält,  urs))rünglich  einen  Theil  eines  älteren, 
ziemlich  umfangreichen  und  inhaltreichen  Manuscripts  bildete,  in 
welchem  u.  a.  auch  das  Integral  von  Herrn  F.  Neumann,  §28, 
Gleichung  (21)  vorkommt.  Auf  der  Grundlage  dieses  Manuscripts 
ist  die  Abhandlung  über  die  hypergeometrische  Reihe  entstanden, 
welche  aus  Jacobi' s  Nachlass  herausgegeben  wurde*).  Die  Ent- 
wickelung der  — («+!)**"  Potenz  für  den  Fall  eines  imaginären  y, 
welche  in  den  Formeln  (34)  enthalten  ist,  und  die  daraus  gezogenen 
Resultate  kommen  zuerst  im  Handbuche  vor.  Die  Resultate,  welche 
in  der  Tafel  auf  S.  212  unter  IL  und  UI.  zusammengestellt  wurden, 
hat  Jacobi  fllr  «  =  0  gefunden,  und,  meist  indem  er  er,  =0  setzte, 
im  32.  Bande  des  Grelle' sehen  Journals  S.  8 — 13  mitgetheilt. 

Wir  kommen  nun  zum  vorei-wähnten,  einem  direkten  Beweise 
der  Formel  (33,  d)  von  Jacobi.  Es  sei  a  mederum  eine  beliebige 
Zahl,  V  eine  ganze  positive;  ist  im  speciellen  Falle  auch  a  eine 
ganze  Zahl,  so  muss  im  Folgenden  v^cliu  genommen  werden. 
Wiederum  ist  fltr  x  eine  positive  und  nicht  rein  imaginäre  Zahl 
zu  nehmen. 

Jacobi  ersetzt  sinvqp  durch  einen  v**""  DifTerentialquotienten 
vermittelst  der  Formel  (3,  o)  auf  S.  21,  wodurch  man  erhält,  wenn 
cosqp  =  Ä  gesetzt  wird 

(-1)"  f/»(l-5')»'-i    . 

Man  hat  demnach  die  Gleichung 


*)    Borchardt,  Journal  L  Math.  Bd.  ö6,  8.  149-165. 
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/ 


./~«' 


(x  -}-  COS  q> .  V  x' — 1  y  cos  yiyj  dg) 

II 

integrirt  man  auf  der  Rechten  ymal  durch  Theile,  so  verwandelt 
sie  sich  in 

Setzt  man  wieder  cos  9)  statt  s  zurück,  so  findet  man  daher 

(35,  f)  ...    j    (a?  +  cos y . |/a:* — 1)« cosyf) rfy 

I) 

=  "--ri--7?^V *-  0'^'- 1)"/%  +  cos y . }'«!'- 1)«  -" sin'-'y dy. 

Nach  §10,   S.  41  lässt  das  Integi-al  auf  der  rechten  Seite,   wenn 

wie  hier  x  einen  positiven  reellen  Theil  besitzt,  sich  durch  die 

Substitution 

ircosg)-l~]/j:'— i 

cosjj  = 7^=^- 

a?  +  cos<]p.yaj'— 1 

transformiren.    Aus  der  so  entstehenden  Gleichung 
(So,  j^)  . . .    /    (j?  +  cosy.  yx'— l)«cosvg)dflp 

_   «(g—  1  )^. («  —  v  +  l)    /••»     sin^*^i?rfi?     

""  1.3.77(21^-1)        y      (a;+cosJ7.|/:r*-l)«+^+^ 

erhält  man  durch  Anwendung  von  (35,  f) ,  wenn  man  dort  a  mit 

—  a— 1  vertauscht, 

,«.    ,.             7I(a  +  f) i7(a  —  v)  /"'^,     ,  /  r    ^x  J 

(3o,  A)  . . .    — ^-  ^^  ' j    (x  +  cos  y . }  x'—  1)"  cos  yflp  rfy 


_  Ilalla  . .     /*"*      _     cos»<]pdy 

""  77(2a)"^""     y     (xTco^.y^^^!)^ 


I   ' 


eine  Gleichung,  die  für  a  =  n  mit   (33,  (i)   übereinstimmt, 
und  zwar  ist  jede  der  beiden  Seiten  gleich  =  7r2~*i^(a?). 

Setzt  man  — n — 1  statt  a  in  (35,  f)  ein,  so  erhält  man  durch 
Yermittelung  von  (33,  d)  für  jeden  ganzen  positiven  Werth 
von  V  und  ein  x  mit  positivem  reellen  Thejle 

(35,0...  ^r-,(x)  =  2'^-'Il^^±'U'' i^^     -. 
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Dieselbe  Methode  lässl  sich  ofleubar  auf  Integrale  anwenilen,  die  zwischen 
beliebigen  Grenzen,  nicht  zwischen  0  und  n,  genommen  werden.  Man  findet 
z.  B.,  dass  .die  linke  und  rechte  Seite  von  (35,/},  wenn  man  die  obere 
Grenze  n  mit  einer  beliebigen  (p  vertauscht,  sich  nur  um  Grössen  unter- 
scheiden, die  vor  das  Integral  treten  und  keine  höhere  Transcendente  ak 
trigonometrische  Ausdrücke  enthalten.  Aehnlich  verhält  es  sicli  mit  den  Glei- 
chungen,   welche   nach  Einführung  von   rj  statt  fp  entstanden  sind,    man  hat 

aber   darauf  zu  achten,    dass  aus   x-{-cosq^,]^x* — 1    bei   dieser   Einführung 

X  —  cosrj.'^x* — 1  entsteht;  oben,  wo  die  Grenzen  0  und  n  sind,  konnte 
—  cosf]  sofort  mit  cos  tj  vertauscht  werden. 

§  51.    Die  Differentialgleichung,  welcher  die  Zugeordneten  P^ 

und  Ql  genügen,  trat  schon  am  Schlüsse  des  §  30  auf;  sie  ist 
(36) ...  (l—xyd'y—2x(l—x')dydx  +  [n(n+lXl—x')—v']ydx':=0, 
und  ihr  allgemeines  Integral 

y'-^aK(x)  +  bQ:(x). 

Man  wurde  dort  auf  sie  geführt,  indem  man  von  den  Integralen 
zweier  Differentialgleichungen  zu  ihnen  hinaufstieg,  nämlich 
von  (23)  ftlr  a^*'>  und  (23,  a)  ftlr  Zy,  Die  allgemeinen  Integrale 
derselben,  nämlich 

geben,  das  erste  mit  (x* — 1)**'  n^ultiplicirt,  das  zweite  dadurch  divi- 
dirt,  das  allgemeine  Integral  y. 

Ursprünglich  führten  aber  physikalische  Untersuchungen 
über  die  Kugel  ganz  direkt  zu  der  Differentialgleichung 
für  y,  die  bei  Laplace  erscheint,  und  von  der  ein  Integral,  unser 
Py^  für  ein  solches  Argument  x  auftritt,  welches  reell  und  kleiner 
als  1  ist,  während  die  zweite  Lösung,  Ql  bei  dem  Potential  des 
Rotationsellipsoides ,  daher  zuerst  in  meiner  Arbeit  im  26.  Bande 
des  Cr  eile 'sehen  Journals  vorkommt. 

Wie  die  Gleichung  (8)  im  §  12,  so  kommt  auch  (36)  mehrfach 
in  anderen  Formen  vor,  die  durch  Einführung  neuer  Veränder- 
lichen entstehen.    Setzt  man  x  =  cos  0,  so  geht  (36)  über  in 

(a)  ...    d*y  +  QoiSLnge.dydd+(n(n+l)^  sinV)^^^'  ^  ^' 
durch  die  Substitution  q  =  ^0?*— 1  in 
(6)  ...     (l  +  g^)d'y+^±^dydQ-^(n(n  +  l)+^)ydi^'  =  0. 

Femer  stellen  wir  die  Gleich,  für  ä^")  und  Zy  auf  S.  148  mit  denen 
zusammen,  welche  aus  ihnen  entstehen,  wenn  man  für  x  einführt 
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«  =  eoB^,  (=  y'x* — 1,   »=4(1—*),   endlich    |  durch   die   Sub- 
stitntioB 

I = X -  |/i»i:i ,  2«  =  |-' + 1,    2  Vx'- 1  =  |-»- 1. 

Diese  Gleiehangen  sind 

(o)  . . .    (,l-x*)d'zy  +  2(v-l)xd!iydxi-(^n+vXn~v+\)z,dx'  =  0, 

0»)  . . .     dV  -  (21—  1)  cotgÖ  diydd  +  (»  +  0(«-  V  +  l)5,dÖ'  =  0, 

/  N  /.    I      r,j«  2l'-l  +  2(»— l)g'     .     . 

(y)  . . .     Cl  +  (l')d'Sy -^> ^^^  dz  dg 

+  (»  +  «)(»'-«4-l)avV  =  0, 
(<J) ...   i>(l-»)d'5,-(»-l)(l-2»)rfi^rf»  +  («4-vX«— ''+1)3,«'«''  =  0. 

(«)...  r(i-r)d'»r+ 21(1- +(►- 1)10 rf»rfi 

-(n-y  +  lXn+i-Xl— |')3.rfr  =  0. 
Das  System  der  Gleichungen  fttr  a^*')  entsteht  aus  diesen  durch 
VertauBchung  von  v  mit  —  *>,  so  dass  z.  B.  aus  (a)  die  Gleichung 
erhalten  wird 
(l-«*)dV')  -  a(* +l)xds(')da!  +  (m  -  »)(«  +  v  +l)a(')  dx*  =  0. 
Nach  der  Methode  des  §  26  findet  man  aus  einem  partikulären 
Integrale  dieser  Gleichungen  ein  zweites;  so  erhält  man  aus  der 
Lösung  »y  —  $"(x)  von  (o)  eine  zweite 


woran  »ich  ähnliche  SchlüsBe  über  den  Gang  dieser  Function 
knüpfen ,  wie  im  §  26.  Diese  Ausführungen  übergehen  wir ,  und 
handeln  von  der  Integration  der  vorstehenden  Gleichungen  durch 
Reihen,  wobei  nur  solche  Reihen  ausgewählt  werden,  die  bisher 
bei  einer  Untersuchung  Anwendung  fanden. 

1)  Entwickelung  nach   Potenzen   von  x.     Man   findet, 
wenn  v^n. 

und  für  jedes  v 

Wenn  r^n,  so  wird,  wie  man  aus  dem  IL  Satze  des  §31  ersieht, 
^y  nicht  mehr  die  erstere  Reihe  sondern  eine  lineare  Verbindung 
beider.  So  lange  v^Uj  convergirt  die  zweite  Reihe  nur  unter 
der  Voraussetzung  t/^x  ^^  1 ,  so  dass  hier  über  den  Werth  von  £) 
im  Querschnitt  besondere  Festsetzungen  nicht   erforderlich   sind; 
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wenn  aber  v>w,  so  ist  £i  eine  ganze  Function  von  ai,  welehes 
aUo  in  den  Querschnitt  treten  kann,  ohne  dass  diese  ganze  Function 
£l  mehrwerthig  wird.  Was  hier  über  die  Werthe  von  ^"  ftlr  ein 
solches  V  gesagt  wurde,  welches  grösser  als  n  ist,  gilt  auch  f&r 
das  Folgende.  Es  wird  doi*t  also  nicht  jedes  Mal  wiederholt 
werden. 

Durch  Vertauschung  von  v  mit  —  v  erhält  man   die  Reihen, 

welche  gleich  ^-»(x)  und  £)-y(x)  sind  und  der  Dififerentialgleichung 
Itir  5"  gentigen. 

Nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  lässt  sich,  so  lange  y^n, 
die  Function  %  umsetzen  und  Q  wie  S.  147  entwickeln;  fllr  v>n  sind 
die  beiden  obigen  Reihen  ganze  Functionen  von  x,  also  sowohl 
nach  absteigenden  als  auch  nach  aufsteigenden  Potenzen  zu 
ordnen. 

2)  Eutwickeluug  nach  Potenzen  von  q.  Man  erhält 
durch  Integration  von  {y)  folgende  nach  absteigenden  Potenzen 
von  Q  geordneten  Reihen: 

ctt'v  N  1    »^/      n-\-v         n  —  v         2w  — 1  .,  V 

^  ^  m^  t^  ^ 

Ueber  die  Vertauschung  v(m  v  mit  — v  gilt  dasselbe  wie  unter  No.  1. 
Während  P"(.*)  selbst  und  damit  %\{x)  bei  Legendre  und 
Laplaee  in  der  Form  einer  Reihe,  die  nach  Potenzen  von  x  ge- 
ordnet ist,  nämlich  in  der  Form  (2)  auftritt,  so  kommt  die  Zu- 
geordnete P",  wo  v>0,  bei  Laplaee*)  zunächst  ah  Reihe,  die 
nach  Potenzen  von  q  geordnet  ist,   vor.    Erst  bei  Legendre**) 

wird  sie  als  Produkt  von  {^x^—\Y  in  eine  nach  x  geordnete  Reihe 
dargestellt.  Dort  erwähnt  Legendre  S.  432  auch  einen  Irrthum 
von  Laplaee,  der  nicht  alle  Zugeordneten  erster  Art  in  die  Be- 
trachtung gezogen  habe,  sondern  nur  die,  für  welche  n — y  gerade 
ist.  —  Das  was  sich  auf  die  Q  bezieht  habe  ich  hier  hinzugeftigt. 
Nach  aufsteigenden  Potenzen  von  q  kann  man,  so  lange 
v^l^M,  nur  ^,  nicht  aber  D  entwickeln,  weil  diese  Function  fUr 
^  =  0  logarithmisch   unendlich  wird.     Die  erste  von  den  beiden 

*)    Memoiren  lier  Pariser  Akademie  von  1782,  S.  141. 
**)    Memoiren  von  1789:   Suite  deä  recherches  sur  la  iigure  d«6  planstes. 


§51,36.  Ziijjeoiiluclc  Fiiuetioneii.  210 

Lösungen,  nämlich  $k,  giebt  flir  ein  gerades  n  —  v^  eine  ganze 
Function,  kann  also  nicht  nur  nach  absteigenden  sondern  auch 
nach  aufsteigenden  Potenzen  von  q  geordnet  werden.  Für 
ein  ungerades  n  —  v  würde  man  eine  nicht  ireschlossene  Potenzreihe 
erhalten.  Da  aber  durch  die  schon  erwähnte  Euler'sche  Trans- 
formationsformel flir  die  hypergeometrischeu  Keihen 

i^(«,  ft  y,  ^)  =  (1  -  ^y-"'^  F(y  -  a,  y  -  /?,  y,  x) 

die  erste  Lösung  die  Form  annimmt 

SO  hat  man  auch  in  dem  Falle  eines  ungeraden  n  —  v  diesen  ge- 
schlossenen Ausdruck,  der  sich  daher  sowohl  nach  absteigen- 
den als  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  q  und  zwar,  abgesehen 
von  dem  Faktor  Vl-H^*,  in  eine  geschlossene  Potenzreihe  ent- 
wickeln lässt. 

Ist  v>ny  so  sind  die  beiden  Lösungen,  von  denen  die  erstere 
allerdings  dann  nicht  ^l  ist  (s.  o.),  ganze  Functionen,  oder  doch, 
nämlich  wie  im  vorigen  Falle,  abgesehen  von  dem  Faktor 
fl4-^',  ganze  Functionen  von  q.  Nach  demselben  Satze  wie  die 
erste  lässt  sich  nämlich  auch  die  zweite  umgestalten,  so  dass  man 
hat  (für  jede  Grösse  von  i') 

■«  ■«  *« 

Hier  zeigt  sich  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen 
den  Functionen  P^,  die,  wie  man  aus  (33)  weiss,  aus  %,  durch 
Division  mit  q*"  entstehen,  wenn  v^n  von  denen,  bei  wel* 
eben  y  >  «.  Die  ersteren  werden  iämlieh  fttr  ^  =  0  Null  oder 
bleiben  wenigstens  endlich,  die  letzteren  aber  werden,  ebenso  wie 
die  Qlj  für  ^  =  0  unendlich.    M.  vergl.  §  77. 

3)  Entwickelung  nach  Potenzen  von  |.  Die  Integration 
von  (e)  giebt  flir  Zn  die  beiden  Lösungen 

(2ö-(«+'')  F(i--v,-^n-v,-n  +  i,  ^h 
(2^«+i-  .F(i  -  V,  n  +1-  V,  n  + 1,  ^^ 

Die  erste  von  ihnen  ist  gleich  ^l{x)  so  lange  v;^n\  die  zweite 
wird  gleich  Dk(^)  '^^  setzen  sein,  so  lange  Jf^<,\.  Wenn  c//!^§  =  1, 
convergiren  diese  Reihen  noch.  Für  ^{x)  hat  man  im  Quer- 
schnitt aber  zu  setzen 
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2a»  =  Q:(aj+ o.f) + o;(x-  o.i), 

eine  Bestimmung,  die  allerdings  für  den  Fall  v>n  über- 
flüssig ist,  da  in  diesem  Falle  die  zweite  Lösung  offenbar  nach 
§  eine  Reihe  giebt,  welche  sich  durch  Vertauschung  Ton  J  mit  1"* 
nicht  ändert,  was  man  auch  erwarten  jnusste,  da  O"  nach  dem 
1.  Satze  im  §  31  eine  ganze  Function  von  x  ist. 

Für  2*  =  COS0  entsteht  die  Reihe,  welche  man  mit  (a)  auf 
S.  17  vergleichen  mag, 

2"^  "fiJCcosÖ)  =  cos(«  +  »)Ö+  ^''^'".^^^^^[7^^  C08(n+  y-2)Ö  +... 

die  Reihe  so  weit  fortgesetzt,  bis  sie  von  selbst  abbricht*). 

Da  ,dic  Vertauschung  von  v  mit  —  y  in  den  Reihen  flir  ^^  und 
£^K  die  Functionen  $_».  und  ^..^  giebt,  so  erhält  man  z.  B. 

und  eine  ähnliche  Gleichheit  für  £^. 

Für  den  FalPeines  geraden  n  —  v  lial  Hansen**)  diese  Reihe,  welche 
nach  Cosinus  der  Vielfachen  fortschreitet,  augegehen^  man  wird  bemerken,  dass 
bei  ihm  e/^(fi, /u),  wenn  B  mit  \rt—6  vertauscht  und  2/u  =  »  — y  gesetzt 
ist,  bis  auf  einen  constauten  Faktor  mit  unserer  Reihe  übereinstimmt.  Die 
Coeflicienlen  von  den  Cosinus  der  Vielfachen  des  Rogens  0  möchten  hier  eine 
etwas  einfachere  Form  besitzen  als  an  jener  Stelle. 

Die  obigen  Festsetzungen  über  Q  im  Querschnitt  stimmen  durchaus  mit 
den  fniheren  überein.     Im  §  32,  111.  Satz  ist  &  fiir  jede  Grösse  von  v,   also 

auch  wenn  v  ^  n,  aus  Q"*  so  deünirt,  dass  man  dasselbe  differentüren  muss, 
selbstverständlich  nach  der  Richtung  des  Querschnitts,  wenn  x  im  Querschnitte 
liegt,  für  den  Q  schon  früher  als  iQ(x-\-0 ,%)-{- \Q(x — O.t)  definirt  war. 
An  dersulbeu  Stelle  und  im  §  31,  I.  Satz,  sowie  im  §  48  kommt  O  nur  vor 
entweder  als  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geordnete  Reihe,  die  nur  Re- 
den tung  hat,  wenn  c/f{x  >  1 ,  d.  h.  nicht  im  Querschnitt  oder  wenn  v>  n, 
d.  h.  in  dem  Falle,  in  dem  £}(a;-{-0.t)  und  £^(x — O.i)  einander  gleich  sind. 


*)  Während  des  Druckes  erscheint  das  glänzende  Resultat  der  Forschungen  des 
Herrn  Her  mite  über  Lamd's  Differentialgleich,  im  85.  Bde  der  Comptes  rendus. 
Der  Anfang  der  Arbeit,  No.  16  v.  15.  October,  welcher  eine  Uebersicht  des  Inhalts 
giebt,  den  allein  ich  bis  jetzt  in  Händen  habe,  lässt  mich  lebhaft  ihr  spätes  Er- 
scheinen bedauern,  welches  mir  unmöglich  macht,  sie  für  diese  „Theorie  der  Kugel- 
functionen*^  ganz  zu  verwerthen;  ich  werde  auf  dieselbe  bei  den  „Anwendungen** 
zurückkommen.  Mit  Bezug  auf  die  Arbeit  des  Herrn  Hermite  sei  hier  bemerkt, 
dass  die  obigen  Reihen  auch  für  beliebige  Werthe  von  v  noch  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung   geben,    diese   aber   aufhören,   periodische  Functionen   von  6 


zu  sein. 


*)  Abbandlungen  der  K.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig, 
Bd.  IV. :  Entwickelung  der  negativen  und  ungraden  Potenzen  der  Quadratwurzel  der 
Function  »^+  r"'^—  2rr'  (cos  Ucos  ü'+  sin  Usin  t/'cos  J),  S.  345,  No.  41. 
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4)  Entwickelang  nach  Potenzen  von  v.  Entwickelt  man 
Zy  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  o,  bo  findet  man  die  partiku- 
lare Lösung 

fl(— 11  — y,  n+1— y,  1—  y,  c), 

welche  aber  für  solche  ganze  positive  y,  die  n  nicht  überschreiten, 
nicht  anwendbar  ist,  weil  die  Nenner  in  der  hypergeometrischen 
Reihe  Null  werden.  Daneben  erhält  man  noch  eine  zweite,  die 
$"  wird,  wenn  man  die  Constante  gehörig  bestimmt,  nämlich 

Diese  Darstellung  von  ^l  zeichnet  sich  vor  den  früheren  dadurch' 
aus,  dass  sie  nicht  nur  für  jedes  x  sondern  auch  für  jedes  ganze 
positive  y,  also  auch  noch  wenn  v>n^  die  Function  darstellt. 
In  der  That  hat  man,  in  Uebereinstimmung  mit  (6)  im  §  5,  für  y  =  0 

Hieraus  bildet  man  ^l  nach  §  31,  IL  Satz,  indem  man  F"  nach  dx 
von  l  an  oder  nach  —  2(/€)  von  Null  an  im  ganzen  ymal  integrirt 
und  mit  n(n  +  vy.l.S...(2n—l)  multiplicirt,  so  dass  man  in  der 
That  den  obigen  Ausdruck  für  $5!(a;)  erhält ,  wenn  2r  =  1  —  a;  ge- 
setzt wird. 

Um  ^%{x)  zu  erhalten,  kann  man  in  der  ersten  Lösung  v 
mit  —  y  vertauschen,  wodurch  entsteht 

An  diese  Reihen  lassen  sich  die  Formeln  knüpfen,  welche 
Legendre  zur  Entwickelung  von 

eoBv(fd(f 


1    /*« 
nJ     I 


J     (l  +  a'— 2acosqp)«+^ 

benutzte.   Dividirt  man  in  dem  Integrale  Zähler  und  Nenner  durch 
(1— a')"+*  und  setzt 

1  -f  a'  2a 


1— a'         '     1  — a  '  ' 

80  findet  man  nach  (35,  c)  für  jenes  Integral 

1.3  ..(2n--l)  (2o)-.(i_a')v-.-.y,(a:). 

Tritt  für  ^  sein  Werth  aus  der  obigen  Formel  ein,  so  wird  ftlr 
das  Integral 
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n(ti  -I  v) 


nnnv    (1 

gefunden.  Dies  ist  Legen dre'B  Formel*),  welche  Jacobi  durch 
Anwendung  des  Ausdrucks  (3,  a)  für  sinvö  ableitet.     Euler  hat 

eine  andere  Reihe**)  für  dasselbe  Integral  benutzt  (§  50,  S.  213), 

a  VäJ*— 1 

die  nach  Potenzen  von   .       ,  = fortschreitet,    d.    h. 

1+a  X  ' 

wenn  man  x  =  cosö  setzt,  nach  Potenzen  von  tangö,  während  die 
unsrige  nach  Potenzen  von  sin*^Ö.  Diese  Ent Wickelungen,  von 
welchen  man  für  v  =  0  bereite  im  §  5  Proben  hatte,  verfolgen  wir 
.nicht  und  übergehen  ähnliche,  die  sich  als  ganz  besondere  Fälle 
der  allgemeinen  von  Herrn  Kummer***)  betrachteten  Umformung 
der  hypergeometrischen  Reihe  erweisen. 

§  r)2.  Bisher  war  Ol  nur  in  dem  Falle  durch  ein  bestimmtes 
Integral  dargestellt,  dass  i'>«,  nämlich  durch  (35,  e).  Um  das 
Gleiche  zu  erreichen,  wenn  v<«4-l?  verfahren  wir  wie  im  §24, 
setzen  nämlich  die  Reihen  des  §  51,  No.  3  im  Integrale  um.  Mit 
Hülfe  der  Gleichung  (6)  des  §  24  findet  man  zunächst 

wenn  man  darauf  weiter  wie  im  §  24  transformirt 

und  schliesslich  den  gesuchten  Ausdruck 

^^7^        r^«  M  -   ^-^^y     1.3.5...(2n+l)  /'  Bin'^  tu  du 

=(x'-ir^^QXx)  =  {x'-^i)-^Q:(x),  ua<:i),  (i'<«+i). 

Im  Querschnitt  ir=:C08Ö  ist  für  Q  das  arithmetische  Mittel 
aus  den  beiden  Werthen  am  Uferrande  zu  nehmen,  also  für  das 
vorstehende  bestimmte  Integral  die  Hälfte  von 

\.  i,  a)  ...y     (cosö+tsin  öcosfM)*'+''+*    ./     (cosÖ— i sin(9co8tti)»+*'+^ 

zu  setzen.  Um  festzustellen,  wie  £1  sich  beim  Ueberschreiten  des 
Querschnittes  ändert,  beweist  man,  am  bequemsten  nach  der  Me- 

*)    Exercices  T.  II  (no.  25),  §  172. 

**)    Institutioncs  ("alculi   integralis  Vol.  IV.  Suppl.  ad  T.  1,  Cap   V,  §  98. 
*^*)    Crelle,  Journ.  f.  Math.  Bd.  XV.:  Ueber  die  hypergeometrische  Keibe  etc. 
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thode  der  2.  Anmerk.  zu  §  38,  die  Formel,  welche  hier  der  Glei- 
chung (19,  d)  entspricht,  dass  nämlich  fllr  eine  beliebige  6rö88e 
de«  Modulus  von  x  =  a+bi,  unter  den  daselbBt  angegebenen  Be- 
dingungen nber  die  Zeichen,  sei 
„  /•*         sin-' tu  du  _/^  sin^'-tMdM    

Die  rechte  Seite  lässt  sicii  nach  CBf),  f)  unmittelbar  durch  '^  aus- 
drücken und  giebt 

■^-'"-  1.2.H...(n4-.)  •^^-^•^^- 

Für  den  Querschnitt  erhält  man  demnach  (x  =  cos^,  0  <  ^  <.  4^) 

(37,  c)  ...     (-irD"..(cosÖ+0.t)— (-l)»'Ql,.(cos6/) 

__.    ,     ...  (1.3.ö...(2w-l))'    .    .  . 

II{n-\-v)n{n  —  v) 
Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (37)  formt  mau  weiter 
um,  indem  man  dasselbe,  mit  Einschluss  der  v'""  Potenz  von  —1,  in 

./       (a;  +  5]V-l)«-^»''^ 

verwandelt.    Durch  die  Gleichung  (3,  a)  von  Jacobi  entsteht  aus 
(37)  die  neue  Gleichung 
r^^  nV^—   1.3^..(2w^-f  1)./Iw    /  ="  cosm#(/f/ 

t.i^;,..    1/.W-  n^n  +  v)niv^v)J    (x+cos,w.jv::i)''-' 

wenn  y<n+l.     F-lir  ein  a:  im  Querschnitt  versteht   mau   uuter 

Ol{x)  das  Produkt  (tsinö)»'£i;(j-),  wo  0  <  ^  <  Att.  Der  Werth  am 
negativen  Ufer  übertrifft  den  am  positiven  um 

Die  Form  (37)  hat  vor  (38)  den  Vorzug,  der  Differentialgl.  (23) 
S.  148  selbst  dann  zu  genügen,  wenn  v  nicht  mehr  eine  ganze 
Zahl  vorstellt,  also  bei  eiuer  Verallgemeinerung  der  Kugel- 
functionen  auf  den  Fall  eines  gebrochenen  oder  imaginären  Index  v 
Heine  Brauchbarkeit  nicht  zu  verlieren. 

Durch  ein  Verfahren  wie  im  §  50  ergiebt  sich   für  die  P  eine 


/■ 
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Doppelgleichung,  welche  ähnlich  der  Doppelgleichang  (33,  d) 
auf  S.  207  ist,  sowohl  was  die  Form  als  auch  was  den  Bereich  der 
Gültigkeit  in  Betreff  der  Zahl  v  anbelangt.  Führt  man  in  dem 
Integral  der  rechten  Seite  von  (37)  statt  tf,  durch  die  Substitution 
der  S.  159  unter  2,  die  Veränderliche  r  ein,  so  geht  dieses  nach 
der  Bezeichnung  von  S.  160  in 

\x  —  cos  IC .  ^x^ — i  )»+»'  sin^''  iv  dv 
II 
über  und  man  findet: 

I.  Satz.  Unter  den  Voraussetzungen  des  I.  Satzes  auT 
S.  160  ist 

(38,  a)...    a%(a?) 

(-ly      1.3...(2fi  +  l)    f\  .     ,/-^-Twv   •  2v  -1 

=  -Hr    -\  "1  a     )o       i>  /    (aJ-cosw.Vx'-l)»+''sin'»'trrfr, 

Durch  Gleichsetzung  der  rechten  Seiten  von  (37)  und  (38,  d) 
erhält  man  eine  Gleichung,  die  wir  hier  übergehen,  die  aber  vor 
der  folgenden  den  Vorzug  hat  auch  für  solche  v  gültig  zu  bleiben, 
die  nicht  ganze  positive  Zahlen  sind.  Indem  ich  in  derselben  die 
Potenz  von  sintv  nach  Jacob i's  Formel  durch  den  Cosinus  des 
Vielfachen  ersetze,  erhalte  ich  den 

n.  Satz.  Unter  den  Voraussetzungen  des  I.  Satzes 
S.  160  besteht  die  Doppelgleichung 

(38,  b)  ...    2»  riT^-  ,  5  V  QX'^)  =/    (a?  -  coste.  ^x'-iyeo»iw  dv 

lii  ^fi  4-  J )  «/ 


<i 


JIn  Tln  /'  *  cos  tMi  du 


Die  Ableitung  setzt  voraus ,  dass  v,^n\  wenn  y  >  n ,  so  verliert 
das  dritte  Glied  die  Bedeutung,  während,  wie  im  §53  bewiesen 
wird,  das  erste  noch  gleich  dem  zweiten  bleibt. 

In  den  speciellen  Fällen ,  welche  im  §  36  unter  1 ,  3  und  4 
behandelt  wurden,  vereinfacht  sich  (38,6);  z.B.  verwandelt  sich 
für  ic  =  iy  nach  S.  159  ihr  zweites  Glied  in 

Vy' +1 .  cosx — yY  cos  yx  dx. 


arc  rot«; »/ ,    , 


Wird  X  reell  und  >1   oder  endlich    <1,  so  verwendet  man  die 


Ausdrücke  von  r,,  uuter  3  und  4. 
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§  53.  In  diesem  Paragraphen  zeige  ich  durch  eine  Methode, 
welche  in  meiner  Inauguraldissertation  §  9  angewandt  wurde,  dass 
die  Integrale 

yr                  /-» — 7n-            1           f          eo&vffdq) 
(x—eoBq>.yx'—iyeoHvq>dq>,      /- ^^^^"TTTTT 
„                                                    «^  (x — cosy.yx" — 1)*^* 

zwischen  geeigneten  Grenzen  genommen,  der  Differentialgl.  (36) 
fbr  die  Zugeordneten  genügen  und  fülle  die  oben  erwähnte  Lttcke 
aus,  welche  im  Beweise  von  (38,6)  fftr  den  Fall  v>n  ge- 
blieben ist. 

Zum  Zwecke  dieser  Untersuchung  mache  man 

X — cosy.>''x'— i  =  r,    iTy  =  ( — iy/r^eo»v(pdq>j 


I) 


indem  man  unter  q>  eine  reelle  oder  imaginäre  Veränderliche  ver- 
steht, unter  a  und  v  vorläufig  irgend  welche  reelle  oder  imaginäre 
Constante,  so  dass  die  nächsten  Resultate  sich  auf  sehr  allgemeine 
Integrale  beziehen.  Man  erhält  dann  durch  Differentiation,  wenn 
man  fbr  die  obere  Grenze  q>  in  v>  zunächst  einen  von  x  unab- 
hängigen Werth  setzt 

dw. 


=  a(— ly/r"  -^[^x* — l.sm(y+i)q>  —  xB\nv(p]»mq>dq>. 

Dieser  Ausdruck  ist  die  Summe  zweier  Integrale;  das  erste  und 
dann  das  zweite  geben  nach  einer  Integration  durch  Theile  resp. 

(-l)T«8m(y+l)9)  +  (*+!)»,+.,  (-1)-  ,.^-^  sin*?.  +  f-  -«o 
and  eine  Zusammenstellung  der  Resultate  verschafFt  die  Gleichung 
(a)  . . .     -~  [(ar'-l)-»"».]  =  (a  +  v  ■\-\)(x'-l)'  ''^"  «>.+, 

+(-l)''»-'(x'-l)~  ^(sinC»-  +  1)9.  +      '      sinyy)  • 

Man  erkennt  hieraus,  dass  durch  fortgesetzte  Differentiation  des 
Gliedes  auf  der  linken  Seite  sein  Index  y,  er  mag  ganz  oder  ge- 
brochen, positiv  oder  negativ  sein,  fortwährend  erhöht  wird,  und 
dass  tTyr+m,  wenn  m  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  be- 
zeichet, durch  Differentiation  von  w^  gewonnen  wird,  indem  nur 
noch  Glieder  hinzutreten,  die  frei  von  der  Integration  sind,  die 

U^iae,  Tbtorie  der  Kugelfunctioneu.    2.  Aufl.  2.5 
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nämlich  trigonometrische  Functionen  von  9),  algebraische  von  x 
enthalten.  So  erhält  man  z.  B.,  indem  man  a  =  —  4,  y  =  0  setzt, 
als  Resultat,  dass  das  elliptische  Integral 

cosfii<3p(/<]p 


/ 


durch    iitfache   Differentiation  nach  x  aus  dem   Integrale  erster 
Gattung  entsteht. 

Die  Resultate  modificiren  und  vereinfachen  sich,  wenn  a  und 
V  so  beschaffen  sind,  dass  a-{-v-\-m  für  irgend  eine  positive  ganze 
Zahl  m  verschwindet;  dann  wird  der  m}^  Differentialquotient 
der  linken  Seite  von  (a)  Null,  also  der  m — 1'"  constant, 
und  eine  neue  Differentiation  erhöht  den  Index  y  +  m — 1  von  w 
nicht  mehr. 

Da  tOy  =  fr.y ,  80  wird  für  ein  ganzes  positives  v  durch 
2y  fache  Differentiation  aus 

(x'^iytoy 
dieselbe  Function  dividirt  durch  {x^—\y  erzeugt,  —  abgesehen  von 
Gliedern,  die  vor  dem  Integrale  stehen,  also  nur  die  Grenzen  ent- 
halten. Es  wird  also  z.  B.  das  vorstehende  elliptische  Integral, 
welches  m  enthält,  durch  2m  fache  Differentiation  aus  sich  selbst 
erzeugt. 

Nimmt  man  die  Integrale  w  in  geeigneten  Grenzen,  so  kann 
man  die  erwähnten  Glieder  vor  dem  Integrale  zum  Fortfall  bringen 
und  erhält  demnach  lineare  Beziehungen  z>vischen  „ganzen^  Inte- 
gralen, wie  man  sie  nennen  kann,  indem  man  den  bekannten  Aus- 
druck von  den  elliptischen  Integralen  entlehnt.  Jeder  von  solchen 
Beziehungen  zwischen  den  ganzen  Integralen  würde  eine  zwischen 
Integrale  mit  beliebigen  Grenzen  entsprechen,  die  wir  nunmehr 
verlassen. 

Die  Gleichung  (a)  reducirt  sich  auf 

wenn  9  so  gewählt  wird,  dass 

(c)  ...    r«(^8in(j' -f-l)^  +    .— —  %mv(p)  =  0. 

y  X  — 1 

Dies  geschieht  erstens  fttr  (p=nj  vorausgesetzt  dass  v  eine 
ganze  Zahl  oder  Null  ist  —  und  wir  beschränken  uns  jetzt  auf 
diesen  Fall;  zweitens  wenn  a  negativ  ist  und  man  setzt  9  =  •«, 
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fllr  « =  oo,  Yorausgesetzt  dass  cr  +  y+l  noch  negativ  bleibt. 
Drittens  wird  (c)  erfüllt,  wenn  a  positiv  und  r  Null  ist.  Da  aber 
r  nur  dann  Null  ist,  wenn  die  obere  Grenze  q>  von  x  abhängt,  so 
muss  man  jetzt  auch  diesen  Fall,  der  noch  ausgeschlossen  war, 
berücksichtigen.  Bildet  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  x  in 
der  obem  Grenze  vorkommt  dwy  :dx^  so  tritt  zu  den  früheren 
Gliedern  noch  eines  hinzu,  nämlich 

(x — GOsq>.yx^ — l)"cosy9«--^  ■  » 

welches  aber  0  ist,  da  q>  so  bestimmt  wird,  dass  r  =  0.  In  allen 
diesen  drei  Fällen  besteht  also  die  Gleichung  (6). 

Wir  zeigen  nunmehr,  dass  die  Functionen  w  in  allen 
drei  Fällen  der  Differentialgleichung  (36)  genügen.  Beim 
Beweise  ist  vorzugsweise  zu  beachten,  dass  Wy  =  to^y.  Setzt  man 
zur  Abkürzung 

(«'— l)-*»'fry  =  Cy, 

80  wird  daher  ■ 

Hieraus  zieht  man 

dv^y  =(a— y-|-l)ci.ycte  =  (a  — y  +  lXa;'— ly-'vj^-icte. 
Nachdem  man  durch  (a?*— l)"-*  dividirt  hat,   kann  man  nach  x 
difTerentiiren  und  (et)  anwenden,  indem  man  dort  v  mit  v — 1  ver- 
tauscht.   Führt  man  darauf  für  v^y  und  Vy  ihre  Werthe  in  to  ein, 
so  wird  erhalten 

auch  selbst  wenn  einer  der  Zahlenfaktoren  auf  der  Rechten  ver- 
schwindet, was  vorkommt  wenn  man  n  oder  —  (w+p  ftlr  a  setzt. 
Dies  ist  aber  die  Differentialgleichung  (36). 

Für  y  =  0  ist  der  Werth  von  «?„  =  %  im  ersten  Falle  yiP"(a?), 
in  den  übrigen  Fällen  Q\x).  Man  zieht  aus  (6)  oder  (d),  durch 
wiederholte  Differentiation 

(e)...     -^=(a+l)(a  +  2)...(a-fO^, 

eine  Formel,  die  ty  verschafft,  so  lange  kein  numerischer  Faktor 
auf  der  Rechten  0  ist,  also  tr^,  so  lange  v^n  und  positiv  ist,  in 
allen  drei  Fällen  durch  u>^  ausgedrückt. 

Um  das  Resultat  zu  gewinnen,  welches  zur  Feststellung  der 

15* 


228  I.  Theil.     Viertes  Kapitel.  §  53,  38. 

Gleichungen  (38)  noch  fehlt,  ist  zu  beachten,  dass  wenn  a  =  nj 
also  positiv  ist,  ftir  jede  Grösse  der  positiven  ganzen  Zahl  v  er- 
halten wird 

//(n  +  y)  ar" 

Ist  nun,  wie  im  ersten  Falle,  an  der  Grenze  <f  =  n^  also  tr^  =  n.f'^(x)^ 
so  erhält  man  für  jede  Grösse  von  y,  in  Uebereinstimmang  mit 
(32,  a) 

1   /'^,    ,  /— — Tn.  j  nn      .  ^    ^Niv  rf'''**C^) 

-J    (x  +  coHq>.}/x'-iycosvq>dq>  =.j^^—-^(x'-l)iy—^. 

Wählt  man  aber,  wie  im  dritten  Falle,  q>  so  dass  x— cosyi^x*^ 
verschwindet,  setzt  also  to^  nach  S.  161  gleich  0"(x),  so  erhält  man 
das  gesuchte,  S.  224  angegebene  Resultat,  dass  für  jede 
positive  ganze  Zahl  v  sei 

(-!>-  /7(n  +  i.)^"^''"^^*      "^      =y    (^-cosfc.]V-l)-co8tVrdD. 

Eine  Vergleichung  mit  dem  Schluss  der  Tabelle  auf  S.  212  zeigt 

nämlich,  dass  die  linke  Seite  mit  der  von  (38,  6)  übereinstimmt 

Nachdem  die  Untersuchung  für  a  =  n  erledigt  ist,  kann  man  nodi  die 
schon  bekannten  Resultate  für  a  =  — n  —  1  ableiten. 

o)  Im  zweiten  Falle,  in  welchem  an  der  obem  Grenze  ^  =  100  wird, 

drehe  man  zunächst  das  Zeichen  von  y^* — 1  um,  und  findet  dann,  da  v  in  dem- 
selben der  Natur  der  Sache  nacb  kleiner  als  ri-|-l   zu  nehmen  ist,    nach  (e) 

p  cosivudu  ^n(n-v)  IM.  rf'-g» 

^       V      (a;  +  costii.l/ar'-i)«+»  Hw        ^  ^         dx^       ' 

was  mit  (38)  übereinstimmt. 

ß)  Im  ersten  Falle,  wo  die  obere  Grenze  q)  gleich  n  ist,    findet  man, 

iTj  =  71  '*'*(^)»  ^laher 

so  lange  v  ^n.  Um  den  Uebergang  von  Wn  zu  Wn^i  zu  gewinnen,  bestimmt 
man  zunäclist  den  Wertli 

.     ..        1.3...(2ii— 1),  ,       ., 
IT-,  =  itn  =  i-iyn i,2...ii       (^— 0** 

und  setzt  dann  nach  (6)  für  a  =  — n — 1,  v  =  — n—  1 

--^^ ^ ^  =  — (2«  +  i)(dT»-l)*«ir„. 

Berücksichtigt  man,  dass  tr^  für  o;  =  1  verschwindet,  sobald  y  ;>  0,  so  findet 
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man  den  schon  aus  (32,  f)  bekannten  Werth 

1 

• 

Für  einen  noch  grösseren  Index  v  kann  man  to  auf  doppelte  Art  erhalten. 
Dies  geschidit  entweder  durch  eine  Integration,  indem  man  von  Wy  =  io^y 
dorch  Differenliation  zu  u>\^y  oder  Wv-i*  also  durch  Integration  von  U)y-\ 
SU  Wy  gelangt,  so  dass  eine  |i malige  Integration  Wn^i-\^  aus  Wn-^i  verschafll 
und  zwar  in  der  Form  wie  diese  Fimction  in  (32,  f)  vorkommt;  oder  man 
kommt  zu  den  Functionen  tr  mit  höherem  Index  nach  ganz  direkter  Anwen- 
dung der  Formel  (6),  durch  mehrfache  Differentiation  des  Ausdrucks 
■+1 

(s^ — 1)      ^  trii4.i.     Auch  dieses  giebt  bekannte  Gleichungen. 
Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass  man  far  er  =  it,  aus 

(x-f-cosy  .  yx^-l)»cos«ydy  =  n[ — ^ — )? 
ü 
nadi  (fr)  durch  n  fache  Differentiation,  indem  man  y  =  — n  setzt,  unmittelbar 

die  bekannte  Formel  far  F^{x)  findet 

§  54.  Auch  für  die  Fancti^n  QHx)  bat  Herr  F.  Neumann 
^  Integral  angegeben,  weiches  dem  für  Q""  gefundenen  (21)  auf 
S.  141  entspricht.  Zur  Ableitung  differentiirt  man  diese  Gleichung 
vmal  nach  x  und  erhält  dann 

wonns  man  nach  dem  III.  Satz  auf  S.  153  findet 

(h\  ^S^'M  -  3-5-(2«+t)  /•'    (i-y*)'     . 

(6)  ...  mA'^)--j;^^^-;^j-J  (^_y).+.+.rfy- 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  Sll{x)  bei  der  Entvrickelung  nach  ab- 
steigenden Potenzen  von  x  mit  der  —  (« +  »^  + 1)**"  Potenz  von 
X  beginnt.  Endlich  kann  man  in  dem  zweiten  Gliede  von  (a)  die 
Potenz  von  («  — y)  im  Nenner  verringern,  entweder  vermittelst  der 
Integration  durch  Theile  oder  indem  man  Pnach  dem  Taylor 'sehen 
Liehrsatz  in  die  Reihe  entwickelt 

^  '^     1         (te     ^    1.2        <te'     ^ 
Hierdurch  erhält  man 
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-1 


—  y 


war  v>n^  m  ist  diese  Reihe  fortzusetzen ,  bis  sie  von  selbst  ab- 
bricht.   Ist  aber  v  rl^n^  so  hat  man  das  y*^  Glied  mit 

nv.dx*^^__^  ^—y 

zu  vertauschen.  Dies  Integral  wird  im  allgemeinen  log(a;+l)-log(a;'l); 
wenn  aber  x  dem  Querschnitt  angehört,  ist,  wie  S.  143  gezeigt 
wurde,  ftlr  dasselbe  log(l  +  a?)  — log(l~ar)  zu  setzen. 

Anmerk.    Nach  der  Bezeichnung  des  Herrn  F.  Neu  mann  ist 

„..,_.,.,i-.-)./'jfjff-,  =  0..,. 

§  55.  Das  Resultat  einer  imaginären  Substitution  in  den  In- 
tegralen, durch  welche  die  Zugeordneten  erster  Art  dargestellt 
werden,  giebt  §  49.  Man  sah,  dass  die  Integrale  nach  einer  solchen 
noch  immer  Zugeordnete  erster  Art  darzustellen  oder  in  solche  zweiter 
Art  übergingen,  die  besonderen  Fälle  ausgeschlossen,  in  welchen 
die  Substitution  überhaupt  unstatthaft  ist,  in  welchen  nämlich  die 
Bedingungs-Ungleichheit  in  eine  Gleichheit  überging.  Bei  den  Inte- 
gralen, welche  nach  (38)  die  Zugeordnete  zweiter  Art  darstellen, 
ist  etwas  ähnliches  der  Fall,  indem  sie  nach  der  Substitution  ent- 
weder noch  immer  eine  gleiche  Function  geben,  oder  um  das  Pro- 
dukt aus  einer  Constanten  und  einer  Zugeordneten  erster  Art  zu- 
nehmen. 

Die  Untersuchung  über  dies  Verhalten  wird  wesentlich  durch 
den  VI.  Satz  im  §  38  und  die  dazu  gehörenden  Anmerkungen  er- 
ledigt Behält  man  die  dortige  Bezeichnung  bei  und  stellt  wiederum 
durch  xf)  einen  zwischen  0  und  n  liegenden  Bogen,  durch  \f)^  einen 
bestimmten  Bogen  in  diesen  Grenzen  vor,  so  erhält  man,  wenn 
y^n  und  tp<itpo 

/*        GOBiv{u  +  iil})  _   /•*      cosiviidu 

\ä  +  6 cos i(u4-iiD)Y^^  ~J     (ö 


[a  +  6co8f(tt-t-fi/;)]"+*     J     (a  +  6cosfii)*+* ' 

/*      m\\v{u-Y%\\})du        _    /•*       ^\Vi\vud%i 
\a  +  6cÖ8 t'(M  + 11/;)]«+^  "~y     (a-t-6cosfti)*+i 


—00  —PO 
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d.  I.  gleich  Nnll.  Die  linken  Seiten  dieser  Gleichnngen  haben  die 
Form  ÄcoHpyß-\-B»mvip  und  —A^mvtp-^-Bcosvtfßj  wo  A  und  B 
bestimmte  Integrale  sind.   Löst  man  noch  A  und  B  auf,  so  findet  man 

— «  —X 

/•*  »mivudii  __    .         /•*     cosiyudu 

y     ra4TcÖ8fiir-ti;)l«+~^  ""  smi'i^/     — 


fa4-  6cos(ffi  — 1/;)|'*+*  ./     (a-l-fecosifi)**'* 


—  flC  —00 


Wenn  noch  immer  v^n  bleibt,  aber  xf)Q<i^ <.n  wird,  so 
ist  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen,  von  denen  wir  aus- 
gingen, also  auch  von  (39)  —  6  ftir  6  zu  nehmen  und  dem  Integral 
der  Faktor  cosy/r  hinzuzufitigen.  In  diesem  Falle  kann  man  auch 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (39)  nach  S.  168  mit  dem  Pro- 
dukte aus  cosi'^  resp.  sinvi^  und 

f"^       C08t>udu       —,f^      coBvxbdib 

COSyTT/        .    -7-7 .   x-^,  -f»/      7 

J     (a  +  6co8t«)-+»  ^J     (a— I 


-  flO        '  '  —71 


vertauschen.  Werthe  die  >  n  sind,  kann  man  v  nicht  geben,  ohne 
dass  (39)  seine  Bedeutung  verliert;  ifj  ausserhalb  der  Grenzen  0 
und  n  zu  nehmen,  wäre  ttberflttssig. 

Wir  übertragen  diese  Formeln  auf  den  Fall ,  dass  a  =  o;, 
b  =  y'«*— 1;  wie  früher  (M.  vergl.  §  39,  No.  4)  sei  oc  =  p±  qi.  Als- 
dann wird  t/Zg  so  bestimmt,  dass 

«+1 
-  -T==-  =  ?(cos V'o  +  •sin  t/'o);    (0  <  v^o  <  ^). 

Man  findet  hierauf,  wenn  0  r^  ^  <  i/^^ 

/Qo    N     1.3...(2n^-l)./7»  f^ (iOBJvudu 

l.3...(2n  \'l).nn   /"^ ^inivudn        ..onv  ^   • 

und  wenn  t^o<i/;<i/;  gleich  2  cos  vi/;  resp.  2»\nvifß  multiplicirt  mit 

§  56.  Die  Zugeordneten  für  unendlich  grosse  Werthe  des 
obem  Index  n  kann  man  durch  zwei  Methoden  aufsuchen,  von 
denen  eine  im  §  40,  die  zweite  im  §  41  enthalten  ist.  Indem  man 
aus  §  öl,  No.  3  erhält 
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das  Letztere,  wenn  v  ^  «,  so  findet  man,  wie  im  §  40,  dass  c/(^  <  1 
vorauBgesetzt,  für  n  =  cio  sei 

(2©-''  ^(?;(x)  =  (1- n  1,  (2^yK(x)  =  (1- D-», 

also  dasselbe  Resultat,  welches  sich  für  1^  =  0  ergab.  Das 
gleiche  Resultat  giebt  die  Methode  des  §  41 ;  man  ersieht  zugleich 
aus  den  Untersuchungen  daselbst  auf  S.  179 — 180,  wie  der  Buch- 
stabe V  eintritt,  wenn  man  noch  die  Glieder  höherer  Ordnung  nach 
n  berOcksichtigt.  Auch  der  Fall  eines  Punktes  im  Querschnitt 
bietet  nichts  neues  dar. 

Indem  ich  die  weitere  Ausführung,  namentlich  den  Fall,  dass 
V  mit  n  zugleich  unendlich  wird,  den  Untersuchungen  Anderer 
ttberlasse,  erwähne  ich  noch,  dass,  wie  Jacobi  in  der  mehrfach 
erwähnten  Abhandlung  Formula  transformationis  etc.  im  15.  Bande 
des  Crelle'schen  Jouiiials  §  11  angiebt,  aus  Legendre's  Formel 
(§  51,  S.  222)  der  Werth  von 

cosvq>dq> 


-r 

nJ 

0 


(l  +  a*— 2acos9))"^^* 


für  fi  =  oo  gefunden  werden  könne.  Man  erhält  nach  derselben 
nämlich  fUr  das  Integral  den  Ausdruck 

^a^°' •'-»•)--. 

den  Jacobi  dort  auf  andere  Art,  vermittelst  der  Transformations- 
formel für  cosvy,  ableitet. 

§  57.  Nach  Analogie  des  Verfahrens  im  §  42  behandeln  wir 
den  Fall,  dass  mit  wachsendem  oberu  Index  n  das  Argument  der 
Zugeordneten  x  =  cosd  sich  der  1  nähert.  Die  ausführliche  £nt- 
Wickelung  im  §  42  macht  eine  wiederholte  strenge  Begründung 
tiberflüssig;  es  handelt  sich  hier  zuerst  darum,  den  entstehenden 
„Cylinderfunctionen''  ihren  Platz  unter  den  Kugelfunctionen  anzu- 
weisen *). 

Die  Functionen 


*'    M.  Tcrgl.  auch  für  die  folgenden  Untersuchungen  meine  Abhandlung  über 
die  Fourier- Bcüäcröchc  Function  im  69.  Bande  von  Borchardt'it  Journal. 
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nähern  sich  mit  wachsendem  n  den  Grenzen 

0  0 

in  Betreff  dessen,  was  über  x>  als  Grenze  zu  bemerken  ist,  vergl. 
man  das  Frühere.  Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  den  Ausdrücken 
(35,  c)  und  (38). 

Die  obigen  zwei  Grenzwerthe  sind  zwei  partikuläre  Lösungen 
der  Differentialgl.,  welche  aus  (36)  in  der  Form  (ä)  auf  S.  216  ent- 

steht,  wenn  man  dort  -     für  6  setzt  und  die  Grenze  nach  n  auf- 

sncht,  d.  h.  von 

e^d'y  +  Odyd0  +  (d'-  v')yd0'  =  0. 
Neben  die  Zugeordneten  P  und  0  stellte  ich  Functionen  $  und 
D,  die  mit  ihnen  so  zusammenhingen,  dass 

Einen  Ausdruck  von  $  und  £}  durcii  Integrale  findet  man  in  (35,  t) 
S.  215  und  (37)  S.  222,  ihre  Differentialgleichung  unter  (/?)  auf  S.  217. 
Greht  man  in  jenen  Formeln  zur  Grenze  über,  so  hat  man  in  ent- 
sprechender Weise  y  =  ö^s  zu  setzen,  und  erhält  für  »  die  Diffe- 
rentialgl. 

(40)  ...     dd'z  +  (2v  +  l)dzd0  +  dzd0'  ^0 

von  der  zwei  partikuläre  Integrale  sind 

^id  CO»  9  gju^v  y  rfy^      /    ^e  cos  iu  tjin2K  jji  au. 

U  I) 

Nachdem  auf  diese  Art  die  Verbindung  mit  den  Kugelfunctionen 
hergestellt  ist,  werden  die  gewonnenen  Resultate  und  Einiges,  was 
sieh  daran  knüpft,  selbständig  abgeleitet. 

§  58.  Den  Ausgangspunkt  unserer  Untersuchungen  bildet  die 
Differentialgleichung  (40),  die  man  auch,  nach  der  Substitution 
0*  =  jy,  in  folgende  Formen  bringen  kann 

(40,  a)  ...  t]dh'\'  (v  +  \)dzdfj-\'  izdtj'  =  0, 
(40,  b)  ...  d\  +  vdzdlogrj  +  ^»^»(rflogjy)'  =  0. 
Zwei  partikuläre  Lösungen  derselben  werden  wir  durch  jV(ö)  und 
ky{6)  bezeichnen;  eine  von  ihnen,  die  j  sei,  lässt  sich  durch  eine 
Reihe  oder  ein  Integral  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  und  con- 
tinuirlich  ausdrücken.  Auch  hier  kann  man  z  als  Function  nicht 
von  ö,  sondern  von  rj  betrachten. 

Ein  Theil  des  Folgenden  bleibt  zwar  noch  bestehen,  wenn  v 
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eine  gebrochene  Zahl  bezeichnet;  zunächst  soll  aber  der  Fall  eines 
ganzen  v  behandelt  werden.  Der  Hauptfall  für  physikalische  Unter- 
suchung ist  der,  in  welchem  2v  eine  ganze  Zahl  ist. 

Um  die  Lösung  z  eindeutig  zu  defiuiren,  macht  man  hier,  wo 
V  eine  ganze  Zahl  ist,  dieselben  Festsetzungen  wie  im  §  43  beim 
Falle  v  =  0,  versteht  also  auch  unter  6  die  fÖÖ  mit  positiv  ima- 
ginärem Theile  oder  im  speciellen  Falle  die  positiv  reelle  Wnrzel. 
Im  Querschnitt,  d.  h.  für  ein  positiv  reelles  i;,  soll  ky(ß)  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  beiden  Werthen  der  Function  am  Ufer- 
raude  also  in  den  Punkten  Ö  +  O.t  und  ö  — O.t  sein. 

Durch  Differentiation  von  (40,  a)  nach  jj  erkennt  man,  dass 
dzidri  derselben  Gleichung  wie  ä  gentigt,  wenn  man  in  derselben  nur  v 
mit  v-\-\  vertauscht;  für  v=0  sind  aus  §  43, 1.  Satz,  zwei  partikuläre 
Integrale  J  und  K  bekannt.  Indem  man  diesen  Constante  hinzufügt,  die 
mit  Rücksicht  auf  das  später  Folgende  gewählt  werden,  erhäH  man  also : 

Die  Gleichung  (40)  wird  für  jedes  ganze  nicht  nega- 
tive V  durch  die  beiden  vielfachen  Differentialqaotienten 

(41)...  «»)=(-.)'"g■^.''^f>=«-% 

integrirt  {rj  =  Ö'). 

Hieraus  gewinnt  man  als  Lösung  von  (40)  zwei  bestimmte 
Integrale.    In  der  That  ist 

—    /e'''*^^''V8in^>'f^(/y  r=    -^  /e*^*^"^ysin^''+*cosqpdy, 
und  nach  einer  Integration  durch  Theile 

-2(2v  +  l)ö''  2(2^+1)./"         *'"        'f^'^- 

Integrirt  man  zwischen  Grenzen  0  und  n,  so  folgt  hieraus 

_^y'>~'V8in'-yrf9.  =  _.^^^y  V-.98in'''+>dy. 

Aehnlich  kann  man  mit  den  Integralen  zwischen  den  Grenzen  0 
und  oo  verfahren  und  erhält  ausserhalb  des  Querschnitts 

(41,  a)  ...    jr(d)  =    -  /  V^^^sin^'^d^), 


(6)  =/ 


0 


0 
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im  Querschnitt  aber  ftir  k(0)  das  arithmetische  Mittel  zunächst  aus 
h(0±_0.i)j  dann  aber  den  nach  (41)  diesem  gleichen  Werth 

k,(d)=:ik,(d+o.i)  +  iK(^0-{-O.i). 

Diese  Formeln  zeigen,  dass  es  auch  hier  gelungen  ist,  was  so 
wesentlich  für  die  Behandlung  der  Kugelfunction  war,  die  beiden 
Cylinderfunctionen  durch  dasselbe  Integral  darzustellen,  welches 
endlich  bleibt,  wenn  nur  die  Integration  auf  geeignetem  Wege 
und  zwischen  geeigneten  Grenzen  0  und  oc  ausgeführt  wird. 
Aus  dem  ni.  Satz  im  §  44  geht  hervor,  dass 

in 

kr(e±0.i)  =  /         e±*^  *=o»  *-  sin^»'  tu  du 

0 

sei;  wenn  man  zuerst  bis  +2<^  und  dann  parallel  der  Axe  der 
Reellen  in's  Unendliche  integrirt  (wie  auf  S.  195),  so  findet  man 
daher,  wenn  g  wiederum  das  reell  Unendliche  bezeichnet 

^itf  sin  ir  cog2y  ,-^  du±ij     c±*^  «'^  ^  siu^"  q>  dq>. 

Hieraus  folgt  fiir  ein  6  im  Querschnitt 

(41,6)...    ÄK(Ö  +  0.f)-Ä,(Ö— 0.i)  =  vV(Ö), 

c'^*'"'»cos2»'tMdM  —  /     sin(öcos9))sin^*'9>rf7>; 

0  0 

die  Function  ky(ß)  ist  daher,  wie  selbstverständlich,  im  Querschnitt 
reell  geworden. 

Es  ist  ftir  die  Anwendung  auf  die  Lösung  der  Riccati' sehen 
Gleichung,  die  ich  im  §  60  gebe,  von  Bedeutung,  dass  die  zwei 
Integrale  (41,  a)  noch  immer  der  Differentialgl.  (40)  ge- 
nügen, wenn  auch  v  eine  beliebige  Grösse  wird,  nur  vor- 
ausgesetzt, dass  2^4-1  einen  positiven  reellen  Theil  be- 
sitzt.   Setzt  man  nämlich  in  die  linke  Seite  von  (40)  ein 


^     /^.Y»cosygijj2yy^y^ 


AI 

0 


80  wird  im  allgemeinen  nicht  0  erhalten,  sondern 

/^.oco.yyin?vy|^_  öcosV  +  (2j'  +  l)tcosqp+  d]dq>  =  tc»'^'^*»*ysin'''+*9), 

•■^ 

ein  Ausdruck,  welcher  fHr  y  =  0,  tt,  und  oc,  das  letztere  Zeichen 
in  dem  frtlher  angegebenen  Sinne  genommen,  verschwindet,  wenn 
V  die  angegebene  Bedingung  erfüllt. 
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Was  ttber  die  imaginäre  Substitution  im  IV.  Satze  des 
§  44  gesagt  wurde,  gilt  auch  hier;  setzt  man 

0  =z  a(eina-\-icosa\  (— i^^a^i^), 
so  erhält  man'  die  Gleichungen 


— /f 


\P  ''V^«^°*'(-^'->sin'''t(«  +  c«i)rf«  =ky(0+O.i), 


2 

wenn  oi  im  ersten  Integral  beliebig  ist,  im  zweiten  Integrale  einen 
zwischen  —  \ni  und  ^ni  liegenden  imaginären  Theil  besitzt. 

In  eine  Reihe,  die  nach  Potenzen  von  6  aufsteigt,  kann 
man  eine  der  beiden  Lösungen  von  (40),  nämlich  j,  entwickeln, 
sowohl  nach  dem  Verfahren  auf  S.  126,  als  auch  unter  der  Vor- 
aussetzung eines  ganzen  positiven  y,  mit  Hülfe  von  (30)  und  (41) 
oder  wenn  man  in  (41,  d)  die  Exponentialgrösse  nach  Potenzen 
von  0  entwickelt.  Man  findet  dann,  sobald  nur  v  reell  und  po- 
sitiv ist, 

(41, .)  ...  j,(ö)  -  ~^;^[}- 2W+2)  +  2.4.(2.+ 2X2H^T)—-> 

§  59.    Setzt  man  d^'z  =  y,  so  folgt  aus  (40) 

(42)  ...     0'd*y+0dyde  +  (0'~v^)yd0*  =  O 
oder  was  dasselbe  ist 

4c/>  +  (i7-Oy(rflogi?)'  =  0. 

Während  S.  23f)  für  (40)  nur  dauu  zwei  partikuläre  Integrale 
gefunden  wurden,  wenn  2y  +  l  einen  positiven  reellen  Theil  besitzt, 
ergiebt  sich  für  (42)  eine  vollständige  Lösung,  welchen 
Werth  auch  y^  annimmt  Versteht  man  nämlich  unter  y  die 
yV  mit  nicht  negativem  reellen  Theile,  so  kann  man  wie  oben 
y=ö*'.5  setzen,  wo  ä  der  Gleichung  (40)  genügt.  Diese  haben 
wir  durch  (41,  o),  vermittelst  zweier  bestimmten  Integrale,  voll- 
ständig integrirt,  so  dass,  wenn  a  und  ß  willkürliche  Constante 
sind,  (42)  für  einen  beliebigen  Werth  von  y*  das  allgemeine 
Integral  besitzt 

y  =  0'(aM0)  +  ßk,.(0)). 

Indem  v  wiederum  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 
kann  man  die  Integrale  y  durch  Anwendung  der  Transformations- 
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formel  von  Jacobi  umfortaen.  Geht  man  nämlich  von  der  au8 
(41,  ä)  folgenden  Gleichung 

-1 
aus  und  integrirt  ymal  durch  Theile,  so  entsteht 

/^.•//J^       •"   r  iö.  ^»'(1— 5')""*  ^ 
O'UO)^   -J  ,/,v         ^^' 

Fahrt  man  zwei  Functionen  ly  und  Ky  ein,  die  für  v  =  0  mit 
/  und  K  ttbereinstimmen,  und  mit  j  und  k  durch  die  Gleichungen 

(43)...    MÖ)-i.3...(2v-l)-(-^^)  jmf 

gj0) «"A.CÖ)        _       ^Qyd''K(6) 

*^^^^  -1.3.  .:(27=-l)  -  (- 2^^    (döö)"" 
zusammenhängen,  so  erhält  man  bei  ganzzahligem  v  f  ttr  die 
Functionen  /  und  Xf,  die  particulären  Lösungen  von  (42), 
die  Ausdrücke 

(43,  a)  ...    hiß)  =  ^^^y'e^^^^veoBvifdip  =  (-l)" j,(-ö), 

Ky(d  +  0.%)  =  (-iyf'^&^^'^aoBivudu  =  (— l)''Är,(-ö-0.t), 

0 

ö-fO.t  =  a(sina  +  tcosa),    (— ^/i  <  a  <4^), 

wenn  oc ,  wie  im  UI.  Satze  des  §  44 ,  irgend  eine  der  Grenzen 
9  +  (a  +  x)i  z.  B.  die  reelle  vorstellt,  x  ^^^^  beliebige  zwischen 
—  ^n  und  in  liegende  Grösse,  und  Ky(d  +  0.i)  im  allgemeinen  mit 
Ky(d)  Übereinstimmt  Im  Querschnitt  wird  unter  Ky(d)  das 
arithmetische  Mittel  von  Ky(0+O.i)  verstanden. 

Aus  der  ersten  Gleichung  (43,  a)  findet  man  sofort  folgende 
Aofldrttcke  von  J 

J2y(ß)  = ^  /    COS  (ö  sin  (f)  cos  2vq>  dq>^ 

ff  %/ 

u 

f— ly  /*" 

J2y+i(ö)=  ■ -— -  /    sin(ösiny)sin(2i'-f  l)^^^). 

U 

Dass  /  und  K  der  Differentialgleichung  (42)  genügen,  kann 
man  direkt  zeigen,  indem  man  in  ihre  linke  Seite 
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einsetzt;  dieselbe  wird  dann  integrabel  und,  abgesehen  von  dd*^ 
gleich 

^itf  cosy  ^(ßgjjj  y  coßyy)  —  vain  v(p). 

Aus  (41,  e)  erhält  man  für  Jr(0)  die  nach  Potenzen  von  6  auf- 
steigende Reihe 

(43,6)...    UÖ)=  ^^^(1-2(2^2)  +  -), 

welche  schon  S.  82  als  (14,  c)  neben  der  dazugehörenden  Gleich. 
(14,  b)  auftrat. 

Die  imaginäre  Substitution  giebt  femer  Ausdrücke,  welche 
(41,  d)  entsprechen,  nämlich  mit  der  Bezeichnung  von  (41,  d), 

(43,  c)  . . .     ^-   ^  J    e^  cos(9-«)  cos  v(p  dq>  =  2Jy(0)  cos  via , 


— n 


i-iyr. 


—^J    e»^«o.(9>-cü)  ginyy dy  =  2Jy(ö)sinyfti, 


— n 


g<tfco8.(«-a))cogiy,i  =  2ir,,(Ö)costyfti, 
(— i)''/'''^"'e'*~"(— '»ßinii'Md«  =  2«r,(ö)8m»>'a>. 

— 1^— Ol 

Die  Anwendung,  welche  diese  Formeln  finden,  auf  die  im  §  44 

hingedeutet  war,  beruht  darauf,  dass   sie  das  Produkt  aus  einer 

Function  von  d  und  einer  von  toi  durch  einen  Ausdruck  darstellen, 

welcher  diese  Grössen  nur  in  einer  linearen  Verbindung  von  dcostoi 

und  0  sin  161  enthält. 

Die  Functionen  «/,  deren  Einfuhrung  durch  Fourier  im  §18  erwähnt 
wurde,  treten  wieder  bei  Bessel  auf,  wo  es  sich  darum  handelt,  Functionen 
der  excenlrischen  Anomalie  €  nach  Cosinus  der  mittleren  ju  zu  entwickeln.  Be- 
zeichnet e  die  Excentricität  der  Ellipse,  wonach  man  hat 

\i  =  fi  — csiu€, 

so  ^ommt  es  darauf  an,  die  CoefTicienten  p  in  dem  Ausdrucke 

cos  M€  =  p^^  -j-  2p,  cos  jU  +  2p,  cos  2jU  -j 

zu  bestimmen.     Diese  sind 

\     rn  n    f^  ^ 

Pr  =  —  /    cosnecosvfidfi  =  —  /     sinii€sinyjuc(€ 

U  0 

n      /*^ 

=  - —  /     [cos((v — n)€ — vesinc) — cos(J(n-\-v)€ — vefi\n€)]d€, 

0 

Nun  ist  far  ein  positives  v 
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1    r^ 

—  /     cos(ö  sin  if  —  v(p)  d(p  =  J,.  (fl) ; 


K\ 


fiir  ein  gerades  v  slimint  dieser  Aasdruck  nämlich  ofTenhar  mit 

1   r^ 

—  /     cos  (0  sing))  cos  i'^c/g), 

0 

Air  ein  ungerades  mit 

1     p^ 
—  /     sin(0sing>)sinvg>c/a> 

ü 

Überein.     Für    ein  negatives  v  ist  dieser  Ausdruck   gleich    —  J.^(Ö).     Man 
findet  also  den  Cocfficienten  p  durch  die  <ileichimg 

Wurde  man  sinii€  in  die  Reihe 

sinn«  =  g,  sinjU-|-9jSin2jU-| 

entwickelt  haben,  so  hätte  man  erhalten 

qy  =  --[Jn-K(y«)4-«^i.+i'(^«)]- 

n 

Die  Urokehrung  der  Entwickelung  giebt 

COSlIjU  =  Xq  4"  2)C,  cos€  -[-  2x,  cos26  -j , 

sinitjU=  X,  sin«-}-    A,  sin26  4-'** , 

2xy  =  Jy_„(— wc)  +  Jy+»(ii6).     K  =  Jy-n{—ni)  —  Jy^nine). 

§  60.  Wenn  nicht  mehr  v  selbst  ganz  ist,  wohl  aber 
2y+l?  80  verwandeln  sieh  die  Functionen  j  und  k  in  bemerkens- 
werthe  Ausdrücke,  von  denen  der  erstere  schon  S.  82 — 83  vorkam, 
wo  ttber  seine  Bedeutung  kurz  gehandelt  wurde. 

Setzt  man  y  +  i  statt  v  in  die  obigen  Gleichungen,  so 
findet  man: 

Die  Differentialgleichung 

(44)...     6d'^  +  2{v+l)di;d0^d^dd'  =  0 
oder,  was  damit  übereinstimmt, 

d'^+(2v  +  \)d^dlogO -\-  0'C(dlogOy  =  0 
hat  zwei  Integrale 

(44,  a)  ...    jy^^{0)  =   -  n&^^^'vmj?y^^ipdq>, 

TV  •^ 


0 

•30 


ky^^{d  +  0.i)r=  —ij  e0'^")<^'»~sin2''+'tfidii. 


u 


von  denen  das  letztere  nur  dann  eine  Bedeutung  hat,  wenn  0  einen 
nicht  negativen  imaginären  Theil  erhält. 
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Beide  Lösungen  entstehen  durch  Differentiation  nach  0^  von 
j'l  und  Är|.    Man  hat  aber 

Die  Function  k^{0)  lässt  sich  in  dieser  Form  continuirlich  bis  an 

den  Querschnitt  fortsetzen,  also  auch  k,.^^.    Es  wird  aber  bequem 

sein,  wenn  man  (tar  ein  reelles  6  als  Werth  von  k  nur  seinen 

cos^ 
reellen  Theil  betrachtet,  nämlich  —^ — •  Die  Lösung j  bleibt  im 

Endlichen  endlich,  und  Ar  wird  im  Unendlichen  Null.    Man  findet 
demnach : 

Die  Gleichung  (44)  wird  für  jeden  ganzen  nicht  nega- 
tiven Werth  von  n  durch  die  beiden  Lösungen  integrirt 
(ö'  =  1?) 

(44, c)...  JV^^(ö)  =  (-l)^2'^+^i^.-^(^°^^ 
fc,+|(ö+  o.i)  =  i-iy2^rny-^(^^-y 

Mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen  dieser  Functionen  (Man 
vergl.  S.  83)  bedienen  wir  uns  ftlr  dieselben  einer  besonderen  Be- 
zeichnung und  setzen 

80  doRB  nach  (41,  e)  der  Ausdruck  des  §  18 

(14,a)...    iV'.W  =  -_^-|;-_(l-_-^_  +  ...) 

erhalten  wird. 

Diese  Functionen  yß  und  V  genügen  der  Diff'erentialgleichung 

(44,  e)  ...    ö'A^-+2ö-g-  +  (ö'-Kv+l))y  =  0 
und  es  ist 

im  Querschnitt  O.Vq{0)  =  cosd.   Während  ^  im  Endlichen  endlich 
bleibt,  wird  V  im  Nullpunkt  unendlich. 

Die  Verwandtschaft  zwischen  den  trigonometrischen  Functionen 
von  Vielfachen  einer  Grösse  <p  und  den  Kugelfunctionen  von  cos  q> 
offenbart  sich  auch  hier.    Indem  ich  die  %p  und  y^  in  ähnlicher  Art 
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transformire  wie  die  /  und  /if  im  §  59  durch  (43,  a),  so  erhalte  ich 
(44, c)  ...    \py{e)=S^^^p€f^''^'vT^i^^^ 

u 

y^(ö  +  0.t)  =  (—!)•'+'/ *«^'^"''^*^""P'(co8  tii)8in  tu  rfll. 

0 

In  der  ersten  von  diesen  Gleichungen  wird  man  (14)  auf  S.  82 
wiederfinden;  die  letzte  verlangt,  dass  6  einen  nicht  negativen 
imaginären  Theil  besitzt. 

Wenn  v  beliebig  ist,  so  lösen  wir  mitHttlfe  der  j  und 
k  die  Riceati'sche  Gleichung  (Vergl.  S.  235).  Diese  lässt  sich 
in  die  Form  bringen^) 

wenn  a  und  /u  beliebige  Grössen  vorstellen,  sie  mögen  reell  sein 
oder  nicht.    Setzt  man**)   /l7cfa  =  logF,  so  wird 

80  dass  die  Ricoati'sche  Gleichung  gelöst  ist,  wenn  man  die  Lö- 
sung Y  der  Gleichung 

auffinden  kann ,  und  zwar  bedarf  man  einer  solchen  Y  =^  au-\-ßf> 
mit  zwei  willkürlichen  Gonstanten,  wenn  man  das  allgemeine  I/, 
d.  b.  mit  einer  willkttrliohen  Constanten  sucht,  da 

du  de 


--__   d\gY  ^       dx  dx 

~"     cfa      ""         au  +  ße 
dann  die  willkürliche  Constante  a :  ß  enthält. 
Um  V  zu  finden  setze  man 

dann  mnss  y  der  Gleichung 

d'y  +  (a'x^'^^—i)y(dlogxy  =  0 


*)  Enleri  Institutiones  calc.  integr.  Vol.  I,  Liber  I,  Pars  I,  Sectio  n,  Cap.  I, 
Probl.  57,  Sehol.  1.  Aeqnatio  haec  dy+^dx  wmcuc^dx  vocari  solet  Riccatiana  ab 
Anctore  Comite  Riccati,  qui  primns  casua  separabiles  proposnit  Uic  quidem  eam 
in  forma  simpliciBsima  exhibui  cum  eo  haec  dy'\-Ayytf*dt='Bt^dt^  ponendo 
Alf^dt^dx  et  ii/''+'B=(^  +  l)x,  statim  reducatur. 

^  Euleri  Institutiones  calc.  integr.  Vol.  II,  Lib.  I,  Pars  II,  Sect.  I,  Probl. 
119,  Schol. 

Hffia«,  Th«ori«  dtr  Kag«lfiuieÜoa«n.    9.  Anfl.  Jg 
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genttgen,  d.  h.  der  Gleichung  (42),  wenn  man  setzt 

2a        ^  1 


SehlieBsen  wir  vorläufig  den  Fall  aus^  dass  /u  -f  2  =  0  und  wählen 
die  Vorzeichen  so,  dass  die  reellen  Theile  von  v  und  d  nicht  ne- 
gativ werden,  so  erhalten  wir  die  vollständige  Lösung 

y  =  e^iaUO)  ^ßK(d)). 

Offenbar  ist,  je  nachdem  y  =  +        ^^   *uch   }/x.d^   gleich   einer 

t±i 
Constanten  mal  x  ^  ,  also  resp. 

i±i 

r  =  x^  (aM6)  +  ßk^d)). 
Wir  erhalten  also  das  Resultat: 

Um  die  Riccati'sche  Gleichung 

^  +  lP+a*xf=zO 
ax 

zu  lösen,  fflbre  man  die  positiTen  Grössen  0  und  v  durch 

^         <ia      ^^  1 

ein.    Alsdann  wird  die  vollständige  Lösung 

wenn  a,  ß  willkürliche  Constante,  j  und  k  die  Functionen 
vorstellen,  welche  durch  (41,  a)  definirt  werden.  Wenn 
ii<4-2  verschwindet,  so  ist  die  Lösung 


•— c 


-.        1     ,    axf^  —  ßx'  /- i 

Ist  endlich  zugleich  noch  a'  =  ^ ,  so  erhält  man 


2x       (a-}-jSlogir)ir 

§  61.  Ueber  die  hier  auftretenden  Gylinderhinctionen  flige  ich 
einige  Sätze  hinzu  und  stelle  Formeln  zusammen,  welche  mehr- 
fache Anwendungen  finden. 

A.  Indem  man  für  Jy(bx)  seinen  Ausdruck  durch  ein  Integral 
nach  (43,  a)  setzt  und  darauf  die  Integrationsordnung  in  dem  ent- 
stehenden Doppelintegral  umkehrt,  findet  man 


§  61,  44.  •    Zugeofilnele  Functionen.  243 

Hieraus  ergiebt  sich  mit  Httlfe  von  (35,  c)  als  Werth  des  Integrales 
auf  der  Linken 

i''.1.3...(2fl-3).(p'+0»-'^"-'^(-^5^)- 

Um  nicht  neue  Bezeichnungen  einzuführen,  muss  man  für  n  eine 
ganze  Zahl  setzen;  es  ändert  sich  aber  nichts  wesentliches,  wenn 
II  gebrochen  ist.    M.  vergl.  (32,  d). 

Für  n  =  1  verwandelt  sich  die  rechte  Seite  in 

integrirt  man  die  dadurch  entstehende  Gleichung  nach  p  von  0  bis 
p,  so  erhält  man 

und  hieraus  für  p  =  oo  die  einfache  Gleichung 

f'jXbx)^  =  ^,   (6>0), 

welche  Herr  Weber  im  69.  Bd.  von  Borchardt's  Journal  S.  232 
entwickelt. 

B.  Die  sehr  einfachen  Recursionsformeln  zur  successiven  Be- 
rechnung der  J  und  K  lasse  ich  schon  hier  folgen,  um  an  dieselben 
den  Beweis  von  (30,  g)  S.  190  zu  knüpfen,  obgleich  ihr  Platz  erst 
der  §  63  sein  würde,  in  welchem  wir  von  den  Recursionsformeln  für 
die  Zugeordneten  der  Kugelfunctionen  handeln.  Die  Beziehungen, 
welche  hier  aufgestellt  werden,  sind  ganz  specielle  Fälle  der  ftar 
hypergeometrische  Reihen  bestehenden  Relationes  inter  functiones 
contiguas. 

Aus  (41)  und  (43)  folgt,  wenn  0  das  zu  den  J  und  K  gehörende 
Argument  ist 

(a)  ...    dJy  =  (|- J,- J,,  |)dö,  dK,  =  (  J  Kr  -  Ky,  i)dö,    (v  >  0), 

4/,  =  —J,dd  dh\  =  -Jir,dö. 

Mit  Hülfe  der  Diflerentialgleiehung  (42)  für  die  Gylinderfunctionen 
zieht  man  hieraus  zunächst 

yddJy  -  0d{dJy^i)  =  (v'—0')Jyd0 
und  wenn  man  durch  (a)  reducirt,  darauf  n  statt  (v+1)  setzt, 

(6)  ...    2yJr==0(Jy^i+Jy^,)' 

16* 
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Diese  Gleichung  mit  (a)  eombinirt,  giebt 

(c)    ...       2dJy  =  (Jr^i  —  Jy+|)rfÖ. 

Aus  dem  System  der  Gleichangen  (a)  erkennt  man,  dass  auch  in 
(6)  und  (c)  sich  J  mit  K  vertauschen  lässt. 

C.    Wir  tragen  nun  den  Beweis  der  Gleichung  (30,  g)  nach. 
Setzt  man  in  (31,  ä)  S.  189  ftlr  i  den  Werth 

a  =  /a(ö)logÖ+t?, 
so  muss  t)  die  Gleichung 


(dlogö)'  ^'logÖ 

erfüllen.   Die  rechte  Seite  derselben  ist  nach  (a)  gleich  20 J^.   Durch 
wiederholte  Anwendung  von  (6)  findet  man 

ÖJ,  =    4J,-ÖJ, 

ÖJ,  =   &/,  — ÖJ, 

ÖJ,  =  12J,-ÖJ,,  ... 
Femer  weiss  man  aus  den  allgemeinen  Principien  (S.  60,  DI.  Satz), 
dass  Jyj  wegen  seines  Ausdruckes  (43,  ä)  durch  ein  Integral,  mit 
wachsendem  v  zu  Null  convergirt,  ja  sogar  sieht  man  aus 
denselben  mit  Hülfe  der  Integration  durch  Theile  sofort  ein,  dass 
ypjy  für  y  =  oo  noch  endlich  bleibt,  wenn  p  irgend  eine  Zahl 
bezeichnet.    Man  erhält  also 

Wenit  man  setzt 

wodurch  die  linke  Seite  der  Gleichung  sich  nach  (42)  in 

2-ay,~4'a,J,+  6'a,J,-... 
verwandelt,  so  genügt  demnach 

a,  =s  2,    a,  =  I,    «3  =  1,    ... 
der  vorstehenden  Gleichung.    Also  ist 

(30,1/)...    Ä  =  Jologö  +  2(J,-47,+V.— •) 
ein  solches  Integral  von  (31,  a),  welches  ftlr  0  =  0  unendlich  wird, 
während  das  erste  Integral  J^  endlich  bleibt. 

Andererseits  ist  das  allgemeine  Integral,  also  auch  s  in  (30,  y), 
von  der  Form 

Die  Constanten  a  und  ß  hat  Herr  H.  Weber  bestimmt,  und  erhält  *) 

*)   Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  75,  S.  85. 
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im  Querschnitt,  d.h.  für  ein  reelles  positives  0, 
(44,  0  •  • .     -Kiß)  =  —P Qo%{OQo%iu)du  =  J^((f){\oz\e+C) 

wenn  C  die  in  der  Theorie  der  F  Functionen  yorkommende  Con- 
stante  bezeichnet,  die  in  den  Institut,  calc.  diiT.  Cap.  VI.  No.  143 
angegeben  ist  Gauss  theilt  sie  (bei  ihm  heisst  sie  —  V^o)?  ^'^^^ 
einer  Rechnung  von  Nicolai,  auf  40  Decimale  mit.  Der  ange- 
nftherte  Werth  von  — C  ist  0,5772157.  Bei  complexem  6  mit  po- 
sitivem imaginären  Theile  muss,  wie  sich  mit  Hülfe  von  (30,  f)  er- 
giebt,  die  linke  Seite  von  (44,  f)  mit 

—  K(d)-\-^niJ(e) 
vertauscht  werden. 

Durch  y  fache  Differentiation  von  (44,  f)  nach  0'  erhält  man 
nach  (43)  sofort  die  Entwickelung  von  Ky{0)  nach  den  J(^), 
welche  der  obigen  von  K(ß)  ähnlich  ist. 

Nach  der  Methode  des  Herrn  Weber  findet  man  die  Con- 
Btanten  a  und  ß  in  der  für  ein  reelles  positives  0  geltenden  Gleichung 

aK(0)  +  ßJ(O)  =  •/(Ö)logÖ-f  2(J-K  +  -0 
auf  folgende  Art: 

Wenp  ö  um  O.t  wächst,  so  ist  nach  (30,  f)  rechts  ^amJ(d) 
zu  addiren.  Lässt  man  nun  6  in  der  positiv  imaginären  Ebene  bis 
—  0-f-O.i  wachsen,  so  ändert  sich  die  rechte  Seite  wegen  des  log 0 
um  tViJ(ö);  auf  der  linken  geht  aÄ'(ö  ^O.i)  in  aÄ'(—ö +  0.0  oder 
aür(ö— O.i)  über,  welches  nach  (30,  f)  gleich 

aK(0  +  0.i)-'ia7tJ(d) 
ist.    Man  hat  also  o  =  —  1. 

Um  auch  die  zweite  Constante  ß  zu  bestimmen,  integrirt  man 
die  betreffende  Gleichung  auf  beiden  Seiten  nach  0  von  0  bis  oc. 
Man  hat  nach  S.  197 

''*J(/y)dö  =  l 


y 


(1 


und  nach  S.  224,  weil  Moo)  =  0  und  J„(0)  =  0  sobald  y  >  0, 
(J-iJ,+  lJ,—')dO=^l~i  +  \- =  log2. 


y 


Ausserdem  ist 


J^  K{0)d0  =^  J^  ddj 


0  u  i  r-*^  ""1 
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und  dies  gleich 


/ 


"  Bin  Oxdx 


fbr  0  =  oc  also,  nach  S.  60,  III.  Satz,  gleich  0.    Somit  erhält  man 

ß  =y*J(ö)logödö  +  21og2. 

0 

Das  hier  noch  vorkommende  Integral  transformirt  man,  indem  man 
fbr  log(?  seinen  bekannten  Ausdruck  durch  ein  Integral  setzt,  in 

U         ü  ü  11*    ^^ 

mit  Hülfe  von  (ß)  auf  S.  197.    Das  letzte  Integral  lässt  sich  ver- 
mittelst der  Gaussischen  Function  V  durch 

ausdrücken;  indem  mau  8  mit     -  vertauscht,  zeigt  sich,  dass  das 
zu  V  hinzukommende  Glied 

/•*/    1 1    Nrf*_r,    _*  +  !_]* 

{     ^s+X      ^s'^V  ^    '^^^^  s  +  is^ll' 

d.  h.  —log 2  ist.    Man  hat  daher 

/y=^(0)  +  log2 
und  hieraus  (44,/*). 

D.  Man  hat  Functionen  der  Veränderlichen  d  auf  zwei  wesent^ 
lieh  verschiedene  Arten  in  Reihen,  die  nach  den  Cylinderfonctionen 
fortschreiten,  entwickelt,  einmal  nämlich  nach  Functionen  Jy{0\ 
deren  Index  v  von  Glied  zu  Glied  sich  ändert,  das  andere  Mal. 
nach  Functionen  Jy  (A0),  wobei  man  v  festhält  und  il  sich  von  Glied 
zu  Glied  ändert,  sei  es  dass  es  die  ganzen  Zahlen  durchlaufen  soll, 
oder  wie  bei  der  Betrachtung  des  Wärmezustande»  in  einem  Cy- 
linder,  die  in  unendlicher  Anzahl  vorhandenen  Wurzeln  einer  ge- 
wissen transcendenten  Gleichung  mit  reellen  Wurzeln  vorstellt. 

Um  einen  Factor  für  die  Beurtheilung  des  Verhaltens  solcher 
Reihen  in  Bezug  auf  Convergenz  zu  gewinnen,  hat  man  bei  den 
ersteren,  bei  welchen  v  wächst,  in's  Auge  zu  fassen,  dass  v^Jy(ß\ 
wie  bereits  S.  244  hervorgehoben  wurde,  für  y  =  oo  Null  ist  Bei 
der  zweiten  Art  von  Reihen  hat  man  aber  Jp(ß\  bei  festgehaltenem 
v,  für  ö  =  oc  zu  untersuchen,  wenn  6  eine  reelle  Grösse  bezeichnet. 
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Dazu  bringt  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

0 

je  nachdem  v  gerade  oder  ungerade  ist,  in  die  Form 

II  0 

Eb  wird  genügen,  an  einem  von  den  zwei  Integralen,  dem  ersten, 
die  weitere  Behandlung  durchzufhhren.    Macht  man 

cosg)  =  1  —  er,    cosvy  =  f(jx\ 
so  vrird  dasselbe  gleich 


(rf)  ... 


.0.6 fM^^-  äa  +  sin  epf^^^^^äa. 


Aus  der  Formel  des  4.  Satzes  auf  S.  62  folgt,  wenn  man  dort  setzt 

n  =  ö,    v=i,    9)(a)  =  ^(a)(2-a)-J, 
dass  mit  wachsendem  6  jedes  dieser  Integrale  multiplicirt  mit  ^0 
als  Grenze  hat 

y(0)/i7r=i^7i, 
so  dass  man  für  ein  gerades  v  erhält 

(45)  . . .    i'^indJyie)  =  cosÖ  +  sinÖ,    (ö  =  oo) 
und  ftlr  ein  ungerades  v 

t"-^*  \fnÖJy(d)  =  C08Ö  -  sinö,    (ß  =  x.) 
also  der  Ausdruck  bei  dieser  ersten  Annäherung  nur  in  sofern  ab- 
hängig von  V  ist,  als  gerade  und  ungerade  v  zu  unterscheiden  sind. 
Dasselbe  Verfahren  liefert  auch  den  Grenzwerth  von  Ky{0)  fÄr 
0=  oc;  im  Querschnitt  hat  man 
„  .^v        /^       ^     dx  ^ /**  cos  o^  da        .    ^ /**  sin  ad  da 

was  die  Formel  giebt 

(45,  a)  ...    2  \'ifK{e)  =  j/^  (cos  fl  -  sin  0) ;    (ö  =  ot), 
da  die  Integrale  von  einer  grossen  Grenze  h  bis  co  genommen  für 
jedes  0  mit  wachsendem  h  beliebig  klein  werden.    Derselbe  Aus- 
druck gilt  noch,  wenn  man  K  mit  i'^Ky  vertauscht. 

Slellt  0  eine  beliebige  Zabl  a-\-hi  vor  und  bebält  mau  die  Trübere  be- 
zeicbnuDg  bei,  so  wird  in  dem  vorbcrgebenden  Ausdruck  {d)  der  Faclor  von 
COS0  jetzt 

/^    /"(a)    /cos da       .,          siuaa  .    .,    \, 
--rir^^l       ::r-rühi6a ._   smioajaa, 
0     »^2-a^    f/a  \'(x  ^ 
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also  wenn  a  in's  Unendliche  wächst,  das  Resultat  (45)  gefunden,  wenn  man 
rechts  cos0-)-sin(?  mit  cos  a-]-*  sin  a  vertauscht. 

In  dem  gleichen  Falle  eines  complexen  0,  welches  mit  positivem  imagi- 
nären Theile  bi  genommen  wird,  ist 

/•OD 
^(-ö+ia)cos«cosiVudll, 

Ü 

welches  nach  Einführung  von  x  =  costti  sich  in 

verwandelt,  wenn  f(z)  eine  solche  Function  bezeichnet,  dass  /(costM)  =  costVti. 
Sucht  man  den  Grenzwerth  für  a  =  oc,  so  wird  man  wiederum  statt  des 
Integrales  von  1  bis  oc  ein  solches  von  1  bis  h  setzen.  Es  ergiebt  sifh  dann 
als  Werth  von  Ky(6),  wenn  ö  =  a-ffct,  für  a=  oo 

2  |/a  t "  ify  (a + bi)  =  ]/7i(cos  a  — -  sin  a)  +  •  ^n(cos  a  +  sin a). 

Hieraus  wird  für  i^Ky  im  Querschnitt  derselbe  Werth  erhalten,  den  man  oben 
für  Kf^  fand. 

Will  man  aber  6  unendlich  werden  lassen,  so  gelangt  man  zum  Ziel 
durch  folgendes  Verfahren,  welches  ich  hier  nur  für  ein  rein  imaginäres  Aiigu- 
ment  id  angebe. 

Dasselbe  lässt  sich  am  bequemsten  auf  die  Functionen  in  der  Form  (m.~ 
vergl.  (43)  und  (41,  a)) 

1 .3...C2y— 1)  /,(ifl)  =  ^y  V^^^^^'ysin'^ydy, 

u 

1.3...(2y— l)iir^(iÖ)  =  (töy/*c-''*'<'»'«sin"'iiirfii 

C) 

anwenden.  Zunächst  wird  die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung,  abgesehen 
von  einem  constanten  Factor 

0  ü  . 

Im  Integrale  setze  man  20z  =  x  und  erhält 

2^e^    n^  /         x\       ,^ 

i2dJ,  ^        20/ 

Man  entnimmt  Untersuchungen  im  §  41  über  die  Grenzen  von  F"  oder  Q*,  dass 
die  Grenze  für  d  =  so  des  obigen  Integrals  sich  nicht  ändert,  wenn  es  nur 
bis  zur  €'**"  Potenz  von  Q  ausgedehnt  wird  (0  <;  €  <!  1)>  folglich  gleich  ist 
Tl{y — ^).     Man  hat  demnach 

(45.  b)  ...    e-fMW)  =  -— - .     e»Kr(W)  =  (-()-  j/^ ,    (0  =  oo). 

Als  Differentialgleichung  von  J^^^O)  für  6^  =  oc  findet  Poisson 
(45.  c)  ...     dXz  )/ö)  +  5  ]^6de'  =  0, 
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da  in  der  ursprünglichen  Gleichung 

d*(»J'ö)+(l^-^)*v'ödö•  =  o. 

das  Glied  1  :  4(9*»  als  unendlich  klein  gegen  1 ,  Torlgelassen  werden  kann. 
Hieraus  schliesst  Poisson,  dass  J^  die  Form  hat 

f  rn\        i4cos^y  +  ßsinÖ 

•'•W  = yö ' 

Herr  Neu  mann,  dass  auch  K^  die  Form  besitzt 

V  //A        ^'^^^  Ö  +  ö  sin  ö 

iiM  = ^f, — — 

Die  ConstauIeD  A  und  B  findet  Poisson   gleich  — ; — ,    in    Uebereinstimmung 

yn 

mit  unserer  allgemeineren  Formel  (45).  Herr  Carl  Neu  mann  bemerkt,  dass 
Jy  (ö)  und  Ky  (ff)  dieselbe  Form  besitzen,  wie  J^  und  K^ ;  die  Werlhe  selbst, 
welche  ich  für  die  Constanlen  A^  B,  C,  D  finde,  sind  bereits  in  (45)  und 
(45,  a)  angegeben. 

E.  Herr  Carl  Neumann  entwickelt  in  seiner  Theorie  der 
Besserscben  Functionen  l:(y-'^)  in  eine  Reihe,  welche  conver- 
girt  so  lange  c^x  <  c/z^y,  nämlich 

1  » 

y    * 
wenn  By  eine  numerische  Constante  vorstellt,  nämlich  die  Zahl  2 

80  lange  y  >  0,  aber  1  für  y  =  0  und  Oy(y)  eine  ganze  Function 

von  y"^  des  Grades  y+l   bezeichnet.    Den  0  legt  HeiT  N.  den 

Namen   Jer  Besserscben  Functionen  zweiter  Art  bei,  da  sie  bier 

neben  den  J,  wie  in  (11^  die  Q  neben  den  P  auftreten.    Dadurcb 

dass  ich  die  K^  welche  in  anderer  Beziehung  die  Q  vertreten,  als 

Cylinderfunction  zweiter  Art  bezeicbne,  wird  keine  Verwechselung 

entsteben. 

Die  Function  0  wird  durcb  den  Ausdruck  dargestellt 

(/)...    «. Oy{x)  =  —-^ [\+  2(2^^=2)  +  "2r4(2y-2)(2y-4)  +  "V' 

wenn  die  Reihe  in  der  Parentbese  bei  geradem  v  bis  zu  x^  incl., 
bei  ungeradem  v  bis  zu  x^-^  incl.  fortgesetzt  wird.  Herr  N.  drückt 
die  0  femer  durch  ein  Integral  aus,  welches  man  aucb  auf  die 
Form  bringen  kann 


so  dass  es  aus  zwei  Integralen  von  der  Form  resp. 
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0  u 

fttr  ein  ungerades  oder  gerades  v  besteht. 

Diese  Formel  benutzt  Herr  N.  in  ähnlicher  Art  wie  es  mit  der 
entsprechenden  für  die  Kugelfunctionen  in  der  2.  Anmerkung  zum 
§  45  geschah.   Integrirt  man  um  den  Punkt  ^  =  0  herum,  so  wird 

wenn  w  =  v,  sonst  0;  femer 

/My)My)dy  =-/oAy)On(y)dy  =  o, 

es  mögen  n  und  y  gleich  oder  verschieden  sein.  Hierdurch  ergiebt 
sich  der  Satz:  Jede  Function  f(ai)  von  a;,  welche  innerhalb  eines 
Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  0  eindeutig  und  stetig  bleibt,  lässt 
sich  innerhalb  desselben  in  eine  Reihe 


V—Xi 


fix)  =  2;  ayJ,{x) 
entwickeln,  wo 

und  die  Integration  positiv  um  den  Kreis  herum  ausgeführt  wird. 

Im  §  62  wird  noch  einmal  über  die  Entwickelung  nach  Jy  und 
die  Bestimmung  der  CoefGcienten  a  hierbei  gehandelt.  Man  vergl. 
dort  (47,  d).  Nicht  nur  haben  dort  die  Coefßcienten  a  eine  andere 
Form  als  hier,  sondern  auch  der  Bereiou  flir  die  Gültigkeit  ist 
verschieden,  bei  Herm  Neumann  eine  Fläche,  nämlich  ein  Kreis, 
im  Folgenden  die  Axe  des  Reellen. 

Eine  andere  Entwickelung  nach  Cylinderfunctionen  findet  Herr 
Schloemilch  im  2.  Bande  der  von  ihm  herausgegebenen  Zeit- 
schrift S.  137  — 165  in  einer  Abhandlung  über  die  Bessersche 
Function,  der  auch  die  von  Bessel  und  Hansen  berechneten 
Tafeln  der  Functionen  J  beigegeben  sind.    Er  erhält 

4   »  r\^  /•!  du 

/(Ö)-/(0)=  IZ'J.QlvO)/     Qm2v,rdx      f^xn)     ^  ^^^ 

^  \.  \.  ri— «" 


Dazu  wird  eine  Function  einf^enihrl 

F(jt)  =       ^^'cüs2vx'/      F{T)cQs2vxdx; 

9US  dieser  (ileicliung  fulgl 
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F(ex)^^=.  =  22:'^o(2>'ö)/     F(6)cos2vddd. 

Die  linke  Seite  setze  man  gleich  \nf(ß)  und  drücke  F  in  dem  Integral  auf 
der  rechten  durch  f  aus.     Eine  DifTercntiation  nach  6  giebt  die  Gleichung 

ferner  hat  mau  olTenbar 


f'J 


(I       0 

Führt  man  links  Polarcoordinaten  ein 

X  =  rcusf),     y  =  rsin^, 

wobei  nach  tp  von  0  bis  ^n,  nach  r  von  0  bis  0  zu  inlegriren  ist,  so  ent- 
steht links 

folglich  die  Gleichung 

Setzt  man  diesen  Werüi  in  den  Ausdruck  {g)  ein  und  bemerkt»  dass  F(0)=/'(0), 
so  entsteht  die  Formel  des  Herrn  Schlocmilch.  Die  Umkehruugsformel,  mit 
Hülfe  deren  hier  F  durch  f  ausgedrückt  wird,  nihrt  von  Abel  her.  Im 
I.  Bande  des  Crellc*schen  Journals  gieht  dieser  in  der  Abhaudlung  ^Auflösung 
einer  mechanischen  Aufgabe^  die  Formel 

I)       ^  0 


(a  —  xy 


und  wendet  sie  an  um  einen  Bogen  8  zu  finden  aus  der  Relation 

.  ^        p      ds 

§  62.  Im  2.  Kapitel  wurde  über  die  Entwickelung  einer 
Function  nach  Kugelfunctionen  P"  gehandelt;  über  die  Berechti- 
gung^ solche  Reihen,  welche  nach  den  Zugeordneten  P"  oder  nach 
den  ^y  fortschreiten,  wenn  v  festgehalten  wird,  durch  Differentiation 
aus  den  ersteren  abzuleiten,  habe  ich  nichts  zu  bemerken,  was  ftlr 
die  Entwickelungen  nach  Kugelfunctionen  specifisch  und  nicht  in 
den  allgemeinen  Sätzen  über  die  Differentiation  von  Reihen  ent- 
halten wäre.    Wir  wollen  zunächst  die  Coefficienten  6  in  einer 
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derartigen  gleichmässig  convergenten  Entwickelung 

(46)  ...    f(x)  =  j;b^'^^P:(ix) 


«=K 


/ 


bestimmen.  Hierauf  werden  wir  in  einer  zweiten  Entwickelung, 
nämlich  nach  den  P  mit  veränderlichem  untern  Index, 

(47)  ...    /(a:)  =  Ü"c,P;(a:), 

die  Coefficienten  c  aufsuchen. 

Setzt  man  Xy  für  K(x)^  so  wird  es  sich  fttr  die  erste  Ent- 
wickelung um  eine  ähnliche  Aufgabe  handeln  wie  im  §  14,  näm- 
lich um  die  Ermittelung  des  Integrales 

Xy*Xydx  =  (m,  fi), 

welches  man  sowohl  nach  der  ersten  als  nach  der  zweiten  Methode 
des  §  14  untersuchen  kann.  Wählt  man  die  erste  und  setzt  für 
die  beiden  Functionen  X  ihre  Werthe  aus  (33),  wonach 

x':^x:=^rr^'iy, 

nimmt  ferner  fttr  die  $  ihre  Ausdrücke  nach  S.  202  unter  (fr),  so 
entsteht 

__  n(n + v)n(m  - »)  n  d^^-^^x'—iy   dr-^^^jx'—iy 

Ww;-      n(2n)n(2m)    y  dx^-'  ~daf^  ^' 

Sollte  tn  nicht  gleich  n  sein,  so  sei  n  die  grössere  Zahl  Eine 
Reihe  von  successiven  Integrationen  durch  Theile,  bei  denen  man 
jedes  Mal  die  Anzahl  der  Differentiationen  des  ersten  Faktors  er- 
niedrigt, des  zweiten  erhöht,  zeigt,  dass  das  Integral  auf  der  Rechten 
Null  ist,  wenn  nicht  m  =  »,  da  es  sich  nach  fit  —  v  Integrationen 
durch  Theile  in 

'*  rf«-'»(a:'— l)«    d'»ix'—iy 


(-1)"*-/ 


-1 


dx 


verwandelt.  Der  letzte  Faktor  unter  dem  Integrale  ist  eine  Con- 
stante,  daher  das  Integral  ausführbar  und  abgesehen  von  einer 
Gonstante,  unbestimmt  genommen,  der  n — m — l***  Differential- 
quotient einer  ganzen  Function,  die  eine  Anzahl  n  von  Malen  x-}-! 
und  X--1  als  Faktor  enthält.  In  den  Grenzen  ist  das  Integral 
daher  Null.    Wenn  aber  m  =  m,  so  wird  es 

=  {-l)--\n{2n)f\x'-iydx  =  (-l)v_?--.4MIii.lIii. 
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Hieraas  ergiebt  sich  das  Reflultat,  dessen  Bedeutung  im  vollen  Um- 
fange erst  im  11.  Theile  hervortreten  wird : 
Setzt  man 

(46,«)...    a^'  =  2.-%^^^-'^y, 

80  wird 

(46,  6)  . . .   /[PÜC.W-dx  =  l=pi  -^ . 

Ferner  hat  man  die  Gleichung 

—I 
sobald  in  und  n  verschiedene  ganze  positive  Zahlen  vor- 
stellen, die  nicht  unter  v  liegen. 

Als  Goef&cienten  b('>  in  (46)  erhält  man  hieraus  unmittelbar 

(46,  c)  ...    fcC»)  =  (^iy^J'+l.ai''^J^'f(x)P:(x)dx. 

-1 
Die  Art,  auf  welche  die  Goefficienten  b  bestimmt  werden,  beweist 
zugleich  die  Einheit  der  Entwickelung  in  (46). 

Bei  der  zweiten  Entwickelung,  in  der  Form  (47),  bestimmt 
man  zunächst  c^,  indem  man  x  =  1  setzt,  wodurch  die  rechte  Seite 
sich  auf  c^  reducirt.  Man  zeigt  femer,  dass  die  Gleichungen  be- 
stehen 

(47,«)...    /(X;)'i^.  =  -^?^-^,-,    .>0; 

(47,6)...  f'r^.rr,j^  =  o, 

—I 

wenn  fi  und  v  zwei  verschiedene  ganze  Zahlen  bezeichnen  und 
zieht  hieraus 

(47,  c)  ...     /(a:)  =  /(l)r+li(~l)»'va^"^X;/'/(aj)X:-^^ 

Man  beweist  (47,  b)  aus  der  Differentialgleich.  (36)  der  Zugeordneten  nach 
der  Methode,  welche  S.  68  als  von  La  place  herrührend  bezeichnet  wurde. 
MüUiplicirt  man  nämlich  die  Gleich. 

mit  X^,  integrirt  dann  nach  x  von  — 1  bis  1,   so  zeigt  sich  mit  Hülfe  der 
Integration  durch  Theile,  dass  die  rechte  Seite, 
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/'x;d[(i-.')^]. 

—1 
unverändert  bleibt,  wenn  fi  und  v  unter  einander  vertauscht  werden.     Daher 
fmdel  man 

—\ 
und  dadurch  (47,  6). 

Zum  Beweise  von  (47,  a)  benutze  ich  eine  Formel,  die  erst  im  11.  Theile 
§  73  abgeleitet  wird,  da  der  Beweis  sich  zwar  auch  mit  Hülfe  von  33,  a — b 
führen  lässt,  jedoch  dann  eine  etwas  mühsamere  Rechnung  erfordert.  Aus  der 
erwähnten  Formel  folgt 

wo  oV*    die  Constante  aus  (46,  a)  bezeichnet,  so  dass  das  y  =  0  angehörende 

Glied  der  Summe  gleich  (X*)*  ist.     Man  erhält  also,    wenn  man  auf  die  er- 
zeugenden Functionen  übergeht, 

dx 


-/ 


.  =  -£  o"  ^  (- 1)'  aS"'  cos  v<p/  (JO'  1——, 
Mit  Hülfe  der  bekannten  Formel 


/7 


dx  1       ,       ^a  +  bx^  +  x^a-\-b 

—  log  ' 


(l-x^)^a  +  bx*        ^a  +  b  ]'l  — a; 

findet  man  für  das  erste  Integral 
1 


^_^log[x(l—a)+^l-2a[x'-{-(l—x')GOH(f\  +  a' 

weniger  der  Function  4*7- rlog(l — a?'),    die  von  q>  unabhängig  ist,  also 

(1  —  a) 

ebenso  wenig  zur  rechten  Seite  von  (o)  beiträgt,  wie  das  zweite  Integral  auf 
der  linken  Seite  von  (a).  Der  Ausdruck  von  der  Form  ^  +  fcr,  dessen  Lo- 
garithmus zu  nehmen  ist,  verwandelt  sich  für  — x  statt  x  in  g — hx,  so  dass 

log  A±^  =  log-^t*^l^  -log(l-n 
°  g  —  hx  °   1— 2aco89)  +  a  °^ 

Der  letzte  Theil  ist  unabhängig  von  if\  das  Uobrigc  verwandelt  sich  für  a;=l  in 

—  log(l  —  2acosy -}- a*) 

vermehrt  um  einen  von  cp  unabhängigen  Theil,  so  dass  die  Ent Wickelung  dieser 
Grösse  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  q>,  dividirt  durch  1 — o.  die  rechte 
Seite  von  (a)  liefert.     Mit  cosy^  ist  links  multipHcirt 
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2 

also  —  mit  a^cospm.     Vergleicht  man   hiermit   den  Faktor  auf  der  Rechten 

V 

von  (o),  so  erhält  man  unmittelbar  (47,  a)  und  damit  auch  (47,  c). 

Durch  einen  Uebergang  zur  Grenze  gelange  ich  von  der  Ent- 
Wickelung  einer  Fonction  nach  Zugeordneten  Py  zu  einerneuen, 
nämlich  nach  Gyiinderfunctionen  Jy(0)^  in  der  y,  während  0 
festgehalten  wird,  alle  Werthe  ron  0  bis  oc  durchläuft.  In  der 
That  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (47,  c) 

(47,  d)  • .  •  /(ö) = muo)  +  i  2vMd)/\m + /(-  d))Juo)  f 

+ 1  (2»-i)/,,_,(ö)y'"(/(ö)-/(-  d))j,r^(flf)-^-^. 

o 

Dieses  Resultat  beweist  man  sogleich  nach  den  üblichen  Me- 
thoden zur  Bestimmung  der  Goefficienten,  vorausgesetzt  dass  eine 
in  gleichem  Grade  convergente  Entwickelung  von  f(ß)  nach  den 
J  möglich  ist,  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

(47,e)...    y*(J,(ö))'-^^^-  =  -|^  ,    (v>0), 


0 

OD 


(47, A)  ...  /  ue)jm-%-  =  Q, 

0 

die  gelten,  wenn  /i  und  y  verschieden  sind,  aber  (i  —  v  eine  ge- 
rade Zahl  ist 

Für  ungerade  |U  und  y  beweist    man  diese  beiden   Formeln,    und  da- 
durch (47,  d),  mit  Hülfe  der  Gleichung  (14,  b)  auf  S.  82, 

sin(Öcosi^)  =  2^(— 1)»^->  Jo^  _,(Ö)co.s(2y  — 1)1/;. 

Aus  derselben  folgt  zunächst 

dO 


(ß)  ..,     2/     sin(^cosf))sin(&rosi/;) 


u 


«  /'^  dO 

=    8^(-l>'  +  ''C0s(2^~0^pC0s(2v-l)Vy     J2«-l(ö)J2r-l(ö)^     ; 

das  Integral  auf  der  Linken  transformirt  man  vermittelst  der  Formel 

1    _   2    /•*      dx 

0  ■""  nJ      f)U- 


u 
au5  welcher  folgt,  wenn  a  und  b  positive  reelle  Zahlen  bedeuten. 
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'*cosaÖ  — ros6Ö   .^        2    /**  .     /**  cosaÖ— cosftö 


U  I)  I) 


d^ 


=/ 


dx. 


X 


Dies  Integral  ist  bekanntlich  gleich  logfr  — loga.  Um  alle  Bedenken  wegen 
der  Zeichen  zu  vermeiden,  denke  man  sich  zunächst  q>  und  xj}  kleiner  als  \n^ 
femer  tp  <Z(pf  und  setze 

a  =  cos^  —  cos^         6  =  cosi^-|~  ^^9^* 
Dann  wird  die  linke  SeiXe  von  (ß)  gleich 

cosxb  -|-  cos  cp  X      I       \  t  I  •  \ 

log Z,_,^^      =  logcotgl(^p  +  ip)  +  logcolg4(«3p  — ip). 

Vermittelst  der  bekannten  Formel  (0  <,x  <C7i) 

,     cos3x     ,     cos5j;    . 
^logcotgfr  =  cosa?  -| 1 h .- 

verwandelt  sich  die  linke  Seite  von  (ß)  in 

00  1 

4^^ -co8(2n  — l)9)cos(2n— l)i^. 

Die  rechte  Seite  von  (ß)  ist  symmetrisch  nach  q>  und  i^;  man  kann  daher  ip 
grösser  als  q>  nehmen,  darf  auch  (p  und  tf;  zwischen  -^n  und  n  wählen, 
weil  durch  Vertauschung  von  tp  mit  n  —  (p  beide  Seiten  ihr  Zeichen,  nicht 
ihren  Zahlwerth  ändern.  Hieraus  folgt  für  ungerade  fi  und  y  sofort  zuerst 
die  Gleichung  (47,  f),  dann  (47,  e). 

Für  gerade  fi  und  v  bedarf  es  eines  etwas  complicirteren  Beweises, 
indem  man  zwar  wieder  eine  Gleichung  wie  (/})  durch  Ifultiplication  zweier 
Reihen  bildet,  von  denen  aber  mir  eine  J^  enthalten  darf,  damit  in  dem  Pro- 
dukte das  Glied  «/«-«/o  ^^^^'     ^^^  betrachtet  deshalb,  indem 

cos(öcos^)  =  J^{0)  +  2^(—iyj2y{0)cüs2vtff, 
das  Integral 

(d)  ...     2  /     cos  (0  cos  qii)  [cos  {0  cos  ip)  —  cos  {0  cosx)]-^ , 

welches  man  in  die  Summe  zweier  Integrale  wie  die  linke  Seite  von  (y)  zer- 
legt.    In  dem  einen  ist 

a  =  cosqp  -f-  cosi^        b  =  cos^  -|-  cos^, 
in  dem  andern 

a  =^  cos^ — cosi^         6  =  cosy  —  cos;f. 
Führt  man  die  Integration  aus,  so  erhält  man  für  (d) 

2cos2yf) 


V 


(cos  2vtp  —  cos  2m^,  ) 


und  dadurch  unmittelbar  die  Gleichungen  47,  e — f  für  gerade  fi  und  y. 

Anmerk.   Herr  Neumann  findet  durch  seine,  hier  im  §  61,  E 
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erwfthnten,  Untersuchuiigeii  folgende  Entwickelungen 

1   =J^+2J,+2y,+  .., 

0*  =  22(v—2)vv(v  +  2)Jr, 

Ö'  =  22(v  ~  4)(v  ~  2)pv(v  +  2Xv  +  4)  J, , 


e  =:22nJn, 

e*  =  2:S(n- 3)(n-l)n(fi +lXn+ 3)/., 

wenn  nach  v  über  alle  geraden,  nach  n  über  alle  ungeraden  posi- 
tiven Zahlen  summirt  wird.  Diese  Formeln  erhält  man  übrigens 
sehr  leicht  durch  Differentiation  nach  cos  9,  die  ersteren  von 
co8(0oo87),  welches  man  eine  gerade  Anzahl  Male,  die  anderen 
Ton  sin  (0  cos  9),  welches  man  eine  ungerade  Anzahl  Male  diffe- 
rraitiirt,  wenn  man  nach  yollendeter  Differentiation  cos  qp  =  0  setet. 
Z.B.  wird  durch  einmalige  Differentiation  von  sin(0  cos  ()p)  erhalten 

und  setzt  man  q>  =  in  die  Neu  mann 'sehe  Entwickelung  für  0. 

Will  man  diese  Gleichungen  auch  aus  der  Formel  (47,  d)  ab- 
leiten, so  setze  man 

f(0)  =  e-«<?ö», 
entwickele  zunächst  diese  allgemeinere  Function  durch  (47,  d)  nach 
den  J  und  setze  nachher  6  =  0,  da  sich  sehr  wohl  der  Werth  des 
Integrals 

re''^0^-^Jy(ß)d0 

auf  den  es  hierbei  ankommt  und  seine  Grenze  für  6  =  0,  nicht 
aber  das  Integral,  wenn  man  vor  der  Integration  b  gleich  Null 
macht,  bestimmen  lässt  Aus  einer  Formel  auf  S.  243  ersieht  man, 
dass  die  Grenze  ist 

tn.3...(2n-3)./^""'(0). 
Von  diesen  Werthen  haben  wir  für  die  Entwickelung  nur  solche 
zu  benutzen,  in  denen  n  —  v  gerade  ist;  diese  sind  aber  nach  S.  207 
0  wenn  «— l^y,  und 

(-iy.(y— n  +  2X»'-w  +  4)...(i'  +  fi— 2) 

lleinr.  Tliourie  der  KiiKuirtnirtioiien      Ü.  Aiitl.  \'^ 
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wennn— l<v,  eHdlich  1  wenn  n  =  1.  Die  Zusammenstellung 
dieser  Resultate  giebt  sofort  die  obigen  Formeln. 

Endlich  bemerke  man,  dass  wegen  (c)  auf  S.  244  unter  selbst- 
verständlichen Voraussetzungen  die  Eutwickelung  eines  jeden  Diffe- 
reptialquotienten  von  f(ß)  nach  Cylinderfunctionen  bekannt  ist, 
wenn  man  die  von  f(d)  kennt. 

§  63.  Aus  der  Verwandtschaft  der  P  und  Q  oder  der  %  und 
O  mit  den  hypergeometrischen  Reihen  folgt,  dass  zwischen  solchen 

Functionen  $",  etc.,  deren  obere  oder  untere  Indices  sich  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  Gleichungen  stattfinden  werden,  welche  den 
Charakter  derer  tragen,  die  Gauss  als  Relationes  inter  functiones 
contiguas  aufgestellt  hat.  Von  diesen  theile  ich  einige  mit;  das 
Argument  der  Functionen  K  oder  Ql  ist  hier  x,  so  dass  Pt  mit  XI 
übereinkommt.    Man  findet,  wenn  y^n,  die  Recursionsformeln 

(a)  ...     {n  +  v  +  \)K  =  ^^-^^  K.,x  +  {n^v^\)K,.7, 

l'a;'— 1 

(6)...    |/i^rl>;|J=^p;;+•_.(«+^+J).i>;;, 

W  •  •  •     ^._i  ^»  -  y._i  f^y 

»(n  -  »)(n  -  »— 1)  ^  (n4-»')(ii  +  »— 1) 

Die  Gleichungen  für  die  Q  sind  diesen  ganz  äbnlicli,  z.  B.  er- 
hält man 

a'VK-V.     +      (2n-fl)(2n  +  3)      ^'     ' 

(«  +  »  +  2)(?;+,  =  -^^^.-0:+,  +(n-y)(?;, 

ya;'— 1 

(n  +  V  +  2) i^-\Qlt\  4- (» +1-  v)ar(?"/'  =  (2n  +  3)(?;. 
Die  letzte  ebenso  wie  (6)  verificirt  man  unmittelbar;  die  vorletzte 
ebenso  wie  (a)  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Differentialgleicb.  (23) 
für  i^"^^  indem 

d^l,  =  (n— »)^!.,_,«te,    dD!.,  =  -  (»  +  y-|-l)JDl,_i(te. 

Die  Gleichung  (48)  verdanke  ich  einer  gefälligen  Mittheilong 
des  Herrn  Wangerin.  Zu  ihrer  Ableitung  kann  man  von  dem 
specielleu  Falle  >>  =  0  ausgehen,  in  welchem  sie  bekannt,  n&mlich 


§  63,  48.  Zugeordnete  Functionen.  259 

die  Gleichung  (16)  ist.    Differentiirt  man  diese  ymal  nach  x^  so 
wird  erhalten 

Die  rechte  Seite  lässt  sich  nach  (16,6)  mit  vd''(X"+'-r'"')    ver- 
tauschen; indem  man  schliesslich  berücksichtigt,  dass 

erhält  man  (48)   und   auf  ganz  ähnliche   Art  die '  entsprechende 
Gleichung  für  die  Q. 

Den  Beweis  der  Formel  (c)  führt  man  auf  folgende  Art,  wobei 
zur  Vereinfachung  der  obere  Index  n  itberall  fortgelassen  wird: 
Durch  Differentiation  von  P^  und  P^y  findet  man 

(^  "^P-     _      ^  —  "^      p         _L        ^^        P 


dPy  _    n  +  v  vx      p 

dx  j/a;'— 1  a:*— 1 


Hieraus  folgt 


fiP 

yV-l-^^y~  =  (n  +  v)P,-t  +  (n->-OP.^.. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (a),  aus  der  man  zieht 

\x—l 
findet  man  nach  einer  Multiplication  mit  2x1^x^—1  die  folgende: 

4a;-^  -  --   ^,__-j      P, — -j Ph, 

(n  +  »)(n  +  y-l) 

v~l 

(/P 
Aus  (d)  zieht  man  einen  Ausdruck  fttr  ^- .  -    durch  die  Grössen 


i 1 ^ "y-2 


U?    My  X 


Ton  denen  man  die  letzte  rermittelst  (e)  durcli  Fy  und  /'^^^  aus- 
drflckt.    Auf  diese  Art  ergiebt  sieb  (c). 


17* 
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Fflnftes  Kapitel. 

Die  Kettenbrüche. 

§  64.  Die  Verwendung  der  Kettenbrüche  zur  genauen  oder 
angenäherten  Berechnung  des  Verhältnisses  zweier  rationalen  Zahlen 
f^  und  /",  fahrt  Herr  Günther*)  auf  Daniel  Schwenter  zurück, 
Professor  zu  Altdorf  im  ersten  Viertel  des  17.  Jahrhunderts,  und 
citirt  dessen  Deliciae  Physico-Mathematicae,  Nürnberg  1636,  S.  111. 

Man  transformirt  das  Verhältniss  der  beiden  Grössen  f^  und 
^, ,  die  man  sich  zunächst  als  ganze  Wahlen  denken  mag,  durch 
eine  Reihe  von  Divisionen,  indem  man  setzt 


• .  • 


WO  die  Grössen  f^^  /*„  etc.  ganze  Zahlen  bezeichnen  und  die  Divi- 
sionen in  der  üblichen  Art  ausgeführt  werden,  d.  h.  so  dass  ^„  /*„ 
etc.  die  kleinsten  positiven  Reste  bei  den  einzelnen  Divisionen 
werden,  die  X  daher  ganze,  und,  eventuell  mit  Ausnahme  von  X^ 
positive  Zahlen.    Der  hierdurch  entstehende  Kettenbruch 


f         °  1 


X,-j \- 


^.+ 


A+l  7 


fn 

besitzt  erstens  Eigenschaften,  welche  unabhängig  von 
dieser  bestimmten  Art  der  Division  sind,  und  die  sich  wieder 
finden,  sobald  ein  System  Grössen  ^,  A,  fi  durch  lineare  Gleichungen 
von  der  Form 

(a)  ...    /;  =^oA  — f*iA» 

zusammenhängt,  wobei  es  völlig  gleichgültig  bleibt,  ob  die  f^X^ii 
Zahlen  oder  irgend  welche  Functionen  veränderlicher  Grössen  sind; 
das  System  (a)  drückt  aus,  dass  zwischen  ihnen  eine  Differenzen- 
gleichung  zweiter  Ordnung 


*)    Darstellung  der  Näherungswerthe  von  Kettenbrüchen  in  independenter  Form. 
Erlangen  1873. 


§  64,  48.  Kettenbrüche.  261 

besteht  Diede  Eigenschaften  gehen  auch  dann  nicht  Yöllig  ver- 
loren, wenn  nicht,  wie  hier  im  Systeme  (a),  drei  sondern  eine 
grössere  Anzahl  von  f  durch  homogene  lineare  Gleichungen  zu- 
sammenhängen. 

Zunächst  stelle  ich  von  den  erwähnten  formalen  Be- 
ziehungen die  bekannteren  zusammen,  die  sich  auf  den 
Kettonbruch  *) 

(6)...    o^K—^y-^ 

M      _-  •  •  •  ____ 

K 
beziehen,  welcher  mit  dem  Systeme  (a)  zusammenhängt.    Wir  be- 
zeichnen diesen  Bruch  durch 


a  = 


Das  Einrichten  des  Bruchs.    Setzt  man 

^0  ==  Kl  ^0  =  1? 

Z,  =  X,i„  iV,  =i„ 


so  lässt  sich  zeigen,  dass  für  jeden  Werth  des  Index  i  die  Gleichung 

stattfindet 

iu,  /ig  . . .  ju/ 


(^  •  •  •      1y^ 


^O      ^1       ^2       •    •    •      ^* 


Dieser  Ausdruck  heisst  Näherungsbruch  von  a  und  ist  fttr  t  =  n 
der  Bruch  a  selbst.  Z,  und  N,,  heissen  die  t*^"  Näheruugs-Zähler 
und  Nenner  von  a.  Der  Beweis  der  Gleichung  (d)  wird,  wie  be- 
kannt, durch  vollständige  Induction  geführt. 

Die  Näherungszähler  genügen  sonach  einem  System  linearer 
Gleichungen  welches  dem  Systeme  (a)  ähnlich  ist,  und  zugleich 
der  DifTerenzengleichung 

j*Z,  +  (2  -  A,+2)^Z,  +  (1  +  ^,^2 — ^^2)Z,  =  0; 
der  Nenner  iV»  ist  eine  Lösung  derselben  Gleichung. 

Den  Zählern  und  Nennern  Z  und  N  giebt  Herr  Painvin^*) 

^  Wenn  es  sich  um  Entwickclungen  von  Functionen  a  handelt,  so  wendet 
man  häafig  diese  Form  an;  bei  Entwickclungen  von  Zahlen  a  vertauscht  mau  die 
Partialzähler  — ^  in  der  Kegel  mit  ^u. 

**)  Liouville,  J.  d.  M.  Scr.n.1,  T.  III,  1858:  Sur  uu  ccrtain  Systeme  d'cquations 
Uneaire«  p.  41—46.     Herr  Günther  citirt  in  seiner  Schrift,  welche  übrigens  reich 
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die  Form  einer  Determinante,  welche  in  einigen  Fällen  mit 
Vortheil  angewandt  werden  kann.  Ich  zerlege  die  Grössen  fi  anf 
eine  ganz  beliebige  Art  in  Produkte,  so  dass  fit»  =  a^bm]  dann  wird 
offenbar  Z»  die  Determinante 


Ä,  6,  0   0   0 

...  0 

0 

0 

0 

o,  ;i,  6, 0  0 

...  0 

0 

0 

0 

0    o,  il,  6j  0 

...  0 

0 

0 

0 

0   0   a,  A3  b. 

...  0 

0 

0 

0 

0   0   0   a^  l. 

...  0 

#                9                # 

0 

0                 0 

0 

0 

Ö   0   0   0   0 

•  *  •    A^-. 

.3  b,. 

-7  0 

•                  • 

0 

0   0   0   0   0 

...    dt- 

.7  k- 

-2    6.- 

1  0 

0   0   0   0   0 

...  0 

0,. 

-1  il.- 

.  6. 

0   0   0    0   0 

...  0 

0 

a. 

k 

während  iV,  die  Determinante  vom  Grade  t  ist,  welche  durch  Weg- 
lassung der  ersten  Horizontal-  und  der  ersten  Vertikalreihe  aus  der 
obigen  erhalten  wird.    Diese  Determinante  ist  so  gebildet,  dass 

wenn  c«  das  Glied  der  m***"  Horizontal-  und  der  n^''''  Vertikalreihe 
bezeichnet,  c1!  immer  Null  ist,  sobald  die  Differenz  der  Indices  m 
und  n  die  Einheit  überschreitet.  Ein  Beispiel  für  die  Anwendung 
giebt  Herr  Painvin  selbst.  Ich  verwende  unten  diese  Form  bei 
den  Functionen  des  elliptischen  Cylinders  und  den  Lamö'schen 
Functionen  (H.  Theil,  IV.  Kapitel)  in  der  Art,  dass  ich  fi  in  gleiche 
Faktoren  zerlege,  also  setze  a,„  =  6„,  =  y^,„  und  dadurch  eine 
Verbindung  mit  Coefficienten  orthogonaler  Substitu- 
tionen herstelle. 

Wenn  man  die  Abhängigkeit  des  Näherungszählers  von  den 
Partialzählern  (i  und  Partialnennern  A  für  jeden  Index  ^  durch 
W  •  •  •     Z4  =  (Aj,;  ^,,  a,  •,  ^1,  A^ ;  ...  ^t,  A.t) 

an  hiBtorischcn  Nachweisen  ist,  S.  27  den  Inhalt  dieser  Abhandlung  des  Herrn 
Painvin  nicht  ganz  genau,  wie  es  scheint  nur  nach  einem  Citat,  welches  er  in 
meiner  Abhandlung  im  56.  Bande  des  B  orchardt 'sehen  Journals  S.  79  gefunden  hat 
und  nicht  völlig  richtig  wiedergiebt.  (Ich  sage  nämlich  dort,  die  angegebene  Glei- 
chung folge  aus  den  Formeln  des  Hrn.  Painvin  und  nicht,  sie  sei  die  Formel 
des  Hm  P.).  Die  Arbeit  des  Herrn  Painvin  erledigt  in  derThat,  wie  mir  scheint, 
alles  wesentliche  über  die  Darstellung  der  Kettenbrüche  durch  solche  Determinanten. 
Herr  Günther  durfte  nicht  annehmen,  dass  dem  Herrn  Painvin  oder  anderen  Ma- 
thematikern, die  sich  mit  diesem  Gegenstand  beschäftigen,  der  Zusammenhang  solcher 
linearen  Gleichungen  mit  den  Kettenbrüchen,  der  seit  Euler  ganz  bekannt  ist,  ent- 
langcn  sei,  wenn  sie  ihn  auch  nicht  da  erwähnen,  wo  er  keine  RoUe  spielt. 
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andeutet,  so  folgt  mit  Anwendung  desselben  Zeichens 

Aus  dem  Bildungsgesetz  (c)  der  Zähler  und  Nenner  Z  und  JV 
folgt,  dass  der  Kettenbruch  für  Z, :  Z»_i  oder  iV, :  iV,_i  einfach  mit 
dem  f&r  Z« :  iV,  verbunden  ist.    Man  hat  nämlich 


^-  /:. 

A|    Af—i    A^— 2    •  •  •   Aj     Aq 

iV. 

/U,        ^,-,    .../<,    |ti. 

iV.-,  ~ 

A^           A4     -1          4»|— 2           •     •     •        An          ^1 

Ebenso  zieht  man  aus  (c) 

(^)...    Z._iiV.-JV._iZ.  =/*,/<,... f<., 

woraus  folgt,  zun&chst                                    , 

Z._,      Z,       ft,ft,...ft. 

iV._,      JV.         iV..,JV.    ' 

und  dann  allgemein 


00  •••   -iü — 


z»      Zi-^f 


wenn   ^  und  €  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  und  ir{-e  ein  im 
Kettenbruche  a  noch  vorkommender  Index  ist. 

Durch  das  System  (a)  kann  man  (M.  vergl.  S.  102)  eine 
lineare  homogene  Gleichung  zwischen  je  drei  Functionen 
f  mit  verschiedenen  Indices  herstellen.  Diejenigen,  welche  vor- 
zugsweise Anwendung  finden,  sind  die  Eul  er 'sehen 

von  denen  die  letzte  sich  aus  den  beiden  ersten  unmittelbar  durch 
{g)  ergiebt,  die  beiden  ersten  aber  durch  vollständige  Induction  be- 
wiesen werden,  indem  man  in  ihnen  f^  durch  IJ^+i  —  ^i.^\fi^2  ersetzt. 
Ist  eine  Grösse  a  in  einen  Kettenbruch  (b)  nach  irgend  einem 
Principe  entwickelt,  so  lässt  sich  eine  Grösse  or^-n  von  der  Be- 
schaffenheit finden,  dass   der  t*^  Näherungsbruch,   wenn  man  in 

ihm  i»  durch  i*  —  ^-^  ersetzt,  genau  gleich  a  wird.   In  der  That 

braucht  man  nach  (d)  dieses  0,41  nur  so  zu  bestimmen,  dass 

Oi^X  .Zj — jM|4-i  .Z^-i 


o  = 


Ot^i .  iV» —  jUi+i  .K^-\ 
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Die  Auflösung  dieser  linearen  Gleichung  giebt 


(k)    .  .  .        Ji+l    =  fJ't+X 


a  = 


Ich  stelle  die  folgenden  hierher  gehörenden  leicht  abzuleitenden 
Gleichungen  zusammen: 

hl    •  •  •    /*4  A't+i 

Ist,  wie  im  Systeme  (a),  a=^f^:f^^  so  wird  <r,  =f^:f,^i, 

§  65.  Wir  kommen  nun  zu  den  Eigenschaften  der  Ketten- 
brüche, welche  ni^ht  formaler  Natur  sind,  sondern  das 
Wesen  der  entwickelten  Grösse  a  treffen  und  von  den  Principien 
abhängen,  nach  welchen  man  entwickelt,  also  die  l  und  fi  wählt. 

Zunächst  betrachtei^  wir  den  Fall,  dass  die  f  oder  a  feste 
Zahlen,  nicht  Functionen  von  Veränderlichen  sind.  Wir  schicken 
ihn  voraus,  da  die  Behandlung  des  andern  Falles  diesem  nach- 
gebildet ist-,  dort  können  freilich  die  Sätze  nicht  immer  mit  der- 
selben Bestimmtheit  ausgesprochen  werden,  wie  hier. 

a)  In  diesem  Falle  heben  wir  als  Hauptform  des  Kettenbruchs 
die  Form 

(ä)  ...     a  =  Ao+ Y 

K  + 


A,+  -  +  - 


A.+  ' 


hervor,  und  nennen  diejenige  Entwickeluug  die  wahre  Ent- 
Wickelung,  in  welcher  sämmtliche  X  ganze  Zahlen  bezeichnen, 
die  höchstens  mit  Ausnahme  von  X^  positiv  sind,  a^+i  aber  irgend 
eine  positive  Zahl,  welche  grösser  als  1  ist. 

Für  jede  Zahl  o  giebt  es  eine  und  nur  eine  wahre 
Entwickelung  von  i-{-\  Gliedern.  Denn  liegt  der  Bruch  (a) 
vor,  so  ist 

^•=  ^*+- — 

positiv  und  >1,  ebenso  a»-i,  etc.,  oi.  Es  sind  femer,  sobald  o 
gegeben  war,  l^  und  a,  vollständig  bestimmt.  In  der  That  kann 
eine  Zahl  a  nur  auf  eine  Art  in  die  Summe  einer  ganzen  Zahl  und 
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eines  positiven  Restes  zerlegt  werden,  der  <  1.  Eine  weitere  Zer- 
legung von  a,  zeigt,  dass  auch  A,  bestimmt  ist  etc.  Wir  handeln 
jetzt  von  der  wahren  Entwickelung. 

Der  Kettenbrueh  heisst  ein  endlicher,  wenn  an  einer 
Stelle  die  Entwickelung  nach  dem  einmal  festgestellten  Bildungs- 
gesetze nicht  weiter  fortgeführt  werden  kann,  sondern  abgeschlossen 
ist,  wie  hier,  wenn  a^+i  für  einen  Index  t  eine  positive  ganze  Zahl 
wird,  die  selbstverständlich  wenigstens  2  ist. 

Eine  rationale  Zahl  kann  in  einen  geschlossenen  Kettenbruch 
von  der  Form  (a)  entwickelt  werden,  wie  ein  bekanntes  Divisions- 
verfahren zeigt  Wegen  der  Einheit  der  Entwickelung  zieht  man 
hieraus: 

Der  Kettenbruch  für  eine  rationale  Zahl  ist  ge- 
schlossen, für  eine  irrationale  Zahl  unendlich. 

Bei  einer  wahren  Entwickelung  bilden  die  Nenner  eine 
wachsende  Reihe  positiver  Zahlen.  Aus  der  letzten  Gleichung  im 
vorigen  Paragraphen  folgt 

daher  nähern  sich  die  Näherungsbrüche  mit  wachsendem  Index  c 
stetig  der  Zahl  a  und  sind  abwechselnd  grösser  und  kleiner  als  a. 
Ans  §  64,  A  folgt  bei  einem  unendlichen  Kettenbruch,  dass  a  durch 
die  convergente  Reihe 

dargestellt  wird. 

ß)  Einige  Eigenschaften  mit  diesen  Kettenbrüchen  gemein  haben 
solche  in  der  allgemeinen  Form  (6)  des  §  64,  in  welchen  alle  A„ 
fi^  und  lt—f^t—1  positiv  sind.  Ich  zeige,  dass  dieselben  sich  in 
Kettenbrüche  mit  nur  positiven  Gliedern  verwandeln  lassen. 

Zur  Abkürzung  bezeichne  man  an  dieser  Stelle  Theile  jenes 
Kettenbruchs  a  durch  t,  setze  nämlich 


f  =  K+-ir-iin^+-^r-«- 


so  dass  a  =  l^ — t^.    Dann  ist 

^       *3  1-4- "l 
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Durch  dasselbe  Verfahren  traneformirt  man  den  Nenner  X, — fi^ — r,  in 


1  + 


^8 


a  = 


und  fährt  so  fort,  indem  man  am  Schlüsse  des  Eettenbmchs  t^+i  =  0 
setzt.  Man  hat  also  a  in  der  That  auf  die  Form  eines  aus '  posi- 
tiven Gliedern  co  und  X  bestehenden  Bruches  gebracht,  n&nüich 
auf  die  Form 

—1      — ^„      —1       — ^,       —1  .., 
Aq— 1       1  A,  — jM, — 1       1  A,— /u,— 1       1  ... 

War  A^  >  2,  so  ist  der  Bruch  a  noch  ausserdem  >  1.  M.  vergl. 
die  Anwendung  im  §  104,  2. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  in  dem  günstigeren  Falle,  dass 
die  fj.  nur  theilweise  positiv  sind;  man  hat  dann  nicht  nothig,  bei 
allen  Gliedern  das  obige  Verfahren  anzuwenden,  erhält  aber  nicht 
eine  so  völlig  gleichartige  Endformel  wie  hier. 

Es  möge  hier  an  die  Arbeit  des  Herrn  Seidel  aus  den  Ab- 
handlungen der  bayr.  Akademie^)  erinnert  werden,  der  im  §  4 
solche  Kettenbriiche  betrachtet,  bei  denen  sämmtliche  fi  poritiv 
und  gleich  1  sind,  und  findet,  dass  der  Fall,  in  welchem  die  X 
nicht  unter  2  liegen,  eine  Scheide  für  die  „reguläre  Glasse*'  bilde. 
Es  hängt  dies  unmittelbar  mit  unserem  Satze  zusammen,  der  dort, 
wo  ^«  =  1,  für  die  Transformation  verlangt,  dass  X^'-2  nicht  negativ 
werde. 

y)  Von  den  Resultaten,  welche  die  beiden  scharfsinnigen  For- 
scher auf  dem  Gebiete  der  Kettenbriiche,  die  Herren  Stern  und 
Seidel,  gefunden  haben,  sei  bei  dieser  Zusammenstellung  noch  ein 
Satz  erwähnt^  welchen  Herr  Seidel  in  seiner  Habilitationsschrift, 
München  1846,  und  Herr  Stern  im  37.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  für  den  Fall  gefunden  haben,  dass  sämmtliche  X  positiv 
und  sämmtliche  ^  negativ  sind:  Läuft  der  Bruch  in*s  Unendliche 
fort,  so  convergiren  seine  Näherungsbrüche  zu  einer  bestimmten 
Grenze,  wenn  von  den  beiden  Reihen 


*)  IL  Cl  VII.  Bd.  III.  Abth.  Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  zwischen 
dem  Bildungsgcsetze  eines  Kettenbruchs  und  der  Art  des  Fortgangs  seiner  Nähe- 
rungsbrüche, München   1855. 
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wenigsteoB  eine  dirergiii;.  GonTergiren  beide,  so  haben  die  Nähe- 
rangsbrttche  keine  Grenze. 

§  66.  Bei  der  Entwickelang  einer  Function  a  in  einen 
Kettenbrach  kommen  vorzagsweiBC  zwei  Methoden  in  Betracht. 
Die  erste  schliesst  sich  der  Art  an,  aaf  welche  man  im  §65 
anter  (a)  eine  reelle  Zahl  in  einen  Kettenbrach  entwickelt,  and 
wird  in  solchen  Fällen  angewandt,  wo  a  eine  Reihe  giebt,  die  nach 
absteigenden  Potenzen  der  Veränderlichen,  die  x  heisse,  geordnet 
ist.    Man.  setzt  dazu 

O  =  A^ ,      (J,   =  A ,      (J..  =  Aj ,      ••• 

ff  ff  ff 

V,  Wj  I7j 

wo  A^, ,  A, ,  X^j  etc.  ganze  Functionen  von  x  sind,  und  die  ff  mit  x 
zugleich  unendlich  werden.  Auf  diese  Art  erhält  man  fltr  ff  einen 
ganz  bestimmten  Kettenbruch 

/  ,  '       1    ...  1    1      I 

in  welchem  die  l  ganze  Functionen,  wenigstens  vom  ersten  Grade, 
bezeichnen,  und  (j»+i  fftr  a;  =  oo  unendlich  wird.  Diese  Entwicke- 
lung  spielt  die  Rolle  der  wahren  im  §  65;  auch  sie  ist  nur  auf 
eine  Art  möglich.  Sie  ändert  sich  nicht  wesentlich,  wenn  man 
den  fi  irgend  welchi9  constante  Werthe  ertheilt;  es  hört  nur  die 
Einheit  der  Entwickelung  auf,  was  übrigens  mehr  die  Form  als 
den  Inhalt  der  Sätze  trifft,  die  ftlr  diese  Art  der  Entwickelung 
gelten. 

Die  zweite  Entwickelung  bezieht  sich  auf  Reihen  a,  die 
nach  aufsteigenden  Potenzen  einer  Grösse  x~c  geordnet  sind, 
wenn  c  eine  Constante  bezeichnet,  die  bei  unseren  Anwendungen 
Nall  wird.    Man  erhält  sie  indem  man  setzt 

und  unter  i^,  X^,  etc.  Constante,  unter  /n  ganze  Functionen  von  x 
und  unter  den  ff  solche  Functionen  von  x  versteht,  die  für  x  ^  0 
einen  endlichen  Worth  geben.  Unter  diesen  spielen  im  Folgenden 
die  Brüche  eine  Hauptrolle,  in  welchen  alle  l  gleich  1  sind,  und 


■  i 
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die  fi  ganze  Functionen  ersten  Grades  bezeichnen,  also  die  Brüche 
der  Form 


(b)  ...     a  =  1 ^ — ,     (J,»i  =  1  — 


wenn  die  a  Gonstante  vorstellen.   Auch  diese  Entwickelang  ist  nur 
auf  eine  Art  möglich. 

Einen  Kettenbruch  von  der  Form  (6)  kann  man  in  einen  an- 
deren, welcher  der  Form  (a)  angehört,  verwandeln,  indem  man 
statt  X  seinen  reciproken  Werth  einfährt,  und  setzt  x  =  y~\  Da- 
durch wird  zunächst 

a  = 

Macht  man 


a. 

«t 

a. 

a^  . . . 

(h. 

1 

y 

1 

y 

1  ... 

Ol, 

tit 

— 

Oi, 

1- 

Ol, 

+1 

1 

WO  nur  zum  Schlüsse  des  ganzen  Eettenbruchs  eine  selbstverständ- 
liche Modification  eintritt,  so  ist 

a  =  1 , 

ferner 

^3=«tH -— 1        ^4=»4H —^ 1      "" 

Also    kann    man    schliesslich    mit    Herm    Hei  1er mann*)    dem 
Kettenbruch  (6)  auch  folgende  Form  geben: 

(c)  . ..    a  = 
a^  a^a^  a^a^  a24-4a2*~3       «24-202»-!  «2»  ^ 

1  y—^t  y—^i—^i  y— ^5— «6  •••  y--«2»-3— 02,-2  y— 02.-1  cu' 

§  67.  Einige  von  den  vorhergehenden  Untersuchungen  wen- 
den wir  nun  auf  einen  besonders  wichtigen  Kettenbruch  an,  den 
nämlich,  in  welchen  Gauss  den  Quotienten  zweier  hypergeometri- 
schen Reihen  F  entwickelt  hat.    Man  setzt 

Au  =  ^o,  A  y,  ^),   n  =  n«,  ß+hy  +  h  •^), 

und  allgemein 


*)  Grelle,  Journal  f.  M.  33.  Bd.  §  5,  S.  184—185.  Herr  Günther  beweiät 
die  folgende  Fomi  (c)  in  seiner  Schrift  S.  69 — 75.  Sein  Verfahren,  die  Anwendung 
der  Zähler  und  Nenner  von  Kctteubrüchen  in  Form  von  Determinanten,  scheint  sich 
in  diesem  Falle  nicht  besonders  zu  empfehlen. 
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/i._,  =  F(a+i-l,/?  +  *,y  +  2t— 1,0?),    fi,  =  F(a  +  hß+ijy+2i,x), 

__  (a  +  t-l)(y  +  t-/y-l).     ^_     (ß  +  iXY+i-a) 
^*-*""   (y  +  2t-2)(y  +  2t-l)    '    ^*      -(y  +  2.-i)(y  +  2Ö  ' 

Indem  man  die  Differenz  f^—f^^x  bildet,  erkennt  man  sofort,  dass 
die  Functionen  f  ein  System  linearer  Gleichungen,  wie  (a)  S.  260 
erfüllen,  worin  alle  X  gleich  1  sind  und  fi^=:a^x^  nämlich  das 
System 

/o  =/i  — «i^?/",,  ...,     /;_!  =  /i— ff, a? /*,+!,  — 
Man  erh&lt  daher  f&r  den  Quotienten  f^ :  ^,   den  Kettenbruch ,  der 
die  Form  (6)  des  §  66  besitzt. 


(a)...     ^;   = 


a^x  a^x 


111     ...! 

Diesen  Kettenbruch ,  oder  vielmehr  den  reciproken  für  /*,  :  f^  hat 
Gauss  in  den  disquis.  gen.  circa  ser.  inf.  etc.  abgeleitet.  Aus  dem 
Vorstehenden  entnimmt  man,  dass  man  ihm  auch  die  Form 
geben  kann 

F(a,/?  +  l,y+l,y-')         1  l^-ff,  »-«3-04  y-Ö5~«7  ••• 

80  dass  die  einzelnen  Partial-Zähler  und  Nenner,  wenn  man  von 
dem  ersten  absieht,  sämmtlich  ein  gleiches  Gesetz  befolgen,  wäh- 
rend die  des  ursprünglichen  Gauss'schen  ein  altemirendes,  da 
^lY  ^9  ^5  i^^h  einem  Gesetz,  a,,  a^,  etc.  nach  einem  andern  fort- 
schreiten. 

Im  I.  Zusatz  zu  diesem  Kapitel  wird  gezeigt,  auf  welche 
Art  ich  zu  einfachen  Ausdrücken  fUr  die  Näherungs-Zähler  und 
Nenner  dieses  Kettenbruchs  und  ebenso  des  allgemeineren  gelangte, 
der  sich  auf  solche  Reihen  bezieht,  welche  als  allgemeinere  hyper- 
geometrische im  Zusätze  zum  IL  Kapitel  behandelt  wurden.  In 
Folge  der  späteren  Untersuchungen  Riem an n 's  (Meine  hauptsäch- 
lichen Resultate  theilte  ich  im  Januar  1857  in  ßorchardt's  Journal 
mit)  über  die  hypergeometrischen  Reihen  erscheinen  diese  Resultate 
auch  noch  unter  anderen  Gesichtspunkten.  M.  vergl.  eine  Arbeit 
des  Herrn  Thomae  im  70.  Bande  von  Borchardt's  Journal. 
Hier  beschäftigen  wir  uns  mit  den  besonderen  Methoden  zur  Ge- 
winnung solcher  Näherungswerthe  für  die  speciel leren 
hypergeometrischen  Reihen,  in  denen  eines  der  beiden  ersten 
Elemente  gleich  1  ist.  Zwar  wäre  es  für  die  Theorie  der  Kugel- 
functionen  ausreichend  allein  die  logarithmische  Reihe  zu  betrachten. 
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doch  liegt  die  allgemeinere  Auffassung  in  dem  Interesse  der  Dar- 
stellung des  speciellen  Falles. 

Aus  S.  143 — 144  weiss  man,  dass  diejenige  Lösung  der  Diflerentialgl., 
welche  F(a,  ß,  y,  x)  ist  so  lange  «,#  x  <,  i,  in  der  ganzen  Ebene  mit  Aus- 
nahme der  Strecke  auf  der  Abscissenaxe  von  o*  =  1  his  oo  eindeutig  und  eon- 
tinuirlicli  fortgesetzt  werden  kann.  Herr  Thomä  weist  im  66.  und  67.  Bde 
von  Borchardt's  Journal  nach,  dass  der  oben  erwähnte  einfache  Ausdruck 
für  den  e***"  Nälierungshruch  mit  wachsendem  t  sich  wirklicli  der  Grenze 
f^:f^  nähert,  wenn  f^  und  f^  die  Reihen  F(of , j^, y, a;)  und  F(a./J -|-l,y-f  l,x) 
resp.  ihre  Fortsetzungen  vorsteilen.  Herr  Thom^  hat  dort  die  S.  144  ange- 
wandte Grösse  z  eingeführt,  und  gründet  seinen  Beweis  darauf,  dass  er  zeigt, 
die  Grenze  von 

(l-l-;5)-2'F(a+-t,/J+i.y  +  2i.ar) 

und  seiner  Fortsetzung,   für  ein  wachsendes  t,  sei 

(i-s)y-«-/*-i(i4-*>'+/^ -^ 

Indem  ich  Herrn  Thom^  als  den  citirte,  welcher  die  Ck)nvergenz  des 
Kettenbruclis  bewiesen  liabe,  glaube  ich  dem  Gebrauche  zu  folgen,  nach  wel- 
chem man  einen  derartigen  Beweis  demjenigen  zuzusclireibcn  pflegt,  der  ihn 
niciit  nur  selbständig  gefunden  hat,  sondern  i)m  auch  fertig  in  einer  Form 
vorlegt,  bei  der  den  Mathematikern  eine  Einsicht  und  Prüfung  möglich  ist. 
Mir  ist  wohl  bekannt,  dass  Herr  Thomae  im  70.  Bande  des  Borchard tischen 
Journals  mittheilt,  Riemann  habe  das  Resultat  bewiesen,  von  dem  hier  ge- 
handelt wird.  Auch  enthält  Riemann *s  Nachlass  (vcrgl.  Werke  S.  400)  ein 
denselben  Gegenstand  betrelFendes  Fragment  in  italienischer  Sprache  aus  dem 
Jahre  1863  Sulle  svolgimento  del  quoziente  di  due  serie  ipergeomelridie  in 
frazione  continua  infmila.  Herr  Thomö  ffilirt  dazu  in  die  Diflereutialgleichung 
der  hypergeometrischen  Reilie  jene  Grösse  z  als  unal)hängige  Veränderliche  ein, 
und  Riemann  gebraucht  in  dem  Fragment,  zu  dem  gleiclien  Zwecke,  die 
im  §  41  erwähnten  Prinzipien  von  Laplace  für  das  Euler'sche  Integral, 
welches  die  Reihe  summirt. 

Gauss  wendet  in  seiner  Methodus  nova  integralium  yalores 

per  approx.  inven.   seine    allgemeinen   Untersuchungen   über   die 

Kettenbrüche  bei  hypergeometrischen  Reihen  auf  die  speeielle  Reihe 


Y 


X — 1  X 


an.    Indem  man  a  =  ^,  i^  =  0,  y  =  i,  und  a?-*  für  x  setzt,  findet 
man  aus  (a)  auf  S.  269 


.1      ^  +  1 


— x~^  a^a;~'^  a,x—'  . . 


0 


wo  die  Werthe  der  a  sind 

,.  1.1  2.2  3.3 

(c)...  «.  =Y.3-,  «*=ir5"'  "'=5X'  ■*•• 

Transformirt  man  den  Ketteubruch  durch  einfache  Hülfsmittel,  so 
erhält  man  hieraus 


§  67,  48.  Kettenbrüche.  271 


W...     ilog"^  +  ^ 


-1   !•    2'    y 

0        X    3a?     bx     Ix 


x—\ 

Die  Nenner  dieses  Kettenbrucbs  und  ebenso  gewisse  bier  vor- 
kommende Reste  sind  es,  deren  merkwürdigen  Zusammenbang  mit 
den  Kugelfunctionen  Gauss  entdeckte  (M.  vergl.  die  zweite  Note 
auf  S.  92);  über  diesen  Zusammenbang  soll  bier  gebandelt  werden. 
Es  ist  aber  bierbei  gar  nicbt  erforderlicb,  dass  der  Kettenbrucb  als 
bereits  bekannt  vorausgesetzt  werde;  man  bat  nur  vorläufig  vor- 
auszusetzen, dass  der  Logaritbmus  sieb  überbaupt  in  die  Form 


c,  C,  Cj 


entwickeln  lasse.  Um  die  Betracbtung  etwas  zu  vereinfacben, 
versucbe  man  sogleicb,  dem  Brucbe  solcbe  Form  zu  geben,  in  der 
sämmtlicbe  6  Null  sind;  die  Metbode  selbst  würde  zeigen,  dass  sie 
in  der  Tbat  Null  sein  müssen,  wenn  überbaupt  die  Entwickelung 
möglieb  sein  soll. 

Die  Zäbler  und  Nenner  eines  solcben  Kettenbrucbs  werden 
nach  dem  Bildungsgesetz  (c)  auf  S.  261 

Z^^=^c^^    Z,  =  c,  a;, ,         ...,     Z,  =  xZ^^i — c^Z^-j,    ..., 
JV,  =a;,      N^=x^—c^^     ...,     iV,  =  a?iV._, — c^N^-i^     ..., 
80  dass  Za+i  und  AT«  nacb  x  vom  Grade  i  sind.   Wenn  nun  a  die 
Function  ist,  welcbe  durcb  einen  Kettenbrucb  ausgedrückt  werden 
soll,  also  bier  der  Logaritbmus ,  so  erbält  man  aus  (k)  auf  S.  263 
fftr  fi  =  'X) 

Ordnet  man  nacb  absteigenden  Potenzen  von  x,  so  beginnt  die 
recbte  Seite  daber  mit  der  — (t-f-l)'""  Potenz,  und  setzt  man 

N,  =  x^x^  +  x^x"-^  +  x^x'-^  •'•  +  x,, 
so  folgt  aus  der  linken  Seite  von  (e),  dass  in  dem  Produkte 

die  —1*%  —  2*%  ...  —  t**  Potenz  von  x  (incl.)  feblen,  ibre  Coeffi- 
cienten  also  Null  sind.  Diese  Bedingung  ist  die  cbarakteristi- 
scbe  dafür,  dass  iV»  der  t'*  Näberungsnenner  eines  Ketten- 
brucbs für  a  sein  soll;  sie  reicbt,  wie  sieb  zeigen  wird,  genau 
zur  Bestimmung  der  sämmtlicben  Constanten  x  im  Nenner  iV«  aus, 
da  x^  =  1,  wie  das  Bildungsgesetz  der  x  zeigt.    Der  Zäbler  Z. 
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ist  schliesslich  die  ganze  Function,  welche  bei  der  Multiplication 
von  N  mit  a  entsteht.  Es  sind  f&r  die  Bestimmung  der  x  nun  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1)  Ist  L  gerade,  so  enthält  iV,  offenbar  nur  gerade  Potenzen 
von  x^  so  dass  x,,  x„  ...  Null  sind.  In  dem  Produkte  von  N^  mit 
der  Reihe  fallen  dann  von  selbst  die  geraden  Potenzen  von  x  fort, 
und  zur  Bestimmung  der  x  dienen  die  Bedingungen,  dass  die 
— 1*%  —  3**",  ...  —  (e— !)*•  fortfallen  mttssen.  Jede  von  diesen 
Forderungen  wird  durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  x 
ausgedrückt,  so  dass  man  |t  lineare  Gleichungen  erhält,  ebenso 
viele  wie  es  Unbekannte  x  giebt.    Diese  Gleichungen  sind 

1     ^     3     ^     ^   t+1        ^ 

''•  +--^-  +  -  +  -%-=o 


3      •       5       '        '    1+3 


''  +-!^V+-+öA-=o, 


t—l  '    t— 1    '        '    2t— 1 

indem  nämlich  die  Ausdrücke  auf  der  Linken  gerade  die  Coeffi- 

cienten  vorstellen  von  x  zur   Potenz   —1,  — 3,  ...   — (i — 1)  in 

xA-l 
dem  Produkte  liV.log — -^r^- 

X — 1 

2)  Ist  t  ungerade,  so  hat  N  die  Form 

besitzt  also  Kt— 1)  unbekannte  Coefficienten,  die  so  zu  bestimmen 
sind,  dass  im  Produkte  die  Goefficienten  von  x  zur  Potenz  —2, 
—  4,  ...  — (t—l)  fortfallen.  Man  hat  also  wiederum  so  viele 
lineare  Gleichungen  als  es  Unbekannte  x  giebt,  nämlich  |(t — 1). 
Diese  Gleichungen  sind 

3^5      ^     ^   1  +  2 
^*~'   _L    ^^»-3    _i       _i_      ^0       n 


x,-i    ,   JCi-3_  4-...  4-  -^ —  =  0. 


Solche  Systeme  von  Gleichungen  hat  Gauss  in  der  erwähnten 
Arbeit  über  mechanische  Quadraturen  aufgestellt;  er  giebt  im  §  18 


§  67, 48.  Kettenbrüche.  273 

die  Unbekannten  x  an,  welche  er  durch  ein  von  ihm  nicht  näher 
bezeichnetes  Verfahren*)  ermittelt.  Darauf  leitete  Jacobi**)  die 
von  Gauss  gefundenen  Resultate  auf  eine  neue  Art  ab,  welche 
weiter  unten  mitgetheilt  wird.  Endlich  habe  ich  die  Systeme 
linearer  Gleichungen  verallgemeinert,  dann  durch  directe  Elimi- 
nation der  Unbekannten  gelöst  und  dadurch  die  Resultate  von 
Ganss,  welche  sich  auf  die  logarithmische  Reihe  bezogen,  auch 
auf  alle  hypergeometrischen  übertragen,  deren  erstes  oder  zweites 
Element  gleich  1  wird,  später  auch  auf  die  durch  ein  fünftes  Ele- 
ment q  verallgemeinerte. 

Da&  System,  auf  dessen  Lösung  es  bei  jener  hypergeomethsclien  Reihe  an- 
kommt, bei  welcber  a  und  y  allgemein  bleiben  aber  ß  gleich  1  wird,  be- 
steht aus  V  linearen  Gleichungen 

Man  erhält  sämmtliche  v  Gleichungen  aus  der  ersten,  indem  man  a  und  y  zu- 
gleich successive  um  1,  2,  ...  y — 1  Einheiten  erhöht.  Aus  der  ersten  und 
zweiten  von  diesen  eliminire  man  auf  gewöhnliche  Art  ky^n  und  findet  dadurdi 
die  Eliminationsgleichung 

^^      V+i)(M-2)-(y+»'r       • 

die  Elimination  von  hy^n  aus  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Gleichungen  des 
Syslemes  wird  man  erhalten,  indem  man  in  der  vorstehenden  ersten  a  und  y 
zugleich  um  1,  2,  ...  v — 2  Einheiten  vermehrt.  Man  hat  daher  aus  dem  ersten 
System  von  v  Gleichungen  ein  zweites  von  v — 1  Gleicimngen  abgeleitet,  dessen 
erste  Gleichung  aus^der  ersten  des  ursprünglichen  Systems  dadurch  entsteht, 
dass  ihre  Unbekannten  aus  ky,  ky^i,  etc.  allgemein  aus  &v—«  werden 


*)  Facile  antem  animadvertimm,  has  functiones  generaliter  exprimi  posse 
per  etc. 

**)  Grelle,  Jonmal  f.  Math.  Bd.  I:  Uebcr  Gauss  neue  Methode,  die  Werthe 
der  Integrale  nähernngsweise  zu  finden. 

♦•♦)  Crelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  XXXII:  Schreiben  an  Jacobi  über  Ver- 
Wandlung  von  Reihen  in  Kettenbrüche,  und  Bd.  XXXIV:  Untersuchungen  über 
die  Reihe 

(l-?)(l-9'') 
II.  Abtchnitt;  Bd.  57:  Ceber  die  Zähler  und  Nenner  von  Kettenbrüchen. 

Hvia»,  Tb«orie  der  Kugelfuoctiouen.    Ü.  Aufl.  28 
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währcud  in  den  Coefficienten  der  ursprünglichen  y  mit  /4~^  vertauscht  wird. 
Eliminirl  man  p  Unbekannte  k  mit  den  Indices  v  —  n,,  v  —  n,,  n  — »,,  etc., 
so  wird  daher  die  erste  Gleichung  des  neuen  Systems  aus  der  ersten  des  ur- 
sprünglichen erhalten,  wenn  man  in  dei'selhen  jede  Unbekannte  ky^^  mit 

(»1  -  0(«i  ^,0  •  •  •  0^  —  Ohr-i 
vertauscht    und   y  mit  y-^-p»     Eliminirt    man   eine  Anzahl  p  =  v — 1  mal, 
nämlich  alle  k  ausser  k^  imd  einem  k  mit  einem  bestimmten  Index,  der  y — m 
heissen  möge,  so  wird  daher  die  erste  Gleichung  des  neuen  Systems,  welches 
sich  dann  auf  diese  einzige  Gleichung  reducirt: 


l=V 


^x  x^  \     •  N  o  Ca  +  l)...(a  +  t  — 1)  , 

in  der  n^,  n,,  ...  n^-i   alle  Zahlen  1,  2,  ...  v  ausser  der  bestimmten  m 

bedeuten,  so  dass  die  ganze  Summe  aus  nur  zwei  Gliedern  besteht,  und  man 

erhält 

k    -  r-n«  y(^-l)...(y-.m+i).(cr  +  »~lXg  +  »-2)...(a+»~m) 

""'"^       ^'     1.2...m(y  +  2y  — 2Xy-f2v-3)...(y  +  2y-m-l)       •' 

Löst  man  auf  ganz  ähnliche  Art  ein  System  linearer  Gleichungen,  dessen 
erste  ist 

^^  -^  l-Igy  '^•'-^  +  ••'  +   (l_gy)(l_g7+i):T(l-9y+-0    '  "" 
und  dessen  folgende  entstehen,   wenn  man  in  dieser  ersten  a  und  y  zugleich 
für  die  zweite  Gleichung  in  a+l»  y4-*   verwandelt,    für  die  dritte  in  a+2, 
y  +  2,  etc.,  so  findet  man,  indem  wieder  ft^  =  1  gesetzt  wird, 

"•   ^  ^  ^  (i-9)(i-90...(i-r) 

(1— 9«+»:-lXl  — g«+''-2)...(l— ^+.'-m) 


X 


Die  hier  gewonnenen  Au&drtlcke  wenden  wir  auf  die  beiden 
vorliegenden  specielleren  Systeme  linearer  Gleichungen  an,  indem 
wir  wegen  des  ersten  setzen 

a  =  4,    y  =  f ,    »  =  1^ 

femer  ä^,  =  x^,,    /r,  =  Xj,,    ...    ft^  =  X2;,  und  erhalten 

.     ^.     1^ .(t^l)...(e-^2m+l) 

/r2,n-i,     i;    2.4...(2m).(2t-lX2t~3)...(2t— 2fii  +  l)'' 

so  dass  man  durch  Einsetzung  der  Coefficienten  findet 

Für  das  zweite  System  setzt  man 

und  findet  dadurch  offenbar  dasselbe  Resultat  wie  im  vorigen  Falle: 
Der  i^""  Näherungsneuner  des  Kettenbruchs  von  der 
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Form 


c,    C,    Cj 


0     X     XX.., 

fürilog(a;+l)— ilog(a;—l)  ißt  gleich  Kj(a:);  ferner  der  Zflliler  Z, 
gleich  der  ganzen  Function  vpn  rr,  welche  bei  der  Multiplication 
jener  logarithmischen  Grösse  mit  N,  =  K(x)  entsteht 

Den  Eettenbruch  selbst,  wie  er  oben  angegeben  wurde, 
findet  man  aus  den  nun  bekannten  Nennern  durch  die  Gleichung 

setzt  man  fbr  die  N  ihre  Werthe,  so  erhält  man  also  c«  gleich  dem 
Coef&cienten  von  ir*~^  in  der  Differenz  a?P5~^— Ki,  demnach 

and  dies  ist  das  frtlhere  a^-i  auf  S.  270. 

Hätte  man  auf  S.  271  nicht  angenommen,  dass  alle  6  Null 
sind,  so  würde  sich  hier  die  Noth wendigkeit,  sie  sämmtlich  Null 
zu  setzen,  herausgestellt  haben. 

Aus  dem  Vorhergclicndcn  isl  schon  orsiclillich ,  dass  sich  ähulicho  Re- 
sultat« auch  für  die  hyper^^eonielrischo  Reihe  F{a,  \,  y,  x)  herausstellen  werden. 
Um  diese  zu  gewinnen,  setze  ich 

-,>.  V  1    tt.X    Q>mX 

und  erlialte 

Zj  =  1,     Zj  =  1,  ...     Zg^i  =  Z, —  üiX, 

IV,  =1,    iV,  =  1 — a^x,     .  .  .     iV,4.i  =  N^—a^x. 

Es  wird  sich  hierbei  zeigen,  dass  die  Constanten  a  dieselben  sind,  welche  am 
Anfang  des  §  67  in  dem  allgemeinen  Kettenbruch  von  Gauss  vorkommen, 
wenn  man  dort  /9=0  setzt  und  ^4*^  ™i^  y  vertauscht,  wodurch  f^  in  1, 
/"j  in  F(a,  l,y,  a?)  übergeht. 

Aus  dem  Bildungsgesetze  für  die  N  geht  hervor,  dass  Z^^+u  Zii^2*  J^2i 
und  iV2A+i  denselben  Grad  i  besitzen,  woraus  mit  Rücksicht  auf  (A)  im  §  64 
folgt,  dass  in  dem  Produkte  iV2t  F{a,  l,y,  a;)  die  i^*"  bis  2^  —  1*^  Potenz 
von  a?,  in  lV2,+i  F{a,  l,y,  ic)  die  ^  +  1**'  bis  2^*''  Potenz  von  x,  also  jedes 
Mal  i  Potenzen  ausfallen.  Daraus  ergiebt  sich  zur  Restinmmng  von  A^2»  genau 
das  allgemeinere  System,  welches  oben  gelöst  wurde,  während  A'2i+i  aus  dem 
beitimmt  wird,  welches  aus  dem  Systeme  nach  Vertauschung  von  a  und  y 
mit  a-f-l  und  y-\-i  entsteht.  Die  Näherungsnenner  des  Ketteubnichs  für 
F{af  i,yfX)  sind  demnach 

iV2.      =  f  (— «,  1  —  a  -  £,  2  —  y—  2£,  rr), 
iV2,+i  =  f  (—  if    —  a  —  i,  1  —  y — 2^,  x). 
Für  die  a  zieht  man  hieraus  narli  der  Rerursionsformel  für  die  A' 

18* 
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"''       (y  +  2t  -  2X>  +  2t  - 1)  •      ""  + '  -  (y  +  2t-l)(y  +  20* 

Einen  Keltenbruch,  dessen  Glieder  das  gleiche  und  nicht  mehr  ein  alter- 
nirendes  Gesetz  befolgen,  welcher  bei  gleicher  Gliederzahl  eine  grössere  Nähe- 
rung, bis  etwa  auf  den  doppelten  Grad  liefert,  erhält  man,  indem  man  durch 

Einführung  von  y  =  —  den  Bruch  auf  die  Form  (b)  der  S.  269  bringt.    Da- 

sc 

durch  wird  erhalten 


(«/)...  F(a,  1.  y.  --)  =  1  +  — --! 


a.a. 


y—a,—a,— 


X—  1 


wenn  die  a  dieselben  Zahlen  vorstellen,  wie  oben.  Diese  würden  sich  auch 
ergeben,  wenn  man  aus  der  Form  des  Kctlenbruchs  zuerst  die  Nenner  be- 
rechnet hat,  die  hier,  zur  Unterscheidung  von  den  früheren,  mit  31  bezeichnet 
werden  sollen.  Hier  ist  der  Grad  von  ^It  olTenbar  i;  daher  bestimmt  das 
System  (f)  auf  S.  274  die  Coefficienten  von  ^ly,  und  man  erhält 

(Ä)  ...     %  =  afF(^—i,'-a  —  i,i-y—2i,      ), 

gleichgültig  ob  i  gerade  oder  ungerade  ist. 

Setzt  man  z.  H.  a  =  j,  y  =  i>  ^^  erhält  man  statt  des  früheren  Ketlen- 
bruchs  für  die  logarithniische  Reihe  (d)  auf  S.  271,  dessen  Partialnenuer  vom 
ei'sten  Grade  waren,  jetzt  solche  vom  zweiten,  nämlich 

2.2.3.a  ^.^^^^_ 

"*  Yj~T.9  7.9.9Tir      "l 

,1.1     2^2         ,3.3     4.4         ,_5.5 6.6  | 

^      ^"i.3     375      ^      5.7     7.9      ^      9.11       iriS 

und  als  t***"  Näherungsnenner 

%  =  a^'F(—i,  —i  -  4,  — 2i  — ^.  i^), 

eine  Function  vom  Grade  2i,  so  dass  das  Produkt  4a;5ft, (log aj  +  l — ^^^ — 1) 
sich  vom  Näherungszähler  erst  bei  der  —2t— 2**"  Potenz  von  x  unterscheidet, 

Jacobi  löst  (M.  vergl.  S.  273)  durch  folgende  Methode  die 
»peciellen  Systeme  linearer  Gleichungen  auf  S.  272: 

1)  Man  sucht,  um  das  erste  System  zu  behandeln,  die  Function 
A'»  von  der  Form,  die  daneben  angegeben  wurde,  ftlr  welche 

r^dx  =^PxNdx  =rx^Ndx  =  ...  = /'«-^IVdx  =  0. 

-1  -1  -1  -1 

Das  erste,  dritte,  flinfte,  etc.  Integral   ist   nämlich  offenbar  das 
Doppelte  der  linken  Seiten  der  ersten,  zweiten,  dritten  etc.  Glei- 
chung im  ersten  Systeme,  muss  daher  verschwinden,  wenn  die  » 
gehörig  bestimmt  sind,  während  das  zweite,  vierte  etc.  Integral  als 


Ndx 
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Integrale  ungerader  Functionen  zwischen  den  Grenzen  — 1  und  1 

«  

Null  sind.  Hierdurch  ist  die  Function  N  bis  auf  eine  Gonstante 
(s.  B.  1^)  bestimmt 

2)  Im  andern  Falle  sucht  man  eine  ungerade  Function  iV  vom 
Grade  e,  f&r  welche 

/  Ndx==  /  xNdx=2  ...  z=  f  x^-i 

-1  -I  -1 

Terschwindet.  • 

Die  Bedingung,  dass  eine  solche  Reihe  von  Integralen  ver- 
schwinden soll,  lässt  sich  in  beiden  Fällen  nach  wiederholter  In- 
tegration durch  Theile  in  eine  andere  Gestalt  bringen.  Stellen  n 
and  V  endliehe  Functionen  von  x  vor,  von  denen  die  letzte  für 
X  =  — 1  verschwindet,  so  ist 

/udc  =  UV—  icdu] 

'-1  -1 

macht  man  hier  u  =  ^  und  dv  =  Ndx^  indem  JV  noch  irgend  eine 
endliche  Function  von  x  bezeichnen  darf,  so  erhält  man  die  Re- 
cursionsformel 

jtx^Ndx^x^fNdx-'ilx*^  ^dxpNdx^ 
-I  -1  — i  -1 

woraus  fbr  t  =  0,  1,  2,  etc.  successive  folgt 


fNdx  =zjlidx, 
-1  -1 

fx  Ndx  =  X  fNdx^-fNdx^ 


— 1  — 1 


/x^Ndx  =  x'/Ndx—2fxdxfNdx. 
-1  -1  -I       -I 

Die  letzte  Formel  transformirt  man,    indem  man  in  der  vorher- 
gehenden /Ndx  statt  N  setzt.    Dadurch  erhält  man 
-1 

fx'Ndx  =  x'fNdx'-2xfNdx'+2/Ndx\ 
-I  —1  -1  -1 

Allgemein  besteht  die  Gleichung 

(0  ...    fix^Ndx^;xfrNdx--ijf-^fNdx^\i(^i--\)x^~''fNdx^'\--, 

-I  '-1  —1  -I 

wenn  in  den  vielfachen  Integralen  jedesmal  von    —1  an  integrirt 
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wird.    Der  Beweis  wird  durch  vollständige  Induction    durch   ein 
ähnliches  Verfahren  wie  bei  dem  Falle  v  =  2  geführt 

Aus  der  Hülfsformel  (i)  ist  ersichtlich,  dass  die  Bedingungen 
fltr  iV,  sich  in  die  anderen  umwandeln  lassen,  es  müssen  die  In- 
tegrale 

-1  -1  -1 

fllr  x  =  l  verschwinden.  Setzt  man  das  letzte  Integral  gleich 
fp(x\  und  ist  nunmehr  JV,  unsere  ganze  Function  t*'"  Grades  nach 
Xj  so  muss  q)(x)  eine  ganze  Function  vom  Grade  2i  sein,  und  mit 
seinen  t  — 1  ersten  Diflferentialquotienten  fllr  a;  =  1  verschwinden, 
—  selbstverständlich  auch  ftlr  x  =  —1,  da  alle  Integrationen  von 
—1  an  ausgeftihrt  wurden.  Daher  hat  q>(x)  den  Faktor  (x—iy(x+iyy 
und  ist  also,  bis  auf  einen  constanten  Faktor,  dieser  Function 
gleich,  deren  t***'  Diflfcrentialquotient  in  Folge  dessen,  bis  auf  eine 
Constante,  mit  P*  übereinstimmt.  Da  endlich  Xj,  =  1,  so  ist  der 
genaue  Werth  von  N, 

N,  =  Pfi'\x), 

was  sich  auch  durch  die  direkte  Auflösung  der  Gleichungen  S.  274 
ergeben  hatte. 

Zum  Abschluss  stelle  ich  die  für  die  Kugelfunctionen  ge- 
wonnenen Resultate  mit  der  Gleich.  (20)  auf  S.  141  zusammen: 
Setzt  man 

^*-4log^^  =  Z.  +  ß., 

X—~~l. 

wo  N,  und  Z,  der  t^''  Näherungs-Nenner  und  Zähler  des 
Kettenbruchs  für  Alog(a;+l)— ilog(a;— 1)  sind,  R,  der  t»«*  Rest 
heisst,  so  sind  JV»,  Z,  und  R^  gleich  den  Functionen 

§  68.  Aus  den  vorstehenden  Formeln  oder  aus  den  wesentlich 
mit  ihnen  übereinstimmenden  auf  S.  141  hätte  man,  unabhängig 
von  den  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen,  aus  den  allge- 
meinen Eigenschaften  der  Ketteubrttche  nachweisen  können,  dass 
der  Logarithmus  sich  in  den  Kettenbruch  entwickeln  lässt,  und 
dass  dieser  in  den  angegebenen  Fällen  auch   wirklicii   convergirt. 

1)  Die  Gleichung  (20,  r),  in  der  Form 
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zeigt,  dagg  mit  wachsendem  n  die  linke  Seite  unter  jedem  Grad 
der  Kleinheit  herabsinkt,  vorausgesetzt,  dass  x  nicht  reell  und  zu- 
gleich kleiner  als  1  sei.  Denn  nach  S.  174  kommt  die  rechte  Seite 
mit  wachsendem  n  beliebig  nahe  an  7f^'*+\  also  an  Null,  d.  h. 
Z* :  P"  stellt  den  halben  Logarithmus  mit  beliebiger  Näherung  dar. 
2)  Den  Quotienten  Z^ :  P^  kann  man  in  einen  Kettenbruch  und 
zwar  in  der  Form,  von  der  wir  auf  S.  270  ausgingen,  entwickeln. 
Denn  man  hat  die  Recursionsformel  (16) 

(«  +  1)P"+*— (2w+l)j;P'* +  w  ?'*-*  =  0,    P'  =  l,    P'=:x', 
derselben  Diiferenzengleichung  genügen  auch  die  Q  nach  (17,  6), 
folglieh  auch 

r  =  4P''iogJ-t-J-(?\ 

Femer,  nach  (20,  6),  wird  Z^*^  =  1,  Z^'^  =  |a?;  vergleicht  man  diese 
Beziehungen  mit  dem  Systeme  (c)  auf  S.  261,  so  hat  man  1^=0 
zu  setzen,  /u,  =  —  1,  allgemein  aber 

.   _  2/*— 1  «—1 

An  .— —  X^         /li 


n        '  n 


I  2  s 

7  3  4 


und  findet  dadurch. 

r  ^      —1 

p»  ■"  0    \x      Ix     ix    Ix 

Durch  Multiplikation  der  einzelnen  Partialbrttche  mit  geeigneten 
Zahlfaktoren  erhält  man  hieraus  sogleich  (vergl.  den  Schluss  des  §  67) 

Z*                      1       1  2     2         S      1 
3- ff         A'Z        Y'l 

pj        0        a;         a?         x 

Die  Auflösung    des   allgeiiieineni   Systems    linearer  Gleichungen  (^)  auf 
S.  273  giebt  Werllie  k,  aus  denen  man  eine  Function 

Ny(x)  =  k,x^'+k,x--'  +  ..^  +  k, 

bilden  kann,  nämlich 

Ny(x)  =  x''F(''V,—a  —  v  +  \,  -y-2v  +  2,a;-») 

die  ein  ähnliches  Verhallen  zu  F(a,  i^y^x)  zeigl,  wie  JV  auf  S.  278  zu  dem 
Logarithmus.     Da  nämli«^ 

\(y)-r^'-^(i~y)^'^-'rfy 

u 


/ 
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für  alle  Werllie  i  vou  0  bis  v  —  l  verschwindet,  so  beginnt  die  Entwicke- 
lung  von 

nach  absteigenden  Potenzen  von  x  mit  der  — (v  +  0'*^"*  Zerlegt  man  noch 
N(y)  in  {N(y)—N(x))  +  N(x)  wie  S.  145  und  benutzt  (24,  a)auf  S.  158, 
so  erhält  man:  « 

Die  Differentialgleichung 

x(i^  x)d^y  -{-(a  —  yx)dydx  -\-  v(v  +  y — i)ydx^  =  0 
hat  als  Lösung  eine  ganze  Function  v*®"  Grades 

py(x)  =  a;»'F(— V,   -a-v  +  1,— y  — 2v  +  2.— ) 
und  eine  zweite 


<\yW  -  n(a-l)n(y-a-l) 


u 


Zwischen    diesen    Lösungen    und    der   ganzen    Function    (v  —  1) 

,'  (^)  1 Uirz}} f\-'(i  „>-->-■  <^(^)-y(y)rfv 

besieht  eine  Gleichung 

^r(x)~-  fCoc,  I.  y.  ^)  =  j..(a;)+x''-'(l-x)y--''-«q,(x). 

Der  Grad  des  letzten  Gliedes  beträgt  — v  — 1. 

Alsdann  ist  Jy  :  p»,  der  i^*^  Näherungshruch  des  Kettenbruchs 

—  F(a,  l,y,  a;-^  = -^ 

j;     ^         '  10  a?— -a,  x  —  «,—  03  a? — «4—04  ...' 

wenn    man  wie  S.  276  setzt 

»(y  +  y  — «  — 1) _    (g  +  vXr  +1' ~1)_ 

«^^  -  (y4.2,-2)(y  +  2£-l)'     '''•^-^^  -  (y+  2,.-l)(y  +  20' 
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A.    Ueber  die  Kettenbrttche,  auf  welche  Quotienten  hypergeome- 
trischer Reihen  führen.    (M.  vergl.  S.  269.) 

(a)  Die  Nähcrungs-Zähler  und  Nenner    für  den    allgemeinen  Kettenbruch 
vou  Gauss,   der   am  Anfangt»   des   §  67  abgeleitet  und  unter  (a)   augegelien 
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wurde,  sind,  in  der  dort  gehrauchleu  Bezeichnung  (S.  269),  durch  das  fol- 
gende System  (1)  gegeben,  in  dem  das  fortgelassene  vierte  Element  x  ist: 

Z2*-i  =  F(a,/?,y)F(l  — «—«,—/?- t,t—y-2e) 
-iioöi---«2*^'*"*"**'(«  +  ^»/»+t  +  l»y  +  2t  +  l)F(l  — a,  l^/J,2-y), 

JV2,-i  =  F(a,/»+l,y  +  l)F(l-a~e,~/!?~^,  l-y~20 

—  a,a,...a2,aj^'F(a  +  i,/?+A  +  1,y  +  2t  +  l)F(l-a, -/!?,  1-y), 

Z2*  =  F{a,  /».  y)F{-^a-  e,  -ß-  i,  -y-  2i) 

-a,fl,...fl2*4-i«''+'F(a+A+l,/?+^+l»y-|-2t+2)F(l-a,  l-/9,2~-y) 

iV,,  =  F(a,/J  +  l,y  +  l)F(-a-^— /9-£, -y  — 20 

—a,a,...a2*+i«''^'F(a +  £  +  !,/?+ £  +  l,y+2£+2)F(l-a,-/?,l-y). 

Um  die  Annäherung  an  den  Kettenbruch  auszudrücken,  kann  man 
sich  für  den  Ausdruck  des  Restes  der  Formel  (t)  im  §  64  bedienen,  nach  der 
man  erhält 

(2)  ...    a,a2...a..n^^ Y»+2  =  ^Jt  —  ^Jo- 
Da  Za^-i  und  Z2*  sowie  JV2,  nach  a?  vom  t**"  Grade,  iVi^-i  vom  t — 1*«" 
Grade  ist,  so  lassen  sich  die  vier  Grössen  Z  und  N  allein  aus  dem  je  ersten 
Glicde  der  betr.  Gleich,  erhalten,    indem   man    in   demselben,    dem  Produkte 
zweier  Reihen,  nur  die  Gheder  bis  zum  t'*^"  resp.  i  —  l*"""  Grade  beibehält. 

(6)  Zum  Beweise  der  vorstehenden  vier  Gleichungen,  die  ich  im  53.  Bande 
von  Borchardt's  Journal  ohne  Beweis  mitlhoilte,  würde  eine  Verification 
ausreichen^  nämlich  der  vermittelst  der  Beziehungen  unter  den  Functiones  con- 
tiguae  nicht  schwer  zu  führende  Nachweis,  üass  imler  den  so  gebildeten  Z  und 
N  wirklich  die  linearen  Gleichungen  (c)  auf  S.  261  bestehen,  wenn  man  dort 
a^x  und  1  für  |A^  resp.  X^  setzt;  statt  dessen  soll  hier  aber  die  wirkliche 
Herleitung  der  Gleichungen  folgen.  Man  geht  dazu  von  den  beiden  ersten 
Formeln  des  Systems  (i)  im  §  64  aus,    die  mit  geringen  Veränderungen  sind 

f^  =  NJ,^l'-a^^lxN,..lf,.^2' 
^och  fehlen  zwei  Gleichungen  für  die  Bestimmung  von  Z.^i,  Z^,  JV^-i, 
N, .     Dazu  kann  erstens  die  Gleichung  (g)  des  §  64  dienen 

(6)  ...     iV^Z,-! —  ZjJV,_i  =  a,a.....ata;*. 

Zweitens  findet  man  eine  letzte  Gleichung  mit  Hülfe  der  Bemerkung,  dass  der 
umgekehrte  Kettenbruch,  nämlich 

(h$^    ch^—ix    .  .  .     a^x    a^x 

11  1         ...      1         1 

offenbar  den  Anfang  des  Kettenbruchs  für  den  Quotienten  tp^^ :  ^|J^  bildet,  wenn 
man  setzt 

tp^  =  F(— ^-/?,— «-«.— 2t— y),  1/;,  =F(— i— /J,l-A-a,l-2t-y). 
Man  bezeichne  die  Näherungszähler  und  Nenner  für  diesen  Bruch  durch  ß  und 
91,  und  zähle  die  ludices  wie  oben,  so  dass  z.  B.  ist 

1      ""  %' 
Was  aus  xjj^  und  ^p^   wird,    weun   man  darin  i  durch  i  —  v  ersetzt,    nenne 
man  resp.  ifj2r  und  i/Ziv+i*   ^^  ^^s  also  tpy,    Qy,    ^y   sich  ebenso  auf  den 
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zweiten  Kclleubrudi  bcziclien  wie  fy,  Zy,  Ny  auf  den  ersten.  Dann  finde 
ich  durch  Anwendung  von  (f)  im  §  64  die  Gleicliungen 

3^*       =  ^2»  .      St?»       =  ^2*— 1 » 

32,-1  =  iVo.,       5ft2._i  =  JV2,-1, 

und  von  (t)  in  demselben  Paragraphen 

SuJisliluirl  man  hier  für  3  und  9t  ihre  Werthe,  so  erhält  man 

(c)  ...     i/;,Z2x  — i//oiV2,-i  =  öo---ö2»^^*^*V'Jih2» 
V'i  ^3*— Vo^^*-!  =  a,...a2.JJ^*i/;2»+i, 
wo  xp2iJ{2  und  xf)it.\.\  die  hypergeometrischen  Reihen  sind 

F(l-/y,  1  — a.  2  — y),     F(— /»,  1-cf.  1  — y). 

Eine  von  den  Tileich.  (c)  zu  den  Gleich,  (a)  und  (6)  hinzugerügt,  ge- 
nügt zur  Bestimmung  der  je  zwei  Z  und  iV.  Am  bequemsten  bedient  man 
sich  zu  diesem  Zwecke  für  <lic  Z  der  beiden  ersten  Gleichungen  in  (a)  und 
(c),  für  die  N  der  beiden  letzten.    Setzt  man  dann  die  Determinante  =C,  d.  h. 

SO  erhält  man  die  vier  (ileicimngen  des  §  a  für  die  Z  imd  AT  mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  dass  die  linken  Seiten  dort,  —  die  l-n))ekannten  der  linearen 
Gleicliungen  —  noch  mit  der  Determinante  C  multiplicirt  werden  müssen.  Es 
ist  aber  C=  1. 

In  der  Thal  zeigt  sich  leicht»  dass  der  Ausdruck 

((/)    ...       \py  f2i  +  l-y  —  a^i+l^yXXfjy^if-i^^  2-y 

unverändert,  also  gleicli  C,  bleibt,  welche  ganze  Zahl  man  audi  für  v  setzt. 
Bestehen  nämlich  zwischen  den  f  die  Gleichungen  (S.  (a)  im  §  64.     M.  hat 

X    =    1,      ^ly     =    üyX) 

so  hängen  die  ip  durch  die  Gleichungen  zusammen 

Daher  wird  der  Ausdruck  (d),  von  dem  behauptet  wurde,  er  sei  von  v  un- 
abhängig 

und  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  hebt,  gleich  dem  Ausdruck  auf  der  linken 
nach  Vertauschung  von  v  mit  v-\-l.  Die  fünf  Grössen  tp,  f^  a,  weldie  in 
(d)  auftreten,  enthalten  aber,  wenigstens  wenn  man  v  nur  gerade  oder  nur  un- 
gerade Werthe  ertheilt,  i  imd  v  nur  in  der  Verbindimg  i — v.  Daher  bleibt 
der  Ausdruck 

C=F(-£-/9. -A-a, -2^~y)F(a  +  i,/»+A  +  l»y  +  2^  +  l) 

(y4-2A)(y-f2A  +  1) 

XF(a  +  A  +  l, /?  +  £  +  !,  y+2A  +  2) 

unverändert,  wenn  man  i  um  eine  beliebige  ganze  Zahl  verringert.  Ordnet 
man  die  rechte  Seite  nach  Potenzen    von  x,   so   bleibt  auch  jeder  Coeffident 
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dieser  Reihe^  —  eine  rationale  Function  von  l  —  durch  diese  Verlausdiungcn, 
d.  h.  wenn  man  für  t  unendlich  viele  verschiedene  ganze  Zahlen  setzt,  unver- 
ändert, folglich  auch  wenn  man  für  t  einen  beliebigen  Werth  setzt,  z.  B. 
t  =  —  a.     In  diesem  Falle  reducirt  sich  C  offenbar  auf  1 . 

Anmerkung.  Bei  den  hypergeometrischen  Reilien,  welche  durch  ein 
Element  q  verallgemeinert  sind,  kommt  eine  ähnliche  Untersuchung  vor,  die 
aber  dort  etwas  leichter  als  hier  zu  erledigen  ist,  ebenso  wie  sich  bei  jenen 
Reihen  die  Fragen  über  Couvergenz  vereinfachen.  Dort  braucht  mau  nur 
auf  den  Fall  t  =  oo  überzugehen,  um  den  Beweis  zu  führen,  dass  die  be- 
trefTende  Determinante  1  sei. 

(c)  Die  Gleichung  (2)  zeigt,  wie  mau  mit  Hülfe  der  Näherungswerthe 
eines  Keltenbnichs  für  den  Quotienten  F(a,/?,y):F(a,/J  +  l,y4-l)  «<lcr  f^:f^y 
eine  hypergeometrische  Reihe  darstellen  kann,  deren  Elemente  sich  vcm  a,  ßy  y 
um  ganze  Zahlen  £,  i,  2t  oder  £,  L-\-\y  2l-\-\  unterscheiden.  Hierauf  bezieht 
sich  die  Bemerkung  auf  S.  83  über  die  Untersuchungen  des  Herrn  Bauer. 

{d)  Es  sollen  nun  einige  specielle  Fälle  betrachtet  werden,  in  welchen  die 
Z  imd  N  einfache  Werthe  annelimeu.  Um  diese  zu  finden,  sielit  man  zu- 
nächst ganz  von  den  zu  subtrahireuden  zweiten  Gliedern  auf  den  rechten  Seiten 
von  (1)  ab,  bildet  die  ersten  durch  Multiplikation  der  beiden  Reihen,  und 
ordnet  nach  Potenzen  von  x.  Jedes  von  den  beizubehalleuden  v  oder  t-f-1 
Gliedern  der  so  entstehenden  Reihen  ist  selbst  eine  endliche  Reihe.  Die  ein- 
fachen Fälle,  die  ich  hier  behandle,  sind  solclie,  iu  denen  jedes  von  diesen 
Gliedern  eine  hypergeometrische  Reilie  bildet,  selbstverständlich  eine  endliche, 
abo  von  der  Form  F{  —  v,  6,  c,  1 ),  deren  Summe  daher  gleich  ist 

(c— 6)(c— 6+i)...(c— 64-y— M 

c(c+T)...(c-|-y  — 1) 
(e)  Als  erstes  Beispiel  wähle  ich  den  Kettenbruch  von  c"',  indem 

e'zz=F(^,  1,1,-^),     ((^=00). 
Man  findet  für  e'"  den  Näherungswcrth  Zy  :  Ny,  wo 

''~'~         2t  — 1    1  "''(2t— l)(2t— 2)  '1.2"'""' 
t-i     X    ,     (i-l)(t-2)       aj'    , 

N,.-x  -  1 + 2^-^  Y + ("27^17(27^ 2)  172  +  ■•• ' 

''■•  2t     1   ^2t(2t-l)   1.2^      ' 

'*-'       ^  2t     I   +2t(2t-l)  J.2^ 
lind  aus  (2)  die  Funucin  für  den  Grad  der  Annäherung  {g  ^  ">&) 
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Mau  beinerkl,  üass  für  i  =.=  oo  sich  Z  und  N  resp.  e"^^  und  e^*  beliebig 
nähoni. 

(f)  Als  zweitos  Heispiel  diciil  der  Kollenbruch  liir 

ScUt  luau 

...    t(t — 1)  X 

(3)  ...    x(^«  y)  =  >  +  -;-!—:  T-r-_L V. 

t(t  +  y)    l.(y4-l) 

t(i~l)(i  — 2)(^-3)        ^ 

"'   eU-r)(£  +  y)(t  +  y"-l)    1 .2.(y  +  l)fy  +  2i +  *"  ' 

so  orgf'bou  sich,  uach  Ausführung  der  einfachen  Rechnung,  folgende  Ausdnicke 
für  die  Z  und  JV  durch  diese  ganze  Function,  es  mag  i  gerade  oder  un- 
gerade sein 

(Dass  die  vier  Reihen,  welche  ich  im  57.  Bande  des  Journals  gefunden  liatle, 
sich  durch  die  eine  %  ausdrücken  lassen,  bemerkt  Hr.  Christoffel  im  58. 
Rande  von  Borchardt's  Journal,  S.  91.)    Für  den  Rest  erhält  man  aus  (2) 

|y(y-i-i)...(j'  P H-l)|'  ^'  +  i  .(H- 1  Tay 

"^  "1T2  ."(y +T4- 2>  ( y + ^  +  ^  +  "  7' 

Für  y=2»  •'^^ — i^'  euLsleht  hieraus  die  auf  S.  83  erwälmte  von  Poisson 
gefundene  Beziehung,  indem  dann  die  beiden  Reihen,  welche  in  (3.  a)  mit 
den  X  niultiplicirt  sind,  sich  in  s'^sins  und  j5~^ cos js  verwandeln;  verglichen 
mit  44,  b—d  zeigt  die  Gleichung  daher,  dass  die  Function  d^'tpyid)  bis  auf 
einen  conslanten  Faktor  durch 

,    sinö  ^ 

ausgedrückt  wird.  Eine  Gleichung  ähnlicher  Gestalt  hat  man  wegen  (43) 
zwischen  Jy,  J^  und  J,. 

ig)  Aehnliche  Resultate,  wie  die  im  Vorhergehenden  in  Bezug  auf  den 
Gaussischen  Kettenbruch  entwickelten,  lassen  sich  auch  für  den  allgemeineren 
finden 

(p(a,  ß,  r*  q,  X)         ^  j      ^    a  X 

1 , 

wenn  (p  dieselbe  Function  bezeichnet,  wie  im  Zusatz  zum  II.  Kapitel  S.  98, 
und  wenn  man  setzt 

Man  erhält  dann  nach  einer  Rechnung,  welche  der  früheren  entspricht,  und 
in  der  erwähnten  Arbeit  des  57.  Bandes  von  Borchardt's  J.  vollständig  aus- 
!j;eführl    wurde,    während   ich   hier   gerade   die  für   den    Gaussischeu    Bruch 
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ausfülirle, 

Z24_i  =/'o9)(J  — i— a,  — t— /?,  i  —  li  —  y.q'^^-Yx) 

Z2,  = /;9)(- 1- a,  — t— /?,  — "it— y.  (/"H /^-ya?) 
— a^,a,...02.+iJ;-*+Y2*+2  9>(l— o,  1—/?,  2— y,  ^•^^/^-ya?). 

IV2.  =  f,  g>{—i—a,  —i—ß,  —2i—y,  q^^ß-Yx) 
—  a,a,...fl2,4.ia?''^  Y2»+2y(l— a»  —ß,  1— y,  ^*»+/^-ya;), 

^.9>(a.  /J+l»  y  +  0  — iV*9(a»  /*'  y)  =  a,a,...aH-i/;+2, 
wcnu  gcsclzt  wird 

A*  =  q>{a  +  i.  /?  + A,  y  +  2a),  /i.+i  =  9)(a4-  a,  /?+  1  +1,  y  +  2*  + 1). 
Das  vierte  Elcuiimt  licissl  hier  überall  q,  und  das  fünfte  x,  wo  es  nicht  hin- 
zugefügt ist.  Aacli  hier  kann  man  die  Z  und  iV  aus  dem  ei*sten  (Uiede  alhMU, 
wie  im  §  a,  ermitteln. 

(A)  Zu  Beispielen  wähle  ich  die  Reihen,  welche  den  unter  (e)  und  (/) 
bdiandelten  entsprechen.  Man  setzt  also  zuerst  f^  =  ^(^,  1,  1,  o;)  für  ^  =  oc 
und  entwickelt  f^  -  fi  =^  ^  '  fi*  welclies  bckanntlicli  fj^leicli  ist 

X  qx^  ,        flH*-i)j5*       _ 

Man  findet  für  die  Zähler  und  Nenner  des  Keltenbruchs 

u.  s.  w.  oder  wenn  man  sich  des  Zeichens  der  hypergeometrischen  Reihen  und 
zugleich  des  Zeichens  ^=  bedient,  um  anzuzeigen,  dass  die  Reihen  nirht  weiter 
als  bis  zur  i**""  Potenz  von  x  forlgesetzt  werden  sollen 

Z24-1  =^  5P(—  A,  1—  t—g,  1— 2t,  xq'% 

iV2,_i  -^  q>(i—i,  g,  1—  2i,  ar), 

Z2,  ^=  ?)(— A,  — A— ^,  — 2i,  xq!'), 

N2t  =  9>(— A.  y.  — 2i.  ar).     (^  =  Tc). 

IHe  Darstellung  des  Restes  übergehe  ich. 

(f)  Schliesslich  betrachten  wir  den  Rnich  für  den  Qufilienten 

9(9*  9*  y»  ^)  •  V(^*  k,Y  +  \,x), 
wenn  wieder  9  =  ex:.     Setzt  man  jetzt 

^u  y)  =  i+üzi?iOiizzr':^'i iL 

n^-rt  -I- (,_^.)(i_,-.-y)   (,_,)(,_^y+.) 

(i-g-Xl -9'-'Xl-9— OC*-«  '-''+')(l-9Xl-9*)(<  «'" 'XI  -V^'')  ' 
so  gelten  dieselben  Formeln  Zi=x(A  +  l,y — 1)  und  iV^  =  x(a,  y)  wie 
im  §  f.     Für  t  =  oc  erhält  man 

xqY^^                                   a?a^(y+^> 
^,^v1  =  14- ^  4-    -         ■      1— •• 
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B.    Die  Kettenbrüche,  welche  allgemeinere  Functionen  darstellen. 

Dieser  Zusatz  enlhäll  llntersucliun^cn  über  Keltenbrüclie.  zu  welchen  das 
Studium  der  Arbeit  von  Gauss  über  nicchnnische  Quadratur  an^^eregt  hat. 
Wenn  ich  auch  bei  der  Darstelhing  meiner  Arbeit  aus  dem  MonaLsberichl  der 
Berliner  Akademie  d.  W.  v.  Juni  1866  folge,  welche  die  Verbindung  dieses 
Gegenstandes  mit  der  Theorie  der  Kugelfunctionen  zeigt,  so  unterlasse  ich  nicht, 
auf  die  Arbeiten  der  Herren  Christoffel  und  Tchcbychef  hüizuweisen. 

(fl)  An  verschiedenen  Stellen,  z.  B.  im  §  28  bot  sich  Gelegenheit,  über 
ein  hitegral  von  der  Form 


(1)...   a=/  m^::s^ 


zu  handeln,  wenn  o  und  ß  Constante,  f(^  eine  integrabele  Function  be- 
zeichnen. Eine  solche  Function  6  von  x  soll  im  Folgenden  in  einen  Ketten- 
bruch entwickelt  werden.  Wir  dehnen  hier  die  Betrachtung  nicht  auf  den 
allgemeineren  Fall  aus,  wenn  statt  des  Nenners  {x — s)  eine  m**'  Potenz  des- 
selben auftritt,  obgleich  Manches  dann  ungeandert  bleibt.  Bleibt  der  Exponent 
m  eines  solchen  Nenners  imter  1,  so  ist  auch  der  Fall  in  Betracht  zu  ziehen, 
dass  eine  der  Grenzen  a,  ß  gleicli  x  gesetzt  wird. 

Im  Folgenden  wird  nicht  übei'all  vorausgesetzt,  dass  der  Inte^ationsweg 
%  ein  reeller  sei,  obgleich  wir  die  präciseren  Resultate  da  gewinnen,  wo  wir 
diese  Voraussetzung  machen.  Integrirt  man  über  eine  Peripherie,  innerlialb 
welcher  /^(5)  endlich  und  eindeutig  bleibt  und  jfCx  <  tAC"^  ^  so  wird 
G  =  — 27iif{x)y  so  dass  unsere  Untersuchung  auch  Kettenbrüche  für  solche 
Functionen  umfasst,  z.  B.  für  eine  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function. 
Ebenso  ist  der  Fall  eingeschlossen,  dass  eine  hypergeometrische  Reihe  selbst, 
nicht  ein  Quotient  solcher  Reihen,  oder  doch  diese  mit  Potenzen  von  x  und 
1  —  X  multiplicirt  in  einen  Kettenbruch  entwickelt  werden  soll.  Solclies  tritt 
in  dem  Falle  ein,  dass  die  Fimction  q(x),  eine  zweite  Lösung  der  Diiterential- 
gleich.  für  die  hypergeomelrische  Reihe,  so  dargestellt  werden  kann,  wie  durch 
(21,  b)  auf  S.  145,  wo  man  zu  setzen  hat 

(b)  Die  Fimction  a  werde  durch  einen  Kettenbruch 

» =  i- ' 

^t 

dargestellt.  Der  Grad  des  Parlialnenners  ly  sei  g^ ,  der  des  Näherungsnenners 
Ny  gleich  w.  Um  Weitläufigkeit  zu  vermeiden,  werden  wir  auch  alle  Func- 
tionen mit  diesem  Namen  belegen  imd  mit  Ny  bezeichnen,  die  sich  von  der 
ursprünglichen  nur  durch  ■  einen  constanlen  Faktor  unterscheiden,  da  eia  solclier 
für  unsere  Untersuchungen  unerheblich  ist.  Zy  muss  dann  mit  demselben 
Faktor  versehen  werden.     Man  hat 

f^=^9i  +  9j-i h^^; 

es  kann  n  also  nur  dann  gleich  v  sein,   wenn  alle  X  genau  den  ersten  Grad 
besitzen,  während  in  jedem  andern  Falle  n  grösser  als  v  ist. 
Setzt  man 
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SO  wird  A^,  nach  rallenden  Potenzen  von  a;  geordnet,  milder— (w-j-^^^  iV*'"  Potenz 
von  X  beginnen,  woraus  das  System  lineanT  Gleichungen  sich  ergieht,  denen 
die  Coefficienten  k  von  Ny  genügen.  Werden  die  sämmtlirhen  Integrale  v(m 
a  bis  ß  genommen,  so  hat  man  zur  Restimmung  von  n  (loenicieulen  A*  in 

Ny=^k,x-  +  k,x-  ^  +  ^^^  +  hn. 
nach  (h)  in  §  64,  wenn  man  dort  e  ==  oc  selzt,  folgende  Gleichungen: 

*y»7(»)d»    +kn-iJzf(i)dz-\ \-k,Jz''f{:i)d:i      =0, 

o 

knß'f{i)di  +*«-iy^y(5)dÄ+--+Äoy5'*+vü)rf»= 0, 

knf:sf'-'f{^)dz  +  kn-ifz^f{z)dz-\ \-k,Jl^^-'f{z)\dz  =  0. 

Setzt  man  die  Werthe  der  k,  welche  sich  aus  diesen  (ileichungen  ergehen,  in 
den  Ausdruck  von  Ny  ein  ,  so  erhält  man  als  Resultat  (abgesehen  vun  einem 
konstanten  Faktor)  die  Determinante,  die  aus  den  vorstehenden  CoefficiiMiten 
der  Ar  mit  Ilinzufügung  der  Horizontalreihe 

x^     af*-^     .  .  .     a?     1 

gebildet  wird.  Bezeichnet  man  den  Integrationshuchstahen  z  der  ersten  llori- 
zontalreihe  mit  z^,  der  zweiten  mit  3^,  etc.,  so  ist  diese  Determinante,  also 
wesentlich  Ny ,  gleich 

//(«,)/'(5,).../'(an)(«--5|)...(a;— 5j52  55...5';l~'/7.d5,...rfv„, 

worin  sämmtliche  n  Integrationen  von  a  bis  ß  auszuführen  sind  und  wo  // 
das  Produkt  aus  den  ^n.(n  —  1)  Diirerenzen  von  je  zwei  z  bezeichnet,  also 


Dieses  n  fache  Integral  ändert  nicht  seinen  Werth ,  sondern  nur  sein  Zeichen, 
wenn  man  zwei  von  den  Indices  1 ,  2,  .  . .  fi  mit  einander  vertauscht ;  addirt 
Dian  alle  Integrale,  die  so  entstehen,  mit  einander,  so  tritt  an  die  Stelle  dt^ 
unter  dem  Integrale  betindlichen  nicht  symmetrischen  Theiles  jetzt  das  Quadrat 
von  il.  Hierdurch  ist  das  Resultat  gewonnen. 
Setzt  man 

xjj(x)  =  (a?— JSjO  — 5,)...(aj  — 5«) 

und    bezeichnet   die    Discriminanle   von    ip(x)    durch   ^,    so  wird 
der  y*'  Nähernngsnenncr  von 


(1)...  o=/'n.)^^^^. 


a 

welcher  von  einem  Grade  n  ist,  durch  das  it  fache  Integral 
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(1,  a)  ...     Ny  =  /   ip{x)f{z,)f{z^)..,f(zn)Jdz^  d\...d7»n 

n 

«'lusged  rückt. 

Duich  die  Melhode  des  §  28  zeigt  man  sofort: 

Aus  dem  y***"  Neuner  findet  mau  den  v"*"  Zähler  und  den  durch 
die  Gleichung 

(2)       ...  KyO  —  Zy     =    Ry 

mit  ihnen  verbundenen  Rest  ß  vermittelst  der  Formeln 

a 

fiNy(z)f{z)dz 


,..  6)  . . .    «„  =f^^^^ 


a 


Da  der  Rest  Ry  vom  Grade  — n — Qy^i  ist,  so  zeigt  (2,  6),  dass 


f 


z'Ny(x)f{!s)dz=  0 

a 

so  lange  die  ganze  positive  Zahl  i  unter  n — 1 — Qy^i  liegt. 

Da  zwischen  drei  aufeinanderfolgenden  N  eine  Gleichung  besteht 

WO  Cy  eine  Constante  ist,  und  man  in  derselben  sämmtliche  drei  N  mit  Z 
vertauschen  darf,  so  darf  man  sie  in  dieser  Recursionsformel  wegen  (2)  auch 
durch  R  ersetzen. 

(c)  Die  vorigen  Entwickelungen  setzen  voraus,  dass  die  Determinanten  des 
Systems  linearer  Gleichungen  nicht  verschwinden.  Fem(T  ist  noch  nidii  ge- 
zeigt worden,  dass  alle  /r,  die  dem  Systeme  linearer  Gleichungen  genügen, 
schon  darum  CoefRcienteu  eines  Näherungsnenners  seien.  Ich  beweise  nun  Fol- 
gendes : 

Der  Kettenbruch  a  hat  immer  und  nur  dann  einen  Näherungs- 
nenner iV,,  vom  n'^"  Grade,  wenn  der  Coefficient  der  höchsten  Po- 
tenz von  X  in  (1,  a),  d.  h.  wenn 

(2,  C)    .  .  .     y^^fMfM>^.f{Zn)Jdz,dz,...d!^ 
a 

nicht  verschwindet.     Der  Nenner  Ny  wii'd  dann  durch  (1,  a)  gegeben. 

Um  dies  naclizuweisen,  schicke  ich  den  Hülfssatz  voraus:  Eine  Function 
nipn  Grades  3t  ist  Näherungsnenner  der  wahren  Entwickelung  von  c  immer 
und  nur,  wenn  zugleich  die  beiden  Bedingungen  erfüllt  werden,  erstens  dass 
31 'O  gleich  einer  ganzen  Functioli  ß,  vermehrt  um  einen  Rest  fR,  hciehsteiis 
vom  Grade — n — 1  ist,  zweitens  dass  ß  und  31  keinen  geroeinsamen 
Theiler  besitzen. 

Beweis.  Entwickelt  man  3*^  ^^  ^^^^^^^^  wahren  Kettenbrucb  (S.  267), 
der  V  Glieder  habe 
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3  _       —11     ...    1 
IT""  0     /,     /,    ...    i, 

so  ist  dieser  der  AnfaDg  der  wahren  Enlvvickeluug  von  a.  Beziehen  die 
Buchstaben  Z  und  N  sich  auf  diesen  Kettenhruch,  so  ist  nicht  nur  Z,.:iVy=3-'3l' 
sondern  auch»  abgesehen  von  einem  constanten  Faktor,  Q  =  Zy,  ^  =  Ny,  da 
3  und  %  keinen  gemeinsamen  Faktor  besitzen.  Nuss  man  ferner  noch  ^"^ 
zu  ly  hinzufügen,  um  a  zu  erhalten,  so  ist  der  Satz  bewiesen,  wenn  C'^ 
für  o;  =  ac  unendlich  wird  oder  endlich  und  von  Null  verschieden  bleibt. 
Nim  wird  nach  §  64,  k  auf  S.  264 


c  = 


aNy^l  —  Zy-l 


ONy  —  Zy 

Tier  Zähler  dieses  Bruches  ist 

=  ".-[(-f )+(4:-  fe;)]  =  \' '»«'--.)-  ;  • 

Dividirt  man  ihn  durch  den  Nenner  oNy — Zy  und  durch  x,  so  entsteht  links 
^:  x;  von  den  zwei  Gliedern  auf  der  Rechten 

iV.-i 1_^ 1 

•     XNy      '  XNy(aNy—Zy)  X  Nyflt 

ist  das  erste  für  ein  unendliches  x  unendlich  klein,  das  zweite,  und  damit 
f  :  x  selbst  dann  noch  von  Null  verschieden ,  wenn  JR  vom  —  w  —  1  '*""  Grade 
war.  Ist  umgekehrt  die  erste  Bedingung  oder  die  zweite  nicht  erfüllt^  so 
schliesst  man  aus  den  im  5.  Kapitel  entwickelten  Elementen  sofort,  dass  yi 
unmöglich  ein  Näherungsnenner  von  a  sein  kann. 

Nachdem  nunmehr  der  Hülfssatz  bewiesen  ist,  stelle  ich  der  Reihe  nach 
folgende  drei  Punkte  fest :  l )  Wenn  ein  Nenner  N  vom  w**""  Grade  wirklich  vor- 
handen ist,  so  wird  eine  ganze  Function  ri^'"  Grades  durch  die  erste  Bedin- 
gung allein  schon  vollständig  (d.  h.  bis  auf  einen  constanten  Faktor)  bestimmt; 
diese  Function  ist  daher  zugleich  der  Nenner.  2)  Ist  umgekehrt  eine  ganze 
Function  als  Function  n'''"  Grades  durch  die  erste  Bedingung  schon  vollständig 
bestimmt,  so  genügt  sie  von  selbst  der  zweiten,  ist  also  nach  dem  Hülfssatz 
ein  Nenner  n*^"  Grades.  3)  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  durch  die  erste  Eigenschaft  allein  eine  ganze  Function  n*^"  Grades 
JV  vollständig  bestimmt  sei,  besteht  darin,  dass  (2,  c)  nicht  verschwindet. 

Um  den  ersten  Punkt  zu  beweisen,  bezeichne  N  den  Neun(T  w'**"  Grades, 
dessen  Existenz  vorausgesetzt  wird,  der  also  beiden  Bedingungen  genügt,  also 
nach  dem  Hülfssatz  die  einzige  ganze  Fuuctiou  ist,  welche  beiden  genügt; 
ferner  sei  JV*  euie  davon  verschiedene  Function  /i'*""  Grades,  wenn  es  solche 
giebt,  die  der  ersten  Bedingung  allein  genügt.  Es  mögen  Z  und  Z^  den  Buch- 
staben N  und  JV*  entsprechen.  Dann  wird  für  jeden  von  Null  verschiedenen 
Wertli  der  willkürlichen  Constante  l  auch  >lJV-f  JV*  mit  XZ-\-Z^  einen  Theilor, 
also  auch  einen  Theiler  ersten  Grades  x — et  gemein  haben.  Da  JV(a)  nach 
der  Voraussetzung  nicht  mit  Z(a)  zugleich  verschwindet,  so  müssen  verschie- 
denen X  auch  verschiedene  a  entsprechen.  Es  folgt  nämlich  aus  den  zwei 
Gleichungen 

ÄJV(a)  +  iV*  (a)  =  0,     lZ{a)  +  Z*  (a)  =  0, 

von  denen  wenigstens   eine  nicht  Null  als  Faktor  von  X  enthält,    dass  jedem 

Haine,  Tbeori«  der  KuKelfuiictioDeo.    2.  Aufl.  \^ 
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a  ein  X,  verschipdcnen  a  verschiedene  X  entsprechen  (höchstens  einer  Anzahl 
von  je  n  verschiedenen  a  können  gleiche  X  entsprechen).  Unendlich  vielen 
verschiedenen  X  entsprechen  also  unendhch  viele  verschiedene  a,  und  man  hat 
demnach  für  unendlich  viele,  daher  für  alle  x 

N{x)Z'{x)  —  N\x)Z{x)  =  0, 

was  wegen  des  gleiclien  Grades  von  N  und  2V*  nicht  möglich   ist   ohne  dass 

iV'  und  Z*  mit  N  und  Z  wenigstens  bis  auf  eine  Constante  übereinstimmen. 

Um  auch  die  Umkehrung  (ad  2)  zu  beweisen  nehme  man  an,  es  sei 

N  =  a^+a^x  +  "'+  anX"" 

durch  die  erste  Bedingung  allein  vollständig  bestimmt.  Diese  ist  gleichbedeu- 
tend mit  der  Erfüllung  eines  Systems  von  n  linearen  homogenen  Gleichungen, 
deren  Unbekannte  der  Reihe  nach  a^,  a^,  ...  a«,  sind.  Hätte  nun  N  mit  Z 
den  Theiler  d  gemein,  so  würde 

N 

j  =  b^  +  b^x-] h^«^"*     (m<:n), 

wie  aus  Division  von  (2)  durch  d  erhellt,  einem  Systeme  von  noch  mehr,  also 
sicher  von  ebenso  vielen  Gleichungen  genügen,  dessen  Unbekannte  6^,  6, ,  ...  6^ 
sind,  während  die  m-\-i  Vertikalreihcn  mit  den  ersten  m-f-l  des  früheren 
übereinstimmen.  Es  würde  also  dem  ersten  System  ausser  a^,  ä^,  ...  a^  zu- 
nächst noch  ein  System  von  n  VVerthen  genügen,  dessen  erste  Unbekannte  6^, 
6,,  ...  bmf  dessen  übrige  sämmtlich  0  sind.  Diese  mit  «inem  willkürlichen 
Faktor  multiplicirt  und  dann  den  a  hinzugefügt,  geben  ein  neues  System  von 
VVerthen  a^,  a|,  ...  a«,  in  welchem  al  =^  On  also  nicht  Null  ist,  wäbrend 
nicht  alle  a*  gleich  den  entsprechenden  a  sind,  so  dass  N  gegen  die  Voraus- 
setzung durcli  die  erste  Bedingung  nicht  vollständig  als  Function  n*^"  Grades 
bestimmt  wäre. 

Durch  die  erste  Bedingung,  also  durch  das  vorerwähnte  System  lüiearer 
Gleichungen  sind  aber  die  Coefficienten  einer  Function  n*^*^  Grades  nur  und 
immer  bestimmt,  wenn  eine  gewisse  Determinante,  nämlich  der  Ausdruck  (2,  c) 
nicht  verschwindet.     Es  ist  demnach  auch  der  dritte  Punkt  erledigt. 

(d)  Die  Formel  (1,  a)  für  JV  wird  von  Nutzen  sein,  wo  wir  von  den 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Kettenbrüche  handeln;  bis  jetzt  ist  es  mir  aber 
noch  nicht  gelungen,  sie  für  specielle  Fälle  zu  verwexthen,  selbst  nicht  für  die 
einfacheren,  in  welchen  die  Resultate  anderweit  bekannt  sind.  Den  Werth  der 
Integrale  kann  ich  selbst  in  solchen  Fällen  nur  durch  Mittel  ausführen,  die 
etwa  gleichbedeutend  sind  mit  der  directen  Auflösung  der  bezüglichen  linearen 
Gleichungen.  Dies  gilt  schon  von  dem  Falle  f(x)=  1,  — a  =  /^=l,  wo 
wir  erhalten 

<^  =  log-^,     Ny{x)=J    {x—zJ{x—z^)...{x—^)Jdz^d%^...dn^, 

—1 
die  Nenner  also  die  Functionen  P'^{x)  sind.     Ein  anderes  BeiMpiel 

giebt 

fH--\l-zy'^-\         1  il(c-l)  -,     ^ 

ff  =  /    -; ^~ dz  =  — ~^- — ^- r^F{a,  1,  c,  x). 

J  \x  —  z)  X  n{a — 1)/I(c  —  a  — 1)    ^  ^ 
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Der  Nähcrimgsnenner  ist  in  diesem  Falle  durch  den  Ausdruck  }fr{x)  am  Schluss 
dps  §  68  bekannt. 

(e)  Im  Folgenden  entwickele  ich  Eigenschaften  der  hier  vorkommenden 
Ausdrücke  unter  der  Beschränkung,  dass  a  und  ß  reelle  positive  Grenzen 
sind  und  f(x)  zwischen  diesen  reell  und  positiv  bleibt.  In  diesem 
Falle  kann  (2,  c)  für  keinen  Wcrth  von  n  verschwinden.  Es  giebtalso 
Nenner  N  von  jedem  positiven  ganzzahligen  Grade,  und  Ny  ist 
genau  vom  v^^*^.  Der  Kettenbrucli  für  a  wird  durchaus  regel- 
mässig in  der  Art,  dass  jeder  Partialncnner  vom  ersten  Grade 
ist.    Der  Rest  Ry  beginnt  genau  mit  der  — (v-f-1)***"  Potenz  von  x. 

Man  kann  ferner  zeigen,  dass  Ny(x)  keinen  Faktor  besitzt,  der  zwischen 
X  =-  a  und  x  =  ß  dasselbe  Zeichen  behält.     Setzt  man  zum  Beweise 


(3)  . . .     f^  =  r^x»'  Ny  (x)  f{x)  dx, 


so  wird  nach  (2,  6) 

(3,  a)  . . .     f^  =  fj  =  ...  =  fy_,  =  0, 

eine  Eigenschaft,  welche  allen  diesen  N  einen  bestimmten  Charakter  giebt, 
und  gestattet,  die  N  bei  Entwickelungen  von  Functionen  in  ähn- 
licher Art  zu  verwenden,  wie  -es  bei  den  trigonometrischen  Func- 
tionen der  Vielfachen  von  x  oder  den  Kugelfunctionen  von  x 
geschieht.  So  findet  man  z.  R.  hieraus  durch  das  Verfahren,  welches  Jacobi 
bei  den  Kugelfunctionen  anwendet  (§  67),  dass  Ny  die  Form  haben  muss 

w*enn  x(x)  eine  Function  bezeichnet,  die  für  x  =  a  und  x  =  ß  endlich  bleibt. 
Zerlegt    man   N  in    das    Produkt   zweier   ganzen  Functionen    L  und  M, 
setzt  man  also 

Ny  =  L.M,     M  =  a^+a^x-\ \-af,x^,    /m  <  v, 

so  zeigt  man  auf  folgende  Art,  dass  L  zwischen  x  =  a  und  x  =  ß  sein 
Zeichen  wecliselt:   Man  hat 

MNf(x)dx  =  aX  +  <iihi |-ö/-V  =  ^' 

a 

das  Integral,  dessen  Element  aus  dem  Produkte  von  L  und  der  positiven 
Function  f{x),M.M  besteht,  kann  aber  nicht  verschwinden,  wenn  nicht  L 
sein  Zeichen  zwischen  x  =  a  und  x  =■  ß  ändert. 

Alle  reelle  Wurzeln  von  iV(ir)'=  0  liegen  zwischen  a  und  ß. 
(Man  denke  sich  a  <i  ß).  Da  die  Function  f{i)  von  z  gleich  a  bis  ß  sein 
Zeichen  nicht  ändert,  aber  q)(x)  =  {X'-z^),.,{x — Zy)  im  Integrale  (1,  ä)  ein 
festes  Zeichen  erhält  sobald  x^  ß  oder  x  <I  or>  so  kann  N  niur  für  ein  zwi- 
schen den  Greazen  liegendes  x  verschwinden. 

Alle  y  Wurzeln  von  Ny{x)  =  0  sind  reell  und  ungleich.  Wären 
imaginäre  oder  gleiche,  daher  wenigstens  zwei  gleiche,  vorhanden,  so  gäbe  es 
einen  Faktor  L  von  N,  der  sein  Zeichen  von  x  =  a  bis  x  =  ß  nicht  ändert. 

Nach  einem  bekannten  Satze  findet  dasselbe  für  alle  Differentialquotienten 
von  N  statt,  die  sich  übrigens  durch  ähnliche  Integrale  wie  dieses  selbst  «us- 

19* 
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drücken  lassen.     Berücksichtigt  man,  dass 

tl>'{x)  =  tf,{x)(-J-^   4-...  +  -?---). 


sn  liat   man 


S  =  \r^'^lfi^.)-n^r)d:,..M,. 


Da  dieser  Ausdruck  für  x  =  -{-  oc  dasselbe  Zeichen  wie  für  x  =^  ß, 
fiir  X  =  —  CO  wie  für  x  =  a  besitzt,  so  folgt  hieraus,  dass  JV,  Ton  x  =  ß 
bLs  oc  immer  zunimmt,  von  x  =  —  oc  bis  a  aber  immer  zu-  oder  abnimmt 
je  nachdem  v  ungerade  oder  gerade  ist.     Z.  B.  für  f{x)  =^  1   wird 

von  X  =  i   bis  oc,  und  von  — 1   bis  —  oc  zunehmen. 
(f)  Aus  den  Gleichungen  (3,  a)  folgt  sofort,  dass 

rß 
(4)...    y    N^{x)Nr{x)f{x)dx  =  0 


a 


sobald  ju  und  v  verschiedene  ganze  Zahlen  bezeichnen;  für  /i  =  y  ist  das 
Integral  sicher  nicht  Null,  sondern  eine  positive  Constante  die  tOy  heisse.  Setzt 
man  iVd  =  1,  so  ist  auch  der  Index  0  nicht  ausgeschlossen. 

Lässt  sich  eine  Function  g>{x)  in  eine  Bei  he  entwickeln,  welche  nach 
solchen  Functionen  N  fortschreitet 

(p{x)  =  2;arNy{x), 

so  kann  man  daher  die  Constanten  a  durcli  die  Gleichimg  bestimmen 

l     /*ß  Pß 

(5)       .    .     .  /         ff(x)Vy{x)f{x)AX   =    tty,  Ctfy    =    /        (Ny{x)yf{x)dx. 

a  a 

(g)  Wenn  die  Function  f(x)  vorliegt,  so  ist  der  Kettenbnich  ein  bestimmter, 
und  die  Ny  sind  für  jeden  (irad  v  ganz  bestimmte  Functionen.  Daher  lisst 
sich  jede  ganze  Potenz  x^  nach  den  Ny  entwickeln  und  daher  auch  jede  Function 
g)(x),  die  eine  Potenzreihe  giebt,  freilich  die  Convergenz  no€h  vorausgesetzt. 
Ein  besonderes  Interesse  wird  die  Entwickelung  von  (y — x^~^  in  Anspruch 
nehmen,  welche  mit  Hülfe  des  Satzes  von  Cauchy  die  Grundlage  der  Ent- 
wickelung von  behebigen  Functionen  bildet.  Bestimmt  man  nach  (5)  mit  Hülfe 
von  (2,  6)  die  Coeflicienten  dieser  Beihe,  so  entsteht 

(5.  a)...     — *--  =  1  -?-  Ny(x)R,(s), 
y — X  •    ,.^1)  (Oy 

so  dass  hier  die  R  ebenso  neben  die  N  treten,  wie  in  (11)  die  Q 
neben  die  P,  also  die  Bolle  der  Functionen  zweiter  Art  für  die  N  spielen. 

Man  kann  die  Entwickelung  (5,  d)  nach  der  Methode  des  §  45  unter- 
suchen, imd  findet  dann  ein  ganz  ähnlidies  Resultat  wie  das,  welches  sich  dort 
auf  die  Kugel functionen  l»ezog.  Es  sei,  um  dies  genau  anzugeben,  hier  Ny(x)^ 
der  Näheiiingsnenner  des  Kettenlirudis  für  a  im  §  6,  genau  mit  der  Constanten 
versehen  die  ihm  zukommt  damit 

Nu   =1.  Nl    =    i„  Ny    =    lyNy^l  —  Nr^7 

sei.    Die  Functionen  ersten  Grades  X  haben  die  Form  ky  =  Oy  x '\'  by.    Aladann 
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fiodel  luan  durch  ein  Verfahren  wie  S.  197 


y  —  x        o  ^^  11  — X 

Die  Function  iVy  ist  nach  x  vom  v***",  Ry(y)  nach  y  vom  —  (y  +  1)***" 
tirade.  Sobald  das  abzuziehende  Reslglied  auf  der  Rechten,  dessen  Bestaud- 
tlieile  iVund  R  man  mit  Hülfe  von  (1,  a)  und  (2,  6)  findet,  mit  waclisendem 
y  zu  Null  convergirl,  gilt  die  Gleichung  (5,  d)  und  es  ist  Wy  gleich  der  Con- 
sUnten  1  :  a,.. 

(A)  Der  Kettenbruch  a  gab  uns  Näherungsnenner  eines  jeden  Grades, 
welche  der  Gleichung  (4)  genügen.  Umgekehrt,  genügen  ganze  Functionen 
Jiy  jeden  Grades  v  verbunden  mit  einer  Function  f(x)  der  Glei- 
chung (4),  so  folgt  daraus  zunächst  das  System  der  Gleichungen  (3,  a),  und 
hieraus,  dass  diese  ganzen  Functionen  die  Näherungsnenner  des 
kettenbruchs  von  a  in  (1)  sind. 

Ein  erstes  einfaches  Beispiel  zieht  man  aus  der  bekannten  Glei- 
chung (/i  und  V  sind  verschiedene  ganze  positive  Zahlen) 

I     cos  fiq)  cos  v(pd(p  =  0. 
•- 

0 

Macht  man  cosg>  =  x  und  setzt 

wodurch  iV^(j;)  =  cosy^,  so  hat  man  daher, 

_i  yl  — a?* 

Vergleicht  man  dies  mit  (4)  und  setzt  dazu 

a=-l,     ß=\.     f(x)=     -"-  -  , 

\\—x* 

so  folgt,  dass  der  v^*'  Näherungsnenner  des  Ketlcubruchs 

gleich  ist  jener  obenstehenden  Function  iV,.(x).    Ferner  findet  man  für  den  Rest 

Ry  —  I    — -^--    =   - :--- (x  -\x'—\ y 

J       X — cosg>         |/j.« 1   ^  ^ 

und  endlich,  nach  (5,  a)  die  Gleichung 

1  _        2  «  co^vff 


y-CifS(p  yy«_,  (y^,^^.^!)^ 

Ein  zweites  Beispiel  erhält  man  durrh  Entwickelunj.'  einer  Function 
von  II  statt  nach  («osinus  der  Vielfachen  von  ?i,  d.  i.  nach  ganzen  Functionen 
von  X  =  cosM,  nach  ganzen  Functionen  N  von  x  =  sin  am  m.     Man  setze 

f(x)  =  — __^z-   ~: ^   ,        O  =.  0,       ß==i, 
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und  liudet  gcei^Micle  ganze  Functionen  in  den  Nennern  A'  des  Ketteubniclis  für 

dz 


=/■ — 

*^       (x i 


sie  sind  bcstimnil  durch  die  Eigenschaft,  dass 


/'*                                    dx  /•A' 

JV^(j)JV,.(a?)-p:r--T-r-y- -  =  /     iV^(sinainti)iV,.(sinaniti)df<  =  0. 

(i)  Diese  Nenner  A^  sollen  nun  näher  untersudit  und  mit  den  dazu  ge- 
hörenden R  in  ähnlicher  Arl  verbunden  werden  wie  die  P  mit  den  Q.  Damit 
man  das  Folgende  bequemer  auf  AbeTsche  Integrale  übertragen  kann,  handeln 
wir  besser  über  den  Kettenbruch  für 


=.,     v;(5)  =  5(3— a)(5— /J), 


_  p dz_ 

wo  OL  und  ß  reell  und  0  <C  a  <[  /?  sein  mögen. 

Zuerst  wird  dir  Form  betrachtet,  die  A  dadurch  erhält,  dass  es  dem  (ifl 
erwälmten  System  liuearer  Gleichungen  genügen  muss.     Setzt  mau  dazu 


SO  sind  sämmtliche  Cy  homogene  lineare  Functionen  von  e^  und  e,  (d.  h. 
ßy  z=  a€^  +  6fi,).  Da  nun  //  in  (1,  a)  eine  homogene  Function  von  3,,  ...  Zy 
ist,  so  wird  Ny  eine  sidche  von  e^,  €^f  etc.     Z.  B.  findet  man 

Dividirl  man  AV  durch  (£„)*"  ohne  jedoch  für  das  eulstehende  A^  eine  andere 
Bezeichnung  einzuführen,  so  findet  man: 

Die  Function  Ny  ist  eine  ganze  Function  y'**"  (irades  nicht  nur  von  jr, 
somlern  auch  von  </,  und  enthält  keine  andere  Irrationalität  als  diese,  wenn 
man  die  (loefticii'nten  a-\-ß  und  aß  als  rational  betrachtet,  welche  in  den 
Reductionsformeln  vorkomm(>n,  die  €y  durch  e^  und  e^   ausdrücken. 

Zweitens  bringen  wir  A  mit  einer  Dillcrentialgleich.  zweiter  (Ordnung 
in  Verbindung.  Dazu  dividirt  mau  (2)  durch  Ny  und  erhält,  wenn  luau  zur 
Abkürzung  die  Indices  fortlässt 

^^  N     J     (x--)]V(x)         A 

Für  das  ganze  elliptische  Integral  dritter  Gattung  kann  man  ein  elliptisches 
Integral  erster  und  zweiter  Gattung  setzen,  nämlicli 


1         rax  —  b 


dx. 


wo  a  und  6  bekannt  sind  (a  =  4  £»  6  =  j  £j)>  während  ihr  Werth  hier  nicht 

in  Betracht  kommt.    Setzt  man  in  dies  (6)  ein.  multiplicirt  mit  }^lp(x^  uuti  dilTe- 
rentiirt  nach  x,  so  entsteht 


ax'-b         d    /Z\^ 


_J_fZj[ip{x)\_    d    /ÄlV(a;)\ 
dx\       N"~  J^   dx\N       /• 
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Mulliplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  N^.^xfj(x),  so  kann  die  rechte  Seite 
der  dadurch  entstehenden  Gleichung  keine  liöhere  Potenz  von  x  als  dir  erste 
cDthalten;  diese  kann  aber  auch  nicht  fehlen.     Denn  R  ist  iiena^u  vom  (trade 

— »  — 1  und  keinem  niedrigeren,  N  vom  v'^"  und  ^ip  vom  lirade  ^.  Die 
Unke  Seite  wird  offenbar  eine  ganze  Function,  also  eine  solche  vom  ersten 
Grade.  Bezeichnen  c  und  y  Gonstante,  von  denen  die  erste  nicht  Null  ist,  so 
hat  die  rechte  Seite  die  Form  c(x — y)  und  man  erhält 


Da  R  sidi  durch  elliptische  Integrale  der  beiden  ersten  Gattungen  aus- 
drncken  lässt,  also  nicht  logarithmisch  unendlich  wird,  so  muss  bei  dem  Integral 
auf  der  Rechten  dasselbe  stattfinden.  Eine  von  den  (sämmtlich  reellen  und  un- 
gleichen) Wurzeln  der  Gleichung  iV  =  0  sei  r;  sie  ist  unuu)glicii  gleich  y, 
weil  sonst  x  —  y :  N^  gehoben  im  Nenner  den  eiufachen  Faktor  x — y  grbeu, 
das  Integral  also  logarithniiscli  unendlich  werden  wnrd(\  Zerlegt  man  nun 
X — y :  ?i^  in  Partialbrüche,  so  wird  der  auf  r  bezügliche  Theil 

(a;-.r)'    ^   (x—r)  ' 
y\o  A  und  B  die  VVerthe  besitzen 

_     r— y  n  _  JV^lr)— (r— y)JVV) 

^  ■"   (iV'(r))'  '     ^  -  ■  (JV'(r))* 

Da  nach  bekannten  Reductioiisformeln  erhallen  wird 

J  (a:-r)V^xy  ""  ""  *  ip(r)J  '(^—'r)]~yj(x)       *  ^0')^^  fifj'ix) 

1       r  xdx   _      vV(i) 

so  muss,  wenn  in 

der   logarithmischt^  Theil  ausfallen  soll,   B'^(f) — \Ay\i*{f)   Null  sein,   oder 
wenn  man  für  A  und  R  ihre  Werthe  einsetzt,  die  fileichung  stattfiudeu 

2[(r— y)iV"(r)— iV'(r)]i/;(r)  +  (r  — y)i/;'(r)jV(r)  =  0. 

Die  linke  Seite  ist  eine  ganze  Function  von  r  des  firades  y-{-2;   soll  sie  für 
alle  Wurzeln  von  JV  =  0  verscliwinden,  so  muss 

durch  A'(x)  theilbar  sein,  und  einen  Quotienten  zweiten  Grades  geben,  der  offenbar 
die  Form  hat  v(^v — V)x^  —  hx — a.     Die  gewonnenen  Resultate  geben  den 

I.  Satz:  Der  y***  Näherungsnenner  des  ketteubruchs  für 
ist  erstens  eine  ganze  Function  von  g,  wo 
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dx 


/•«    xdx       p 

4    iW)  '< 


=  g :  1. 


zweitens  aiirli  eine  ganze  Function  >»*<*"  Grades  nach  x,  welche 
iler  (ileichung  i^^cnügl 

(7)  ...     2a;(ir— a)(a?— /?)(a;  — y)rf'JV+f(x— y)l//(aT)-2i/;(d;)ldA'dx 

+ 1  a  +  bx—  vQlv  -  1).t']  Ndx*  =  0, 

wenn  a,  6.  y  (iOnstante  hczcichnen,  von  denen  die  letzte,  für  x  ge- 
setzt, JV  niclit  zu  Null  macht.  N  enthält  ausser  a  und  ß  keine  andere  Irratio- 
nalität als  q. 

Im  4.  Kapitel  des  III.  Theiles  beweise  ich  einen  allgemeinen  ^tz,  nach 
welchem  für  ein  festgehaltenes  y  die  a  und  6  als  Wurzeln  von  zwei  alge- 
braischen (flcichungen  dadurch  bestimmt  sind,  dass  die  Lösung  N  eine  ganze 
Function  von  x  sein  soll,  und  zeige  femer,  dass  es  im  allgemeinen' j^(y-|-l  )(y-{- 2) 
solcher  ganzen  Functionen  giebt. 

Das  Produkt  einer  zweiten  (lir  j:  =  X5  verschwindenden  Lösung  von  (7) 
und  von  x^'"^  bleibt  nach  bekannten  Sätzen  endlich;  diese  ergiebt  sich  nach 
Anwendung  der  Methode,  welche  im  §  26  als  AbeTsche  bezeichnet  wunle,  aus 
der  ersten  N  durch  die  Formel 

(x—y)dx 


J     AT« 


i%p{x) 

und  man  -erhält  daher  den 

II.  Satz:    Die   zweite   im  Unendlichen   verschwindende  Lösung 

von  (7)  ist  '^xlJ(x).Ry(x),  wenn  Ry  den  durch  (2)  definirten  Rest 
des  Kettenbruciis  a  vorstellt.  Es  verhalten  sich  also  N  und  R  auch  in 
Bezug  auf  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ähnhch  zu  einander  wie 
die  Kugelfunclionen  erster  und  zweiter  Art. 

Da  man  eine  Lösung  von  (7),  welche  eine  ganze  Function  vom  y'*""  Grade 
und  eine  zweite  vom  Grade  J^  —  v  immer  erhält,  welchen  VVerth  man  auch 
y  ertheilt,  so  wird  y  gewiss  nicht  durch  die  Gleichung  (7)  allein  bestimmt. 
Die  noth wendigen  Bedingungen  zur  Bestimnmng  von  y  fehlen  übrigens  nicht, 
und  man  kann  dazu  die  Gleichungen  (3)  verwenden.  Der  Werlh  desjenig^ 
y,  welches  den  Näiierungsnemicr  vcrschalTl,  muss  derartig  beschafTen  sein,  dass, 
obgleidi  a  und  b  Wurzeln  von  Gleichungen  höherer  Grade  sind,  dennoch  die 
Lösung  N  nur  a,  ß,  q  als  Irrationalitäten  enthält.  Die  Erforschung  der  näheren 
Umstände,  welche  hierbei  mitwirken,  würde  die  Theorie  der  Diflerentialglei- 
chungen,  deren  eine  Lösung  eine  ganze  Function  ist,  bereichern. 

Qi)  Noch  bei  einer  andern  Untersuchung  spielen  die  Nenner  fiy  eine  be- 
deutende Rolle,  nämlich  wo  es  sich  um  die  Berechnung  eines  bestimmten 
Integrals  durch  Annäherung  handelt.    Im  zweiten  Bande  wird  über  die  Methode 

%(x)dx   durch   ^Vn- 

— i 
näherung    für    den   Fall    zu   linden ,    <lass  x(x)  zwischen  —  1    und  1   endlich 
bleibt.    Er  interpolirt  dazu  (M.  vergl.  §  7  S.  22)  aus  v  Abscissen,  welche  die 

Wurzeln  der  Gleichung  P*^(x)  =  0  sind,  oder  wie  man  sich  jetzt  ausdnicken 
kann,  die  Wur/.eln  der  Gleichung  JV,.(x)  =  0,  wenn  N  sich  auf  den  Kettcnbrudi 
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=/4 


r 


a 

a 

für  a  =  — \,  ß  =1  i,  f(fi)  =  1  heziehl.  Die  vorlheilliaftc  Verwendimg  für 
die  Quadratur  berulit  darauf,  dass 

►1 
x-''P\x)dx  =  0, 

—1 
wcDD  ^  <  V.     Die  Verallgeineinerting  dieser  M<>lliode,    wie   sie  sich  aus   der 
vorstehenden  Culersuchuug  wegen  (3,  d)  ergioht,  hestehl  darin,  dass  man  zur 
näiierungsweisen  Berechnung  eines  lulcgrals 

wiirin  x(x)  endlich  bieihl,  gleichfalls  die  v  Ahscissen  verwendet,  welche  die 
Wurzeln  der  Gleichung  Ny(x)  =  0  sind,  wenn  v  sich  aber  auf  den  obigen 
allgemeinen  Kettenbruch  a  bezieht.  Im  speciellon  Fall  folgl  aus  §  h,  (hiss  für 
/■(ar)  =  (a;*— 1)-J,  «  =  — 1  ,  /J  ==  I  der  Xenner  JV^  gleich  cos(varccosa:) 
wird  und  dass  daher,  wie  bereits  im  §  7  angegeben  wurde,  bei  der  Berechnung 
des  Integrals  als  für  die  Interpolation  vortheilhaf teste  Ahscissen  die  v  Grössen 

cos  —  ,     cos  — -  ,     .  .  . ,     cos(2y  —  1) - 


/ 


gewählt   werden  müssen. 


Anhang. 

§  69.  Die  Kiigolfunctionen  wurden  im  §  4  dadurch  eingeführt, 
dasß  man  die  Reciproko  einer  Quadratwurzel  nach  Potenzen  von 
a  entwickelte.  Zum  Schluss  hoII  hier  noch  kurz  über  den  allge- 
meineren Ausdruck 

(49)...     (l-2ax  +  d'y 
gehandelt  werden. 

Man  kann  ihn  unter  denselben  Bedingungen  wie  im  Falle  n  =  ^ 
in  eine  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  a  geordnete  Reihe 
entwickeln,  und  zwar  setze  man ,  indem  man  b«ich  wie  im  §  4  des 
Buchstabens  T  bedient, 

(49,  ci)  ...     Tn  ^IJa^a^^x), 
und  findet  dann  für  C  die  endliche  Reihe 

(49,6)...  CC^)(.)=(2.)^  5^;')^,^  <-  |.  -r  >  1-«-^  ^) 
Diese  Reihe  lässt  sich  nach  (24)  durch  einen  vielfachen  Diffe- 
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rentialquotienten  nach  x  darstellen.  Um  (lies  möglichst  einfach 
zu  thun,  stelle  man  C  durch  eine  nach  Potenzen  von  u  =  i(l— ^) 
aufsteigende  Reihe  dar,  zu  welcher  man  leicht  gelangen  kann,  wenn 
man  sogleich  in  T  die  Transformation 

vornimmt,  und  weiter  wie  bei  der  ähnlichen  Entwickelung  im  §5 
verfahrt.    Dadurch  erhält  man 

(49,  c)  . . .     C^(x)  =  -^g^J~^)  f  (-  .,  .  +  2i#,  n  +  i,  n) 

und  schliesslich  nach  (24) 

(49,  c/)  ...     (x'-iy-ia'\x) 
^  ,,,.  /7(/.+ V -1)72(2/1 +  V-1)    d^   .  ,_ix,,..i 
"    nvn(n-l)nl2v  +  2n—l)dx^^        ^ 
Die  Gleichheit  von  (49,  6)  und  C  folgt  übrigens  auch  sofort  aus  der 
Formel,  die  Herr  Kummer  im  15.  Bande  des  Crelle*schen  Jonmals 
S.  78,  §  19  No.  55  augegeben  hat 

^(,«,  /^,— 2  .- .  V  -  (1-^")     %  2  '  "2" ' 2 '4i»'~4i*+l> 

woraus  sich  ergiebt 

F(^.,H-2;i,H-i,'0-^*K-T'   t''  "^'^'  *~"^0- 

Man  hat  dann  nur  noch  die  Formel  (21)  des  §  11  daselbst  anzu- 
wenden, die  sich  in 

verwandelt,  weil  darin /l  wegen  des  unendlichen /r(a  —  l)/ZO?—l) 
verschwindet. 

Versieht  man  auch  das  Tn  entsprechende  C  mit  dem  gleichen 
untern  Index  n,  so  hat  man 

dT,  =  2naTn,^  idx,     Ja«  rfCi'^  =-  2ficte  Ja»^+'Cl;\ 

yr-A)  yz.  0 

und  hieraus 

2nCf;:,-'^'Ux  =  d&:\ 
so  dass  man  die  zu  w  +  1  gehörenden  Functionen  C  durch 
Differentiation  der  niederen   nämlich    zu   n  gehörenden 
erhält. 

Die  C  genügen  einer  ähnlichen  Differentialgleichung  wie  die 
P  nämlich 
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(l'-x')d'C''-(2v  +  l)xdC'dx-\-  v(v  +  2n)C'dx'  ^  0, 
80  dass  man  auch  die  Sätze  ftlr  die  C  erhält,  deren  man  sich  zur 
Bestimmung  der  Goefßcienten  bei  Ent\viekelungen  nach  C  zu  be- 
dienen hat,  nämlich  dass 


/ 


1 


cc^i-xy-hdx^zo 

u.  dgl.    M.  vergl.  die  Arbeit  von  Jacobi  im  iyi\  Baude  von  Bor- 

chardt's  Journal  §6. 

Unter  den  verschiedenen  Werthen,  welche  n  erhalten  kann, 

hebe  ich  im  §  124  zwei  besondere  Fälle  hervor,  welche  den  C  den 

Charakter  von  Kugetfunctionen  verleihen;  in  dem  ersten  Falle  ist 

n  die  Hälfte  einer  ungeraden  Zahl  n  =  p-\-  j,  im  zweiten  eine  ganze 

Zahl  p.    Nach  der  obigen  Bemerkung  werden  alle  Functionen  C 

im  ersten  Falle  durch  Differentiation  der  für  w  =  J  auftretenden, 

der  Kugelfunctionen  gewonnen.   Im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst 

für  p  =  1 

^,        8in(i'+i)Ö 

und  erhält  Cp  durch  üiff'erentiation  dieser  einfachen  Function.  Die 
fertige  Formel  findet  man  aus  (49,  d)  für  w  =/i-j-j  oder  n  =  p. 
Da  im  III.  Theile  nur  diese  beiden  Fälle  zu  berttcksichtigen  sind, 
bediene  ich  mich  dort  keines  neuen  Buchstaben  C  zur  Bezeichnung, 
sondern  nenne  die  aus  der  — KP""!)'*""  Potenz  entsprin- 
genden Functionen  C  Kugelfunctionen  p**""  Ordnung,  so 
dass  die  eigentlichen  Kugelfiiuctiouen  die  zweite  Ordnung  erhalten, 

und  vertausche  in  diesem  Sinne  das  Zeichen  Ci''\x)  mit  i^*'^(2«+l,  x). 
Den  Functionen,  die  aus  der  Entwickelung  von  -  log(l— 'iaaj  +  a*) 
entstehen,  welches  gleich  ist 

2^    -  cosv^,    (x  =  cosÖ), 

kann  man  im  Zusammenhange  die  Ordnung  1  ertheilen. 

Die  Function  T„  entwickelt  Gauss  in  seiner  Abhandlung  über 
die  hypergeometrische  Reihe  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  ö; 
man  setzt  nach  Gauss 

(a^+b'— 2  ab  cos  (p)-"  =  22!'AyC0svq) 
und  findet 

n(n  +  v-l)   _,_,.,/ ,     6^ 


A.== 
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oder  auch 

schliesslich  die  zwei  Gleichungen 

Hansen  erwähnt  eine  Entwickelung*)  von  A  nach  Potenzen  von 
a 

über  die  numerische  Berechnung  der  A  ausser  der  Mec.  c61.  und  den 
Exercices  noch  das  Habilitationsprogramm  desHerm  Scheibner**). 
§  70.     Die  Function  • 


,  ,  .,  ,  die  er  flir  den  Fall  v  =  ^  ausführt.    Endlich  vergleiche  man 


Vi— 2acos(?  +  a' 
genügt  nach  8.  47  einer  partiellen  Differentialgleichung 

smc/  d0\  öOy  da 

Setzt  man  in  derselben 


V  a  \2  y^cos  it] — cos  0 

so  wird  daher 

Bei  Aufgaben  über  die  Anziehung  der  Kugel  treten  die  Kugel- 
functionen  auf;  bei  entsprechenden  über  die  Kegel  oder  linsen- 
förmige Körper  treten  an  ihre  Stelle  die  Integrale  dieser  DiflFe- 
rentialgleich.;  Herr  Mehler***)  führt  sie  als  Kegelfunctionen 
ein.  Sie  entstehen  bei  der  Entwickelung  von  %  durch  das  Fourier'- 
sche  Doppelintegral,  aus  dem  Herr  M.  unmittelbar  erhält 

^^^  ^       1 2(co8ai  — cosö) 

Das  innere  Integral  nach  a  ist  eine  Lösung  v  der  Differentialgleichung 

*)  Entwickelung  der  negativen  und  ungeraden  Potenzen  der  Quadratwurzel  etc. 
§  III.,  No.  43. 

**)  Ucbcr  die  Berechnung  einer  Gattung  von  Functionen,  welche  bei  der  Ent- 
wickelung der  iStörungtifunction  erscheinen.     Gotha,   1853. 

***)  Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  G8  :  Ucber  die  Vertheiluug  der  statiüchen 
Elektricität  etc.  und  Uebcr  eine  mit  den  Kugel-  und  Cylinderfunctionen  verwandte 
Function  etc.     Programm.     Elbing  1870. 
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(6)  ...    d^v  +  coimgdded0—(fi'  +  i)edO'  =  o, 
wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  (a)  mit  cos^rjdfi  multiplicirt 
und  nach  ju  von  0  bis  oo  integrirt.    Da  (6)  sich  nicht  verändert, 
wenn  man  0  mit  n  —  d  vertauscht,   so  hat  man  zwei  Integrale 

der  Gleichung  (6),  oder,  wenn  man  cosö  d.  i.  die  positive  ]/cos'(^ 
durch  X  ersetzt,  der  Gleichung 

(f)  . . .    (l—x^d'v—2xdvdx—(ji'+l)vdx'  =  0, 
nämlich  die  Kegelfunctionen 

(c) . . .  Ä(/')(x) = ---^?''*^*  r  --^^-^^«^^  _ , 

^       -f,       V2(co8ot-f  aj) 
Si\^\x)=-  —  /         

Die  erste  fllr  jedes  x^  endliche  Function  würde  eine  Function  der 
ersten  Art,  die  zweite  für  x  =  1  unendliche  der  zweiten  Art  sein. 
Die  Constante  hat  Herr  Mehl  er  in  (c)  so  gewählt,  dass  Ä(l) 
gleich  1  ist. 

Derselbe  giebt  der  Kegelfunction  erster  Art  verschiedene 
Formen;  er  findet,  dass  K  eine  Kugelfunction  mit  imaginäreui 
Stellenzeiger  n  »ei,  nämlich  dass  man  habe  « 

(d)  ...     St"(x)  =  f-H/'«(x)  =  A_   /"(rr  +  cos^).  |V— 1  )-*+/'» rfg). 

TV  vf 

Er  zeigt  dies  direkt,  durch  Transformation  von  (c),  indem  er  zwei 
Fälle  unterscheidet,  den  Fall  des  reellen  und  des  rein  imaginären  0. 
Im  ersten  verwandelt  er  /ir(cosö)  in  die  hypergeometriche  Reihe  (6) 
des  §  5  filr  w  =  —  ^4-^t,  d.  h.  er  transformirt  sie  in 

^Q+it»,v  -  |Wt,  l,sin'.l^). 
In  zweiten  (j?  =  costö  gesetzt)  transformirt  er  das  Integral  direct 
in  das  Integral  auf  der  rechten  von  (rf). 

Dass  K  und  Ä  nichts  anderes  sind  als  Kugelfunctionen  erster 
und  zweiter  Art  ¥  und  Q  fllr  den  imaginären  Iudex  w  =  —i-f-it/i 
zeigt  sich  sofort  durch  die  Methode  des  §  5H,  indem  aus  der  Glei- 
chung (a)  daselbst  auf  S.  225  hervorgeht,  dass  P^"^  und  0^"^  fllr 
diesen  Werth  von  n,  statt  u>  in  (6)  gesetzt,  dieser  Differentialglei- 
chung genügen.  Eine  Reihe  von  wichtigen  Sätzen  des  IL  Theiles 
für  die  Kugelfunctionen,  z.  B.  das  Additionstheorem,  welches  dort 
entwickelt  >vird,  und  ähnliche  gelten  deshalb  auch  noch  i\lr  die 
Kegelfunctionen. 
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IL  Theil. 

Die  Kugelfunctionen  mit  mehreren  Veränderlichen. 


Erstes    KapiteL 

Entwickehiiig  der  Kugelfunctionen  erster  Art  nach 

Laplace. 

§  71.  In  der  Einleitung  wurde  gezeigt,  wie  Laplace,  aus- 
gehend von  der  Entwickelung  der  reciproken  Entfernung  T  zweier 
Punkte  im  Räume  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  a?,  y,  z  und 
a:,,  y,,  is,  zu  der  Kugelfunction  jP"(co8y)  gelangte,  deren  Argument 
GOBy  nicht  unmittelbar  gegeben  ist,  sondern  aus  den  gegebenen 
Stücken  durch  die  Glqichung  bestimmt  \vird 

(50)  ...     cosy  =  co8Öco8Ö,  +  8inÖ8inö,cos(?//  — 1^,). 
Man  führt  dazu  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  Polarcoordi- 
naten  ein,  indem  man  setzte 

(50,  a)  . . .     x  =  rcosö,  x^  =  r, cosö,, 

y  =  rsinöcosi/;,  y,  =  r,8inö,  cosi^,, 
z  =  rsinösin^,  ä,  =  r^sinö,  sini^/j. 
Wir  erinnern  an  die  Bedeutung  der  Bogen  0  und  0^^  die  zwischen 
0  bis  TT,  von  xp  und  ^|J^ ,  die  zwischen  0  bis  27i  genommen  werden, 
und  von  y.  Man  denkt  sich  um  den  Anfangspunkt  des  rechtwink- 
ligen Goordinatensystems  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  mit  dem  Ra- 
dius 1  beschrieben.  Die  vom  Mittelpunkt  nach  den  beiden  Punkten 
Xj  y,  Ä  und  x^^  y,,  s,  gezogenen  Radii  vectores  schneiden  die  Ober- 
fläche in  Punkten  )f  und  p^.  Um  auf  diese  die  Bezeichnungen  an- 
wenden zu  können,  deren  man  sich  fiir  die  Erdkugel  bedient,  werde 
die  Axe  der  X  als  Axe  der  Kugel  betrachtet,  ihre  positive  Seite 
sei  die  nördliche,  die  Ebene  YZ  die  des  Aequators,  die  Ebene  XY 
der  erste  Meridian  und  die  (geographische)  Länge  der  Axe  Z  gleich 
90^  Dann  sind  6  und  0^  die  sphärischen  Abstände  der  Punkte 
:p  und  :p,  vom  Nordpol,  xfj  und  t^,  ihre  (geographischen)  Längen, 
während  y  ihre  auf  dem  Hauptkreise  gemessene  Entfernung  be- 
zeichnet. 

Man  hat 
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7-'  =  ^(x-x,yT(y-y,y-\-  (a-s,)'; 
hieraus  ergiebt  sich 

folglich  die  partielle  Differentialgleichung 

(50,  6)  . . .     5-,-  +  ^  +  ^- ,  =  0. 

Durch  die  Einführung  der  Polarcoordinaten  erhält  man  mit  La- 
place*)  die  Gleichungen,  welche  in  der  Lehre  von  der  Anziehung 
fundamental  sind 

(50,  c)  ...     r-i  =  (/r'-2rr,cosy  +  rJ, 

Man  hat  verschiedene  Methoden  um  (50,  6)  in  (50,  d)  zu  Iransforniiren. 

1)  Sollen  ganz  allgemein  in  eine  partielle  DifPerentialgleichung  mit 
den  unabhängigen  Veränderlichen  rr,  y,  z,  und  d(T  abhängigen  V  drei  neue 
Veränderliche  il,  ju,  v  durch  Gleichungen 

X  =  /"(i,  iiy  v),     y  =  9)(i.  jM.  v).     5  =  x(i»  i"»  v) 
eingeführt  werden,  so  sucht  man  zunächst  die  DifTercntialquotienten  von  X,  ju, 
V  nach  rr,  diese  so  genommen,  dass  zu  gleicher  Zeil  y  und  z  coustant  bleiben, 
also  so  dass  die  drei  Gleichungen 

0  =  (p'(X)dX  ^-  fp'(n)dn  +  {i>'(y)dv, 

0=  x'W<9i+x'0')ö^  +  X'(»')ö»' 
zugleich    stattfinden.     Durch    Auflösung   derselben   erhält    mau    die  gesuchten 
Werlhe  für 

dX  d^  dv 

"ö^'        ÖjT'       ~d~x' 

und  durch  zwei  ähnliche  Systeme  von  je  drei  (ileichungen  die  DifPerential- 
quotienten  von  X,  ^,  v,  nach  y  und  «,  diese  so  genommen,  dass  x  und  s, 
resp.  X  und  y  constant  bleiben. 

In  einigen  Fällen  ist  es  bequemer,  diese  neun  Diircrentinlquotienten  dadurch 
aufzusuchen,  dass  man  nach  A,  ^,  v  auflöst,  also  jede  von  diesen  Grössen  oder 
wenigstens  Functionen  von  je  einer  derselben  durch  x,  y,  z  ausdrückt.  Z.  B. 
kann  man  in  dem  hier  vorliegenden  speciellen  Falle  statt  der  Substitution  (50) 
die  folgende  verwenden: 

X  y 

Aus  derselben  ergeben  sich  für  die  neun  Diflerentialquolienten  die  Werthe 


*)    Memoiren  der  Pariser  Akademie  v.   1782,  S.  135:    il  est  facile  de  s'assnrer 
par  la  diffi^reDciation  etc. 
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dr 
dx 


=  cosö, 


II.  Theil.     Erstes  Kapitel. 

i 

dO              sin^^ 
dx                r 

dx 

dß         cos  ^  cos  i// 
dy    "          r         ' 

difß             sini/; 
dy              ramO 

dO         cos  6^8  IUI// 
dz               r 

dxfj         costp 
dz         rsind 

-■—  =  sin  ^  cos  1/;, 

dy  .      ^ 

dr  n  •    , 

-yr—  =  .Sin  asm)//, 

dz  ^ 

Um  irgend  eine  pflriiellc  DifTercntialgleichung  —  ich  beschränke  mich 
der  Kürze  des  Ausdrucks  wegen  auf  den  Fall  einer  linearen  zweiter  Ordnung 
mit  drei  unabhängigen  Variabein  x,  y,  z  —  hat  man  durch  eine  neue  Diffe- 
rentiation aus  den  neun  ersten  DifTerentialquotienten  die  neun  zweiten  nach  je 
einer  der  Veränderlichen  x,  y,  z,  und  die  neun  nach  je  zweien  derselben  zu 
nehmen.     Schliesslich  sind  diese  27  Werthe  einzusetzen  in 

dV  ^d^^dX       dV    d^i        dV    dv 
dx         dl     dx       d(i     dx        dv     dx  * 
ä'V  _d^  fdl\\    d'V  fdfiV      d^  /dp\ 

dx'  "  dv^dxJ^  dfi'\dxy^  dv'  \dxy 

,    ,  d'V    diti  dv  ^   ^  d'V    dv   dl  ^  ^  d'V    dl  dfi 
dfidv  dx  dx         dvdl  dx  dx         dldfi  dx   dx 

dV  d'l      dV^  :^v  ,  _öK  ÖV 

"^  dl    dx'  +  dfi    dx'  +  dv    dx' ' 

sow^ie  in  die  ähnlichen  sieben  Ausdrücke,  welche  sich  auf  y.  z  oder  die  Com- 
binationen  xy,  yz,  xz;  beziehen.  Dieses  mühsame  Verfahren  wandte  man 
auch  auf  die  specielle  Diflerenlialgleich.  an,  welche  hier  vorliegt 

bei  der  es  sich  allerdings  durch  den  Wegfall  einiger  Glieder  vereinfacht,  und 
erhielt  so  (50,  d),  wenn  man  darin  T  in   F  verwandelt. 

2)  Jacobi  hat  für  die  Transformation  speciell  des  Ausdrucks  auf 
der  Linken  von  (a),  aber  in  beliebige  Coordinaten  jl,  fi,  y  eine  ein- 
fache Methode  (in  seiner  Abhandlung:  Ueber  eine  partikuläre  Lösung  der  par- 
tiellen DifTerentialgleich.  etc.  Crelle^s  Joum.  f.  Math.  Bd.  36,  S.  113—134) 
angegeben,  welche  mit  der  Art  zusammenhängt,  auf  welche  man  das  lla- 
mil tonische  Integral  zur  Transformation  der  Rewegungsgleichungen  in  die 
zweite  Lag  ränge  \sche  Form  verwendet.  Die  Metliode  von  Jacobi  trennt 
sich  von  der  ersten  da,  wo  die  neun  ersten  DifTerentialquotienten  gebildet  sind, 
wo  also  der  mülisamste  Theil  der  Arbeit  beginnen  würde.  Durch  Einsetzen 
der  Werthe  für  die  engten  DifTerentialquotienten  findet  man 

.  oi^^'   ö^   .  o     dV   dV  ^        dV   dV 
cfÄ     av  ov     öl  dl     öfi 
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wenn    L*  M,   N,   l,  m,  n  bekannie  Functionen  von  X,  fi,  v  sind.     In  dem 
spedellen  Falle  der  Gleichungen  (50,  ä)  hat  man 

L  =  l,    M  =  — ,     iV= — 7—^*     l  =  m  =  n  =  0. 

Der  Einfacliheit  halber  nehme  ich  an,  dass  /,  m,  n,  wie  in  dem  vor- 
liegenden Falle,  Null  sind,  obgleich  die  Anwendung  der  Methode  nicht  auf 
diese  Fille  beschränkt  ist.  Man  sucht  bei  den  verschiedenen  Problemen,  bei 
denen  eine  derartige  Transformation  vorgenommen  wird,  solche  Goordinaten  X, 
/El,  y  einzufahren,  für  welche  h  m,  n  verschwinden,  weil  dadurch  die  trans- 
formirte  Diffißrentialgleichung  eine  geringere  Anzahl  von  Gliedern  erhält.  Dies 
Verhalten  lässt  eine  geometrische  Deutung  zu :  Die  Punkte  x,  y,  z,  in  welchen 
fi  einen  bestimmten  Werth  fi^  besitzt,  bilden  eine  Fläclie,  welche  eine  zweite 
Flache  in  der  v  =  Vq  in  einer  Qurve  schneidet.  Der  Cosinus  des  Winkels, 
welchen  die  in  einem  Punkte  der  Durchsclmittscurve  errichteten  Normalen  der 
beiden  Flächen,  also  diese  Flächen  selbst  mit  einander  bilden,  ist  bekanntlich 
proportional 

dfi     dv        dfi     dv        d^    dv 
+  ~5r'  rä:r  + 


dx    dx       dy     dy        dz     dz  * 

so  daas,  wenn  /  =  0,  die  Flächen  sich  orthogonal  schneiden.  Ist  auch  m  =  0 
und  n  =  0,  80  schneiden  sich  alle  drei  Flächen,  auf  welchen  it,  ju,  v  con- 
staute  Werthe  annehmen,  orthogonal,  —  also  nach  dem  Satze  von  Dupin  in 
Krümmungslinien.  Die  Goordinaten  X,  fi,  v  nennt  man  dann  orthogonale. 
Man  zeigt  leicht,  dass  die  Functionaldeterminante 

yjdx    dy     dz   _ 

^-  dl  dfi   dv  -^ 

der  Gleichung  genügt 

4 

(c)  . . .     R  = 


LMN 

Da  man  nämlich,  wie  aus  (fr)  folgt,  gesetzt  hat 

(l^)V(f)V(ty- 

und  ähnliche  Gleichungen  für  lU  und  N  bestehen,  so  wird 

dl     .        dl     .^      dx      . 


dx  dy  "'        di 

dfi  du  du 

^^  KT  ^^  uro  ^^  KT 


dx  '*      dy  ^*'       dz 

wo   die   neun  Grössen   a,  ß,  y  Goefficienten   einer   orthogonalen  Substitution 
sein  müssen,  weil  /  =  m  =  n  =  0.     Ihre  Determinante  ist  datier  1 ,  und 

Diese  Determinante  ist  aber  die  Reciproke  von  R. 

ll«io«,  Th«orie  der  Kugtlfanction«ii.    S.  Anfl.  20 
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Man  JDtegriro  nun  die  linke  Seite  von  (6)  über  einen  Raum,  die  rechte 
Seile  über  denselben,  fiibre  hier  aber  statt  x,  y,  z  die  Coordinaten  it.  fi,  v 
ein.     Alsdann  wird 

//■A[(-0+(f)V(|:)>«..a. 

=//7'[^-(f)'+«<|^)V<|;:)>a,..,. 

Variirl  man  nun  V  so,  dass  dF  an  den  Begrenzungsflächen  Null  ist,  integrirt 
dann  in  üblicher  Art  durch  Theile,  so  erhält  man  für  jede  derartige  Variation  dV 

Indem  man  auf  der  linken  Seite  für  das  Körperelement  dxdydz  seinen  Werth 
RdAdjudy  setzt,  erhält  man  auch  links  ein  Integral  nach  X»  fi,  y.  Da  dK 
eine  sogenannte  willkürliche  Variation  ist,  so  muss  der  Faktor  von  dV.dkdfidv 
auf  der  Unken  gleich  dem  auf  der  Rechten  .sein,  und  man  erhält  schliesslich 

und  in  dem  vorliegenden  speciellen  Falle  hieraus  sofort  die  Gleichung  (50,  d). 
Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  auf  die  Transformalion  des  Ausdrucks 

+  ~äti~H r 


anwenden,  in  welchem  p  Veränderlidie  in  derselben  Art  auflretoi,  wie  im 
obigen  drei.  Kann  man  für  die  |  ehensoviele  Grossen  X^,  A,,  ...  Xp  ein- 
führen von  der  BeschalTenheit,  dass 

SO  wird  der  obige  Ausdruck  mit 

y=o  dXy  >>  K    dXy^ 

vertauscht  werden  können,  wo 

n  ^  ij.  Ld^ ...  Ltp  • 

Man  wendet  diese  allgemeine  Formel  im  §  128  und  134  an.- 

Anmerk.  Die  Anwendung  dieser  Methode  setzt  erstens  voraus»  daas 
man  einer  Function  Y  solche  Variationen  geben  könne,  die  mit  ihren  ersten 
DifTerentialquotienten  an  den  Grenzen  des  Körperstücks,  über  welches  man  in- 
tegrirt.  verschwinden.  Es  genügt,  dies  für  jede  Kugel  zu  zeigen.  Hat  eine 
solche  den  Radius  k,  und  sind  a,  fr,  c  die  riH!htwinkligen  Coordinaten  ihres 
Mittelpunkts,  so  ist 
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(J  F  =  ((«  -  o)'+  (y  -  by+  (s  -  cy-  *')  • 

offenbar  eine  Variation,  welche  alle  Bedingungen  crrülll.  Zweitens  muss  man 
zeigen,  dass  aus  der  Gleichheit  der  Integrale  die  Gleichheit  der  Elemente,  also  (e), 

folgt,  oder  dass  Ä  verschwindet,  wenn  / / /AdVdkdfidv  Null  ist,  wo  A  eine 

von  dV  unabhängige  Function  von  k,  jU,  v  vorstellt.  Indem  man  jeden  Thcil  eines 
Stückes  in  welchem  Ä  etwa  nicht  Null  wäre,  also  dasselbe  Zeichen  behalten 
sollte,  zum  Innern  einer  Kugel  macht,  und  für  dF  den  obigen  Werth  setzt,  zeigt 
sich,  dass  unter  dieser  Voraussetzung  das  Integral  nicht  0  wäre,  sondern  das 
Zeichen  von  A  hätte.  Man  findet  Weiteres  über  dieses  Verfahren  in  meinen 
Arbeiten  im  1.  und  4.  Bande  der  Annalen  von  Glebsch  und  Neumann. 

3)  Ein  höclist  einfaches  Verfahren  zur  Transformation,  wiederum  nur 
der  Gleich,  (a)  und  nur  in  orthogonale  Goordinaten,  findet  man  im 
§  71  lind  resp.  §  29  der  von  Herrn  Ilattendorff  im  Jahre  1869  resp.  1876 
herausgegebenen  Vorlesungen  von  Riemann  über  partielle  Diflercnlialglei- 
chungen  etc.,  und  über  Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus.  Dies  Verfahren 
rfihrt  aber  nicht  von  Riemann  her,  sondern  ist,  wenn  nicht  früher,  jedenfalls 
schon  durch  die  Vorlesungen  über  das  Potential,  welche  Dirichlet  im  Sommer- 
semester 1856  hielt,  bekannt  geworden.  Das  Eigenthum  an  diesen  Vorlesungen 
hat  Riemann  nie  beansprucht;  er  hat  dieselben,  um  mich  der  Worte  des 
Herrn  Ha ttendorff  zu  bedienen,  nach  Dirichlet  übernommen;  dass  die  Art, 
wie  Riemann  dieselben  fortführte,  ihre  Bedeutung  erhöht  hat,  wird  Niemand 
bezweifeln.  Dem  Ruhme  Riemann*s  wird  es  aber  auch  nicht  den  geringsten 
Eintrag  thun,  dass  er  sich  dem  beherrschenden  Einflüsse,  welchen  Dirichlet*s 
Vorlesungen  auf  den  Zuhörer  ausübten,  nicht  entzogen  hat,  und  dass  z.  B.  das 
erste  von  den  genannten  Werken,  über  die  partiellen  Diff'erentialgleichungen, 
in  den  ersten  vier  Abschnitten,  bis  §  73,  in  Form,  Inhalt,  selbst  in  der  Aus- 
wahl der  Beispiele  —  den  Gylinder  übergeht  Riemann  —  abgesehen  von 
ganz  unwesentlichen  Aenderungen,  mit  dem  Gollcgienhefle  übereinstimmt,  welches 
ich  im  Wintersemester  1838 — 1839  nach  den  Vorlesungen  von  Dirichlet 
niederschrieb.  Dem  Herrn  Herausgeber,  der  diese  Vorlesungen  von  Riemann 
weiteren  Kreisen  zugänglich  gemacht  liat,  sind  wir  darum  nicht  weniger  zum 
Danke  verpflichtet.  Beide  Werke,  zumal  die  Vorlesungen  über  das  Potential, 
welche  sich  von  den  Dirichlet 'sehen  weit  entfernen,  geben  nicht  nur  ein 
grösseres  Material,  sondern  auch  eine  Fülle  neuer  Gedanken,  die  nun  aufgehört 
haben,  Besitz  einiger  wenigen  zu  sein. 

Das  dritte  Verfahren  l>eruht  auf  einem  Satze  von  Green,  welcher  durch 
die  Formel 

ausgedrückt  wird.  Das  Integral  auf  der  Linken  erstreckt  sich  über  irgend 
einen  Körperlheil,  das  auf  der  Rechten  über  alle  Elemente  ds  der  begrenzenden 
Fläche;  die  durch  dn  angedeutete  Differentiation  geschieht  nach  der  Richtung 
der  inneren  Normalen  im  Elemente  ds.  Die  Gleichung  (a)  wird  also  immer 
und  nur  erfüllt,  wenn  das  Flächenintegral  auf  der  Rechten  für  jede  Begrenzung 
verschwindet.  Indem  wir  orthogonale  Goordinaten  it,  fi,  v  einführen,  nehmen  wir 
als  Grenze seclis  Flächen,  nämlich  die  drei  durch  >l=>lo,  f,i=^fiQf  v=Vf^  gegebenen, 
wenn  jl^.  fi^,  v^  feste  VVerlhe  bezeichnen,  und  die  drei,  für  welche  k^X^-^-s, 
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fi  =  fio-\-^,  V  =  Vq-^-T],  wenn  i,  ^,  tj  unendlich  klein  sind.  Die  Kanten 
stehen  also  senkrecht  auf  einander  und  man  hat 

wenn  «fi,  Z3H*  i^^l  die  Längen  der  drei  im  Punkte  X,  /u,  v  zusammen- 
stossenden  sind.  Errichtet  man  in  einem  Punkt  der  Fläche,  für  welche  X 
gleich  X^  ist,  ein  Perpendikel  auf  dieselbe,  so  wird  seine  Länge  bis  zum 
Durclischnitt  mit  der  Fläche  X  =  XQ'\-dX  durch  dn=ZdX  ausgedrückt, 
also  der  Theil  des  Flächenintegrals  in  (f),  welcher  sich  auf  das  begrenzende 
Flächenstück  bezieht^  für  welches  X  gleich  X^  ist, 

Setzt  man  hierin  it„4~£  ^r  ^o*  "^^  nimmt  das  Glied  negativ,  so  erhalt  man 
den  Theil  des  Flächenintegrals,  welcher  sich  auf  die  Fläche  X  =  X^'{-9  be- 
zieht.    Da  aber,  wenn  f  eine  beliebige  Function  von  X  bezeichnet 

so  erhält  man  lür  den  Theil,  welcher  wegen  der  beiden  Flächen  entsteht 

'^'^-dX^T'  'dl)- 

Behandelt  man  in  ähnlicher  Art  die  beiden  anderen  Flächenpaare ,  so  findet 
man  daher:  Die  Differentialgleichung 

ö'K       ö'F       d*V 

4-  -i-  =  0 

dx*  ^  dy'  ^  dz' 
verwandelt   sich   durch  Einführung   orthogonaler   Goordinaten  X, 
^,  V  iw 

d  (W^  dv\     e  (^dv\     d  /gg»  dr\ 

wenn  gesetzt  ist 

Z.  B.    erhält    man   bei    der  Einführung    von   Polarcoordinaten   r,    0,    ^ 
durch  (50,  a) 

öa?*+  Öy'+  öa'  =  ör'+  r'sin'ööV/'+r'öö*. 

An  merk.     Die  Gleichung  (g)  stimmt  mit  der  durch  Jacobi*s  Methode 
gefundenen  (e)  überein.     Denn  da  nach  S.  305, 

-j-=   adx-^-  ßdy+  ydz, 

dv 
-jf  =  «t  dx  +  ß^dy  -f  y,  ö». 

so  folgt,  da 

«•+  «:+«:  =  1.     aß  +  a,ß,  +  a,ß,  =  0 ;     etc. 
durch  Auflösen  der  linearen  Gleichungen 
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da?  =  -=-  c*A  +  ii-  ^^  +  -SF^*''     *^^^'- 
L  n  VI 

und  endlich 

In  der  Einleitung  wurde  bereit»  gezeigt,  wie  man  aus  (50,  d) 

die  partielle  Differentialgleichung  erhält,  der  P" (cos  }^)  genügt.   Man 
entwickelt  nämlich  T  nach  absteigenden  Potenzen  von  r,  setzt  die 

Reihe  in  (50,  d)  ein,  und  findet  dass  das  n*"  Glied  P"(co8)/)  ein 
Integral  der  Differentialgleichung  ist 

(51)  ...     1^  +  cotg  ö  ^  +  J,^  ^r  +  «(n  +  l)f=0, 

deren  Integration  uns  im  §  73  beschäftigen  wird. 

Im  §  12  S.  48  wurde  diese  partielle  Differentialgleich,  aus  (8) 
durch  eine  Substitution  erhalten;  es  sollen  im  §  72  -zunächst  die 
Beziehungen,  welche  sich  hierbei  ergeben,  zu  späterem  Gebrauche, 
verfolgt  und  einige  weitere  Umformungen  der  Gleichung  (51)  vor- 
genommen werden. 

§  72.  Der  Gleichung,  welche  y  mit  ö,  ö,,  i/;,  ^|J^  verbindet,  kann 
man  noch  zwei  andere  hinzufügen,  indem  man  einen  solchen  reellen 
Bogen  d  einführt  (0<y<7r,  0<J<  2;r),  dass  man  hat 

(a)  ...     cosöcosöj-l-  8inOsiuöjC08(i/;j — ip)  =  cosy, 

sin  öcosö,  —  cosdsin^j  cos(t/;j  —  ip)  =  sin  y  cos  J, 

sin  ö,  sin  {l|f^  —  ip)=  sin  y  sin  d. 

In  der  That  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  linken  Seiten  wie 
die  der  rechten  gleich  1. 

1)  Aus  diesen  drei  Gleichungen  findet  man 

.  ,         /öcosyV  .       1      /öcosyV 

Bezeichnet  f  irgend  eine  Function  von  y,  so  wird  «laher 

•^^  •  •  •    \öyy  ~\  M)  "'    »in'>/  \b^J  ' 

2)  Aus  den  Gleich,  (o)  findet  man  ferner  den   Satz,  welcher 
dnrch  die  Gleichung  von  Poisson  ausgedrückt  wird 
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0/  ?'/-¥' 


A 


(c)  ...  f\md,dd,f"f(y)dtp,=2nf"f{Y)smYdy. 

{)  0  u 

Man  beweist  dieselbe  durch  eine  mehrfach  von  Dirichlet  benutzte 

geometrische  Betrachtung.  In  der 
Figur  sei  NAA^  ein  spherisches 
Dreieck  auf  einer  Eugelfläche  mit 
dem  Radius  1,  JV  der  Nordpol. 
Die  Länge  der  Punkte  A  resp. 
A^  und  ihre  Entfernungen  vom 
Pole  (M.  vergl.  S.  302)  seien  \p 
und  ö,  resp.  t^j  und  ö,.  Die 
sphärische  Entfernung  A  A^  ist  dann  y,  und  A  der  Winkel  d,  welcher 
durch  (a)  ausgedrückt  wird,  während  c  für  d  zu  setzen  wäre,  wenn 
man  d  in  (a)  mit  ö,  vertauscht.  Wie  in  Bezug  auf  den  Pol  iV 
jeder  Punkt  A^  durch  xp^  und  0,  festgelegt  wird,  so  kann  man 
A^  in  Bezug  auf  A  durch  y,  welches  zwischen  0  und  n  genommen 
werden  mag  und  d,  welches  von  0  bis  2.n  gezählt  wird,  festlegen. 
Denkt  man  sich  die  Kugel  mit  einer  Masse  belegt,  deren 
Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  ^4,  durch  f{y)  ausgedrückt  wird,  so 
stellt  die  linke  Seite  von  (c)  die  ganze  Masse  auf  der  Kugelfläche 
vor,  da  sin  ö,  öö^  öi/;,  das  Element  der  Fhlche  im  Punkte  A^  ist, 
wenn  man  sie  von  N  aus  durch  Meridiane  und  Parallelkreise  theilt 
Theilt  man  sie  aber  von  A  aus,  als  ob  A  der  Pol  wäre,  in  Pa- 
rallelkreise, so  wird  der  Umfang  des  durch  A^  gehenden  27r8in/, 
das  Flächeustück  zwischen  diesem  und  dem  zu  y  +  dy  gehörenden 
daher  27r  sin  ydy  und  seine  Masse  das  Produkt  aus  dieser  Fläche 
und  f{y).  Daher  ist  auch  die  rechte  Seite  von  (c)  dieselbe  Masse. 
Durch  dieselbe  Methode  beweist  man  eine  allgemeinere  Glei- 
chung.    Setzt  man  zur  Abkürzung  \p^  —  \p^  y,  so  wird  nämlich 

(cO  ...  y^y^7(y)8iii*'-^'öjSin''yöö,Ö9) 

U         ü 

als  Dichtigkeit  der  Kugelfläche  hat  man  beim  Beweise  nicht  /*(co8y) 
zu  nehmen  sondern  dies  multiplicirt  mit  dem  Zahlwerth  von 

fsin^y,  8in(i//,  —  i//)]". 
3)  In  die  Gleichung  (&)  set^e  man  das  Quadrat  von  /*'(y)  statt 
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f(y)  and  benutze  (b);  dadurch  entsteht 

wo  Ar  die  Constante  bezeichnet,  welche  das  Integral  auf  der  Rechten 
▼on  (cQ  mnltiplicirt  Eine  Variation  auf  beiden  Seiten  der  Art,  dass 
df  f&r  die  Grenzen  Null  wird,  und  eine  darauf  folgende  Integration 
durch  Theile,  wie  S.  306,  verwandelt  die  Gleichung  in 

n/^^Klp  +(''  +  l)cotgy-|^)8in'+'yöy. 

Dies  giebt  eine  allgemeinere  Transformationsformel,  deren  specieller 
Fall  y  =  0  im  §  12  vorkam,  nämlich 

(d)  . ..    ^{  +(v  +  l)eotgy-|^-  =  ^,  4-(v+l)cotgö|J 

^     1     /ö7  ,       ^      df\ 

+  ¥n»ö^' +  "'***«''' öV 
Sie  wird   bei   den  Kugelfunctioncn  höherer  Ordnung  verwendet. 

(M.  vergl.  d.  10.  Theil.) 

4)  Hier  werden  einige  Formen  zusammengestellt,  welche  (51) 

annimmt,   wenn  man   fbr  x  eine   andere  Veränderliche   einführt. 

Man  setze 

X  =  COSÖ,      J^,  =C08Ö,,      ^  =  |/jj'— 1,      ifj^  —  ilJz=:g}^ 

(50)  . . .    cosy  =  C08ÖC08Ö,  +  ^inÖ8inö,co8^ 

=  XX^  —  ^x'—l^x]  —  IcOSy  =  3. 

Alsdann  genfigt  P"(cosy)  =  /*"(»)  den  Differentialgleichungen 
(51)  . . .    |^(  +  cotsO  %  +  ^  |^(  +  n(n+l)r  =  0, 

(51,«)  ...    (l-^')£(-24i  +  i^,.|^^+"(«+l)/  =  0, 

c  F'i+T'  I G  '^1 +"^'  -| )  +  ä>^  -  '<" + »)?  Y = 0, 

(l-O  ^J  -2s|{-  +«(«+l)^=  0. 
§  73.   Wir  kommen  nun  zu  der  merkwürdigen  £ntwickelung 
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von  P*(ä)  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  9,  die  Laplace 
in  den  mehrfach  erwähnten.  Memoiren  der  Pariser  Akademie  von 
1782  mitgetheilt  hat,  nnd  die  eines  der  wichtigsten  Besultate  aus 
der  Theorie  der  Kugelfunctionen  geblieben  ist. 

P"(s)  als  ganze  Function  n'*"  Grades  von  »  ist  auch  eine  ganze 
Function  des  gleichen  Grades  von  cos  9,  hat  also  die  Form 


y—n 


y=0 

wenn  u  eine  Function  bezeichnet,  die  ausser  Constanten  (und*y) 
nur  noch  x  und  x^  enthalten  kann.  Setzt  man  diesen  Ausdruck 
in  (51,  a)  ein,  so  giebt  die  linke  Seite  eine  Reihe,  die  nach  Cosinus 
der  Vielfachen  von  g>  geordnet  ist;  soll  sie  verschwinden  so  muss 
jedes  Glied  für  sich  Null  sein.  Daher  ist  Uy  ein  Integral  der 
Gleichung 

(i-x»)g-2x-||  +  («(«+i)-3:^)«  =  o, 

die  man  aus  §  51  kennt;  ihr  Integral  hat  die  Form  (S.  216) 

fiy=gy  K  (p)  +  K  Q1  (a?), 
wenn  g  und  h  willkürliche  Constante  bezeichnen  die  kein  ^  und  x 
aber  wohl  x^  enthalten  können,  und  die  Summe  sich  von  y  =  0 
bis  n  erstreckt.    Für  x  =  \  wird  Q  =  co  während  doch  P(»)  endlich 

bleibt,  so  dass  die  h  verschwinden  und  P'*(ä)  gleich 

2gyK(^)G0Bvq> 
sein  muse.    Aus  der  vollkommneren  Symmetrie  von  P(x)  nach  x 
und  Xj  schliesst  man,  dass  die  rechte  Seite  auch  die  Form 

yyPy(x^)GOBV(p 

haben  muss,  wo  y  eine  Function  von  x  bezeichnet.  Hieraus  er- 
hält man  endlich  die  Entwickelung 

(52)  . . .    P'^ixx,  —  }^'—l  \'x]-^  cosy) 

wenn  ai""^  eine  numerische  Constante  bezeichnet,  und  zwar, 
wie  sich  sogleich  zeigen  wird,  dieselbe,  welche  bereits  im 
§  62,  S.  253  auftrat,  nämlich 

(46,0)...   «J-^  =  2.'/;3-^-(2«_J)r 

von  der  eine  fllr  die  Theorie  wichtige  Eigenschaft  durch  (46,  fc) 
ausgedrückt  wird. 
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Um  a  zu  bestimmen  dividire  man  (52)  durch  x^  und  setze 
dann  x^  =  oo.  Dadurch  reducirt  sich  die  linke  Seite  auf  das  einzige 
Glied 

1.3...(2n — 1)  ,         j—i — -  . 

— 1 2.:."^   ^*~^'^^^'''''*''^' 

die  reehte  auf 

2:'(-iya!;^P:(j;-)cofivff. 
Aus  (33,  a)  auf  S.  206  sieht  man  sofort,  dass  a  den  oben  ange- 
gebenen Werth  annimmt. 

Man  konnte  auch  die  Anwendung  von  (33,  a)  vermeiden, 
wenn  man  noch  durch  x**  dividirt  und  auch  x  =  cx)  gesetzt  hätte. 
Dadurch  entsteht 

1    ^      f^n 1 

2" — V,s- 8in^"i^  =  a(">--a('»)cos9)  +  ai*^cos2«jp •, 

während  andrerseits  die  bekannte  Formel  giebt 

(28ini9,)-  =  ^^)-(l-2^coB9+2,4i(^?^.o82,,-...> 
^^  TlnTIn  ^  w+1       ^       (w  +  l)(w  +  2)         ^       / 

Die  Gleichung  (52)  werde  ich  als  das  Additionstheorem 

der  Kugclfunctionen  erster  Art  bezeichnen;  sie  kommt  in  dieser 

schliesslichen    eleganten   Form    nicht   bei  Laplace   sondern   bei 

Legendre  in  den  Memoiren  von  1789  S.  432  vor.   Zunächst  hatte 

Legendre  in  seiner  ersten  Abhandlung  nur  das  erste  von  q>  freie 

Glied  der  Entwickelung  gefunden,  also  den  Satz 

Hierauf  gab  Laplace  in  den  Memoiren  von  1782  die  Reihe  für 
P*(5),  welche  allerdings  wesentlich  mit  (51)  übereinstimmt;  jedoch 
sind  die  K{^)  dort  noch  nach  absteigenden  Potenzen  von  >  1— -a;'=sinö 
geordnete  Reihen,  welche  also  die  Form  wie  im  §  51,  No.  2  haben. 
Der  Fortschritt  von  Legendre  besteht  darin,  dass  er  den  Zugeord- 
neten die  bessere  Form  giebt,  und  ausserdem  den  schon  S.  218 
erwähnten  Irrthum  von  I^aplace  berichtigt*). 


*)    Noiis  observerons  quc  Ic  ddveloppement  de  la  mßme  qnantite,   tel   qu'il  est 
indique  dans  l'ouvrage  cite'  de  M.  de  la  Place  articie  XI,  n'est  pas  exact  et  qu*il 

ne  donoeroit  qiie  les  ternies  de  la  valeur  de  y"*  dans  lesquels  m  -\-k  est  pair. 
L'errenr  vient  de  cc  que  M.  de  la  Place  n'a  pas  fait  attention  qu'en  faisant  ce 
qu'il  appelle  cosO'  -^=0,  tous  les  tenues  oii  m-\-k  est  impair  disparoissent. 
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§  74.  Ausser  dieser  Entwiekelung  von  P"(»),  nach  Cosinus  der 
Vielfachen  von  9,  kommen  noch  andere  in  Betracht.  Im  UI.  Ka- 
pitel wird  uns  eine  solche  beschäftigen,  welche  nach  gewissen 
ganzen  Functionen  von  neuen,  statt  der  drei  Aggregate  cosd,  sindcost^, 
sindsini^  einzuführenden  Veränderlichen,  den  Lam£' sehen  Func- 
tionen, fortschreiten.  Aehnliche  Entwickelungen  der  Functionen  $* 
findet  man  im  III.  Theile,  2.  Kapitel,  §  126.  Hansen  giebt  im 
4.  Bande  der  Abhandl.  der  Sächsischen  Gesellsch.  d.  W.  in  seiner 
schon  erwähnten  Schrift^)  eine  andere  Reihe.  Ist  q>  die  gegenseitige 
Neigung  der  Bahnen  zweier  Himmelskörper,  und  sind  0  und  0^  die 
Argumente  der  Breiten  derselben,  so  hat  eine  Entwiekelung  nach 
Cosinus  der  Vielfachen  von  q>  keinen  Werth  für  die  numerische 
Rechnung,  wohl  aber  eine  solche  nach  Potenzen  von  sin^^ 
oder  tangl^).  Diese  giebt  Hansen  in  No.  24;  bei  ihm  istD»  die 
Function  F"(co8y).  Die  Coefficienten ,  die  nach  der  Darstellung 
durch  (52)  zunächst  Potenzen  von  sind  und  cos 6^,  sind,  und  cosd, 
enthalten,  entwickelt  er  in  Reihen,  die  nach  Sinus  und  Cosinus 
der  Vielfachen  von  d  und  d^  geordnet  sind.  Man  übersieht 
aus  (52),  wenn  man  sich  cosm^)  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  denkt, 
dass  jene  Coefficienten  linear  aus  den  Aggregaten  /^(co8(^i^(cos0,) 
zusammengesetzt  sind,  so  dass  es  nur  darauf  ankommt,  jedes  der- 
selben nach  den  trigonometrischen  Functionen  der  Vielfachen  von 
d  und  0^  zu  ordnen.  Hülfsformeln  dazu  finden  sich  im  §  51,  No.  3, 
aus  denen  man  erkennt,  dass  wohl  die  $  eine  einfache  Entwiekelung 
zulassen  aber  nicht  die  P"  selbst,  die  aus  der  Multiplication  der 
ersteren  mit  einer  Potenz  von  sind  entstehen.  Hansen  hat  dieses 
vollständig  durchgeführt  und  die  Reihe,  durch  HinzufUgung  der  er- 
forderlichen Tafeln,  für  die  numerische  Rechnung  brauchbar  gemacht 
Da  die  Formeln  sich  nicht  wesentlich  zusammenziehen  und  die  Ent- 
wickelungen jener  Abhandlung  ohne  Hinzufügung  dessen,  was  sich 
auf  die  numerische  Rechnung  bezieht,  einen  Theil  ihres  Werthes 
verlieren  würden,  so  übergehen  wir  hier  dieselben,  und.  begnügen 
uns  damit  die  Aufgabe  und  die  Art,  wie  man  sie  mit  Hülfe  der 
hier  gegebenen  Formeln  lösen  kann,  angedeutet  zu  haben. 


*)  Entwickelang  der  negativen  und  ungeraden  Potenzen  der  Quadratwurzel  etc. 
8.285  —  376.  M.  vergl.  auch  das  Habilitationsprogramm  des  Herrn  Scheibner, 
Gotha,  1853. 
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In  No.  37  seiner  Abhandlung  hebt  Hansen  einen  besonderen 
Fall  seiner  neuen  Darstellung  von  P'*(cosy)  hervor,  von  dem  er 
später  Anwendungen  geben  würde.  Es  ist  dies  ein  Fall,  in  dem 
(52)  leicht  das  Resultat  liefert,  nämlich  die  Entwickelung  von 
P"(co8acos/?)  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  /?.  Die  Reihe, 
welche  Hansen  giebt,  erhält  man,  indem  man  in  (52)  setzt 

a?,  =  0,     a:  =  sin  a,     y  =  /?, 
wodurch  entsteht 

r(co8aco8/>)  ==  2;'(-l)*'a^K''^i^(sina)P;(0)cosy/?, 
und  wenn  man  fttr  P(0)  seinen  Werth  aus  S.  207  setzt, 

^        jP"(cosa cos/?)  =  22;  _./^  \„—. . cos''a^!.,(8inc)co8y/?. 


wenn  die  Summe  sich  über  alle  v  von  0  bis  n  erstreckt,  die  n  —  v 
zu  einer  geraden  Zahl  machen,  und  für  y  =  0  die  Hälfte  genommen 
wird.    Für  $-y(sina)  ist  eine  der  beiden  Reihen 

2(2/4  —  1)  ' 

K2)   lß«8("-0ö -    i:(2w— f)    co8(fi~y-2)a  f  ..; 

aus  §  51,  No.  1  und  3  zu  nehmen. 

Dieselbe  Function  kann  man  vermittelst  (52)  noch  in  eine 
andere  Form  bringen,  wenn  man  setzt 

X  =  COSa,      X^   =  cos/?,      (f  =  JTT. 

Dadurch  entsteht 

r(cosaco8/?)  =-  ^i»'a{"^P;(coHa)/^(cos/?), 
die  Summe  über  alle  geraden  v  von  0  bis  n  genommen. 

Diese  Formel  lässt  sich  auf  eine  Art  verallgemeinern,  welche 
im  III.  Theile  weiter  verfolgt  wird,  während  es  hier  nur  darauf 
ankommt  das  Resultat  zu  gewinnen.  Differentiirt  man  nämlich  (51) 
ymal  nach  cos  9)  und  setzt  dann  9)  =  jfr,  so  wird  die  linke  Seite 
(für  gi  =  in) 

=  (8inÖ8inÖ,)''-^^^^?^  =  l-^--i?^.^-J)  (^ 

Für  die  rechte  Seite  ist  zu  beachten,  dass 

rf''co8(i^  +  2p)ff   ^  r.y. :,,...,  (^  +  2p)/7(y  +  p- 1) 
r/cos^)*  <<     V-  jjp  , 

wie  sich  zeigt,  wenn  man  die  Gleichung 
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a* 


—  log(l — 2aco8^  -j-  a')  =  2^       GO»nq> 

fmal  nach  cos 9  differentiirt  und  dann  q>=z\n  setzt.  Fasst  man 
Alles  zusammen,  so  entsteht 

^^^  •  •  •  LS::^"^  i)  "^^^  ^;(cosacos/?>=  ,.$;(cosa)^;(co8/?) 

_r  a.9^    "^       (^n-v),{n  —  v—V)     y;4.2(cosa)^;.H2(co8/y) 
^'"^■'^'  1  *  (ii  +  v  +  l)(«  +  »'  +  2)  sinVsin'/?    ' 

1  r,. 4- 4^*1^+^)    (y|,»)...(w^y-3)     r,^,(co8a)y^4(co8/>) 
^  ^   "^ ^     1.2     («  +  i'+l)...(»-i->'+4)  sin*asin*/» 

Man  kann  bemerken,  dass  hierdurch  auch  eine  Entwickelung  der 
im  Anhange  vorübergehend  mit  C  bezeichneten  und  durch  (49,  a) 
definirten  Function  flir  das  Argument  cosacos/?  geliefert  ist. 

Die  vorstehende  Formel  gestattet  auch  eine  Umkehrung;  sie 
giebt  nämlich 

^^  •  •  •       n(n  +  v)        (U'  dx\    "  ~     d(xx,y 

(x--l)(x;-l)rf>-»'T'>(xx,)        (x^-l)'(ar.-l)'_  d-H*P"(x3) 
"^     "2(2i'+2)         d(a;x,y+^     '  2.4.(21^  }- 2X2^  +  4)    d(xx^y+*    '^'"' 

Die  Ausdrücke  (a)  und  (6)  findet  man  in  einer  Abhandlung 
von  Hansen*),  in  welcher  er  die  Gleichung  (51)  dadurch  ableitet, 
dass  er  das  Argument  z  in  zwei  Theile  theilt,  nämlich  in 

a  ==  xx^^    Ä  =  —  ]  V — 1  )^r'  — 1  cos  9) 

und  P'*(a4-A)  mit  Hülfe  des  Taylor' sehen  Satzes  nach  Potenzen 
von  h  entwickelt.  Die  Potenzen  von  cos  9)  setzt  er  dann  in  Reiben 
um,  die  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  9)  geordnet  sind, 
sammelt  die  Glieder,  welche  eo»vg>  zum  Faktor  haben,  und  findet 
eine  Reihe  von  der  Form  >vie  die  recht«  Seite  von  (6),  welche  er 
durch  die  linke  Seite  summirt;  dadurch  ergiebt  sich  schliesslich  (52). 
Die  Hülfsgieichung  (6)  und  ebenso  (a)  entwickelt  Hansen  in  No.  2 
nicht  auf  dem  hier  angegebenen  Wege,  auf  welchem  die  Formel 
(52)  schon  als  bekannt  vorausgesetzt  war,  «ondem  auf  andere  Art, 
wobei  er  nur  voraussetzt,  dass  der  Ausdruck  von  P"(5)  durch  einen 
w""'  Differentialquotienten  gegeben  sei. 

=«=)  Abhamll.  dar  Sachs.  Ge.-ellsch.  il.  W.  I.  Bd.    1852,  S.  123—130:   Uebcr  die 
Entwickelung  »1er  (jr^^^^e  (1 — 2«H-f-a-)— i  nach  den  Potenzen  von  « 


§  76,  53.  Kugelfunctionen  erster  Art.  317 

§  75.  Jacobi  hat  in  der  mehrerwähnteu  Arbeit  im  26.  Bande 
des  Crelle'schen  Journals  das  Additionstheorem  auf  eine  Art 
abgeleitet,  welche  einen  wesentlichen  Fortschritt  in  der 
Theorie  der  Kugelfunctionen  bezeichnet.  Er  bedient  sich 
dazu  der  Gleichung  auf  S.  27 

(4  b)    r -^ = —^ 

^  '  •>;       ^+Äcosi?  +  Csinj7        |/^«__ß«~c«  ' 

und  zwar  genttgt  es,  sie  in  dem  einfachsten  Falle  anzuwenden,  in 
welchem  A^  Ä,  C,  ^Ä^  —  B^  —  C  reelle  Grössen  bezeichnen,  von 
denen  die  erste  und  letzte  positiv  sind.  Dieses  stammt  nämlich 
aus  dem  Umstände,  dass  die  Additionsformel  eine  identische  Glei- 
chung zwischen  ganzen  Functionen  von  a?,  ]/a?' — 1,  cosy,  x^^  ^^]—i 
ist,  also  fbr  alle  Werthe  der  Veränderlichen  gilt,  wenn  sie  für  die 
reellen  Werthe  bewiesen  ist  Es  genügt  femer,  wenn  man  x  positiv 
und  ^^1  annimmt,  welches  mit  ihm  symmetrisch  verbunden  ist. 
Alle  diese  Annahmen  sind  zwar  unwesentlich;  ich  hebe  sie  aber 
hervor,  um  darauf  aufmerksam  zu  machen,  mit  wie  einfachen 
Mitteln  die  Ableitung  gelingt. 
Man  hat  identisch 


(a;  —  aa?, )'— (j/x^—i  cosi/;  —  j/iTj  — 1  cosi/;, )' 

—  (l^i*^  1  sin  1^  —  y^— 1  sin  1^, )•  =  i-  iaz  +  a^ 
also  vermittelst  (4,  b),  wenn  a  <  1, 

1 


Entwickelt  man  auf  beiden  Seiten  nach   aufsteigenden  Potenzen 
von  a,  80  entsteht  filr  jedes  ganze  positive  n  die  Gleichung 

(53)  . . .     n^)  =  ±  /"^ JfL+^(>.-^);/-bl)"  är,. 

2nJ       (a?  +  cos(V/-?).^'-ir*^* 
Der  Zähler  des  Ausdrucks  unter  dem  Integrale,  nach  Cosinus  der 
Vielfachen  von  (^i  —  rj)  entwickelt,  giebt  die  aus  (33,  a)  bekannte 
endliche  Reihe  ^ 

während  die  — («  4-1)'"  Potenz,  nach  (33,  6),  gleich  der  unendlichen 
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Reihe  wird 

Da  bekanntlich  das  Produkt  der  beiden,  Reihen 

6o  +  2*1  cos  {tp,-fl)-\ h  2bn  cos  n  {tp^ — jj), 

c^+ 2c^co»{t|ß — i7)H —  in  infin., 

nach  f]  von  0  bis  2fr  integrirt  das  27rfache  von 

giebt,  so  erhält  man  unmittelbar  aus  (53)  die  zu  beweisende  Ad- 
ditionsformel (52). 

Diese  Methode  lässt  sich  auch  dann  noch  anwenden,  wenn 
man  nur  die  Entwickelung  des  Zählers  also  (33,  a),  aber  nicht  die 
Gleichung  (33,  b)  kennt,  deren  Ableitung  im  §  47  viel  sch^vieriger 
war  als  die  der  ersteren.  In  der  That  erkennt  man  dann  sofort, 
dass  F*(&)  die  Form  hat 

I;kyP:(x,)co&v(tlß—tlß), 

wenn  ky  von  x,,  %  ip^^  nicht  aber  von  x  unabhängig  ist.  Die 
Symmetrie  von  s  in  Bezug  auf  x  und  x^  lehrt  dann,  dass  P"(»)  die 
Form  der  rechten  Seite  von  (52)  haben  muss,  und  die  Constante 
af^^  bestimmt  man  wie  auf  S.  313. 

§  76.  Wenn  man  in  (53)  die  Function  P  auf  der  Linken  durch 
das  ihr  gleiche  Integral  von  La  place  ersetzt,  so  erhält  man 

(53,o)...  /  ;  ^--  ~^-  ,  7^  ■  -  -  dri==/  (54-V»*-l.co8J7)*rfj7. 
^     '   '     i       (a,-f.coKV'-,).l/a:'-l)*+»    '    i,  '  '^     ' 

Diese  Gleichung  habe  ich  in  einer  Arbeit,  welche  den  50.  Band 
von  Cr  eile' 8  Journal  beschliesst,  direkt,  ohne  auf  die  erzeugenden 
Functionen  zurückzugehen,  durch  eine  Substitution  bewiesen.  Es 
wird  zum  Beweise  vorausgesetzt,  dass  tp  und  tp^  reell  sind;  mit 
der  Ausnahme,  dass  x  einen  positiven  reellen  Theil  erhalten  soll, 
kann  man  x  und  x^  beliebige  Werthe  ertheilen.  Die  linke  Seite 
von  (53,  a)  verwandelt  man  durch  die  Substitution  xp  —  ij=x  ^^ 


j 


^2-  (a:.+C08((p+r).l/a:;-l)-^^^ 


u  (^  +  cosx.^«-l)-+» 

zerlegt  darauf  das  Integral  von  0  bis  2fr  in  eines  von  0  bis  n  und 
eines  von  n  bis  27r,  welches  man  durch  die  Substitution  %  =  2n  —  x^ 
auf  die  Grenzen  0  und  n  bringt.     Dadurch  wird  die  linke  Seite 


§  76   53.  Kngelfunctionen  erster  Art.  319 

in  die  Summe  der  beiden  lutesrrale 


/ 


"  ix,  +  C06(q>±x).yx]-l) 


dx 


zerlegt.    Die  oft  angewandte  Sabstitution  des  §  10,  S.  39 

C08X  =  ^^^J-l'C-l  ,    . . . 
verwandelt  dieselben  in 


/ 


rr 


(a  —  6  COS  >; -f- c  ftin  >?)"  dij, 
I) 
wenn  man  setzt 

a  =  xx^  —  cos  q> .  }^x^—\  ]^x]  —  1 , 
6  =  j?,]/ir'— i  — cos(^.j;|j?J  — 1, 
c  =  mig>,\^x]—  1. 
Ua  a*— 6'— c'  =  1  und  a  =  a,  so  wird 

fr  =  cosJ./s"— 1, 
c  =  sind.l^s*— 1, 

wenn  d  einen  reellen  oder  imaginären  Bogen  bezeichnet;  die  linke 
Seite  von  (53,  a)  verwandelt  sieb  dadurch  in  die  Summe  der  beiden 
Integrale 

/%-cos(i?Tü(J).l'«'-l)"^'7, 

0 

d.  h.  in  das  Integral 

(«—  cos(>7  -  d).yz*  —  \ydri. 
(I 
Da  unter  dem.  Integrale  sich  eine  ganze  Function  von  co8(iy — d) 
befindet,  so  kann  man  auch  d  gleich  Null  setzen  und  erhält  da- 
durch die  Gleich.  (53). 

Dieselbe  Gleichung   besteht  nach   dieser  Ableitung  auch   für  ganz  be- 
liebige  reelle   oder  imaginäre  Werthe  von  n  wenigstens  dann,    wenn 

x^  ]fx*—i,  a?j,  ^x]  —  i  reelle  Grössen  bezeiclinen,  so  dass  akn  nicht  mir 
für  die  Functionen  der  Kugel  das  Additioiistlieorem,  sondern  eine  ganz  ähnliche 
Gleichung  wie  (52)  z.  B.  auch  für  die  Functionen  des  Kegels  gilt.  Denn  die 
«'""  lind  — (n-t-l)**"  Potenzen  unter  den  Integralen  lassen  sich  nach  (32,  d) 
auf  S.  204  auch  für  solche  n  durch  trigonometrische  Reihen  von  ähnlicher 
Form  wie  die  für  ganze  n  geltenden  darstellen;  und  die  Function  P"  kann, 
nach  den  Frörteningen  über  (6)  im  §  10,  noch  immer  gleich  P""  ^  gesetzt  werden. 
Ein   ähnliches   Resultat   erhält    man    für  jedes  u,    wenn   das   Integral   auf 


/ 
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der  linken  Seile  von  (53,  a)  nacli  rj  nicht  zwischen  0  und  2n,  sondern  bis 
zu  einer  heliebigen  Grenze  genommen  wird. 

Die  Anwendung  der  Substitution  zeigt  ferner,  dass  sich 

r  (a+ßcosTj  +  ysmrjYdrj 

J    (a-{-bcosrj-\- csinrjy-^'^di] 

in  einen  Ausdruck 

n 

i«'z^!zJ'T_y(,_|/^iz-icos(c-  3)ydc 

verwandeln  lässt.  Dieses  ist  für  das  elliptische  Integral  bekannt,  in  welches 
der  obige  Ausdruck  übergeht,  wenn  man  n  =  —  ^  setzt.  Verwandelt  man 
nämlich  (a)  zunächst  in  ein  Integral  von  der  Form  der  linken  Seite  in  (53,  a) 
und  wendet  auf  dieses  die  Substitution  an,  so  ßndet  man,  wenn  man  zur  Ab- 
kürzung setzt 

k'  =  {aß  ~  bay+  {ay  -  ca)'-  {by  -  cß)\ 
zunächst  für  die  Bestimmung  von  z 

^a'—ß'—y'id'—b'—c'^  ,V— ^'—y^lV— 6«— c»' 

Femer  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Gonstanten  d  und  der  mit  37  veränder- 
heben  Grösse  ^ 

.    .       cß—by     \/ä'—b^—c' 

k}^b'+c* 

.   ^        l/a' — 6'— c*         6sinj7 — ccost? 

sm^  =  -  —  '  ' 


6'-f-c'  a  +  6cosiy  +  csiniy 

^  1        6' 4- c' +  a6  cos  17 +  ac  sin  17 

COSL  =  — ; r-^—. '— 

j/ft»_[_c'         a  +  ocosjy  +  csmjj 

§  77.  Wenn  es  sich  um  Kugelf unctionen  mit  zwei  Veränder- 
lichen handelt,  sind  es  nicht  sowohl  die  Zugeordneten  selbst,  welche 
in  unseren  Formeln  vorkommen  ^  sondern  ihre  Verbindungen  mit 
dem  Cosinus  oder  Sinus  einer  Veränderlichen.  Wir  setzen  zur 
Abkürzung 

(54)  . . .    P;;(co8Ö).cosv?p  =  C;(ö,  tp),  P;(cosö).8invV^  =  SJ(Ö,  i^X 

wobei  das  Fortlassen  von  Indices,  da  wo  sie  selbstverständlich 
sind,  gestattet  sein  soll.  Ueber  diese  Functionen  ist  Folgendes  zu 
bemerken: 

a)  Die  C  und  S  sind  rationale  Functionen  der  drei 
Verbindungen  cosd,  sindcosf//,  sindsint/;. 


§  77,  54.  Kugelfunctiünen  eräter  Art.  321 

Man  hat  nämlich  wegen  S.  206 

(a)  . . .     Cj+tS;;  =  t»'(smöco8i/;  +  t8iuÖ8in?//)»'^:ß-^(cosö); 

^ly  ist  aber  das  Produkt  von  (— sin^ö)-"  und  ^U,  letzteres  nach 
S.  152,  IL  Satz  eine  ganze  Function  von  co8  0. 

Von  besonderem  Nutzen  wurde  die  Darstellung  der  C  und  S 
durch  bestimmte  Integrale,  welche  im  29.  Bande  des  Cr  eile' scheu 
Journals  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  über  das  Gleichgewicht  der 
Wslrme  in  einem  dreiaxigen  EUipsoid  gegeben  und  angewandt  ist. 
Aus  (85,  6— c)  folgt  dieselbe  unmittelbar;  man  findet  nämlich  wenn 
man  dort  ii  =  0  setzt,  so  lange  v  i_ », 

(54,  a)  . . .     C^cos  v^i  S" mwrj 

und  fUr  ein  beliebig  grosses  v 

~^       ^      nn(:>n)J  M-«"  -' 

wenn  gesetzt  wird 

u  =  co8Ö4-tsinöco8f/;.coR^-H*«iiiÖ8iii'/'»siii^« 
Diese  Formeln  verwendet  man  da,  wo  statt  der  Coordinaten  6  und 
-ifj  andere  eingefllhrt  werden,    durch   welche  sich  die  drei  Aggre- 
gate cosd,  sindcost//,  sindsini/;  rational  ausdrücken  lassen.    (M. 
vergl.  §  88.) 

ß)  Wesentlich  unterscheiden  sich  diejenigen  C«  und  SJI,  bei 
welchen  v^nist  von  den  anderen.  Die  Functionen  Ci  und  Si' 
sind  ganze  Functionen  von  cosd,  sin6^cost/;,  sindsint/;,  so  lange 
^  =  w,  sie  sind  nicht  mehr  ganze  Functionen  wenn  >'>«.  Im 
ersteren  Falle  lassen  sie  sich  als  ganze  Functionen  vom 
n'**"  Grade  und  keinem  geringern  darstellen.  (Von  einem  hohem 
selbstverständlich.) 

Der  positive  Theil  des  Satzes,  welcher  den  Fall  v  rT  «  betrifft, 
ist  aus  (a)  sofort  klar,  da  $!.,r  in  demselben  eine  ganze  Function 
von  cosö  wird;  der  zweite  folgt  aus  8.219  indem  wenn  v>n^ 
wie  dort  nachgewiesen  ist,  Py  für  Ö  =  0  unendlich  wird. 

y)  Durch  solche  C  und  S,  deren  oberer  Index  nicht  grösser 
als  der  untere  ist,  lässt  sich  P"(cos;/)  linear  darstellen.  In  der  That 
folgt  aus  (52) 
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(r)4,  6)  .  . .     iH")(coRy) 

J)  Die  Functionen  C?J  und  S",  in  welchen  y^n,  sind  keine 
neuen  Functionen  Rondern  lassen  sich  durch  Addition  von  (2ii  +  l) 
Functionen  P"(co8yJ  darstellen  (m.  vergl.  die  Einleitung  S.  4), 
deren  Argumente  durch  die  Gleichungen 

cosy»  =  cosöco8Ö»+8inÖ8inö*co8(i/; — i/;,) 
bestimmt  werden,   wenn  man  tp^  der  Reihe  nach  die  Wertbe  0, 

+    -    v»  + — rri  •••i  +    -.  -.    ertheilt.    In  der  That,  wenn  eine 
~  n  +  1  '  ~  n+l  w+1 

Function  von  jj,  zwischen  iy  =  — tt  und  ^  =  tt,  in   eine  endliche 
trigonometrische  Reihe  entwickelt  ist 

fOl)  =  <*o  +  «1COS17  H h  Oncosiijy 

+  6,  sin  17  -j \-bn  sin  n  jy, 

so  lässt  sich,  wie  bekannt,  jeder  Coefficient  a  oder  6  als  lineare 
Function  der  Functionen 

2n 
+  1  /'     '  \-^  n+ 

ausdrücken.  Dies  auf  (54,  6)  angewandt,  beweist,  dass  man  fbr 
jeden  Index  v  das  Aggregat 

(-iya^;^c:(io,  ip)p;(co8ö.),  (-i/flC;>s,(ö,  v;)?;;(cosö,), 

also  (^(O^tp)  und  SJ(Ö,  t/;)  selbst  als  lineare  Function  der(2ii+l) 
Functionen  P*(cosyO  darstellen  kann. 

Im  ganzen  giebt  es  2n-\-l  Grössen  C"  und  S";   sammelt  man 

alle  mit  demselben  obere  Index  n  zu  einem  Gliede  X"((?,  1/;)  oder 
kürzer  X**,  so  hat  man  das  Resultat: 
Jede  Function  X  von  der  Form 

(b)  ...     X(«)  =  i;((T,C?(f9,  itf)  +  kyS:(0,  f) 

mit  im  ganzen  2ii-|-l  willkürlichen  Constanten  c  und  k 
lässt  sich  durch  einen  Ausdruck 

(c)  ...     Xf-^  =  'jf'fc,P"(cosyO 

mit  eben  so  vielen  willkürlichen  Constanten  k  darstellen, 
wenn  y*  die  sphärische  Entfeniung  des  Punktes  ö,  q>  von  2ii-f  1 
Punkten  eines  beliebigen  Parallelkreises  bedeutet.  X^">  ist  von 
keinem  geringeren  Grade  als  n  in  Bezug  auf  die  drei  Grössen  00s  0, 
sindcosi/^  siutfsiu?/;.    M.  vergl.  den  Zusatz  zu  diesem  Kapitel. 
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e)  Ebenso  wie  F"(cosy,)  »o  wird  daher  jede  Function  X^"^  vou 
der  Form  (6)  der  Differentialgl.  (51)  genügen.  Entwickelt  man  das 
allgemeinste  Integral  von  (51)  nach  Cosinus  und  Sinus  der  Viel- 
fachen Yon  tp^  so  erhält  man: 

Jede  ganze  Function  von  cosd,  sindcosi//,  sin^sini//,  welche 
der  partiellen  Differentialgl.  der  Kugelfunctiouen 

(51)  . . .     g,  +  cotgö  IJ  +  -1^  ^  +  n(n  +l)f  ^-  0 

genQgt,  hat  die  Form 

(b)  ...    X^"^  =  2:  c,r:.(0,  Mi)  -\-KK{0,  xb) 

oder  (c).  Dies  ist  also  die  allgemeine  Kugelfunction  (Einleit. 
S.  4)  n**^"  Grades  mit  den  beiden  Veränderlichen  6^  tp—  erster 
Art,  wie  man  jetzt  hinzufügen  muss. 

0  Multiplicirt  man  X^"^  mit  r",  und  führt  wieder  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  a?,  y,  a  durch  (50,  a)  ein,  so  wird  r^X^"^  eine  homo- 
gene ganze  Function  w***"  Grades  von  a?,  y,  a,  wie  man  durch  Multi- 
plication  von  (54,  a)  mit  r"  erkennt,  da  i«  =  ar  +  iycost+iÄsinC 
Bezeichnet  man  diese  Verbindung  durch  F,  so  erfüllt  V  die  Glei- 
chung (fl)  auf  S.  304 

^  ex  t3y  dz 

Umgekehrt  muss  aber  jede  homogene  Function  «'**"  Grades  von 
a?,  y,  a,  welche  (rf)  genügt,  in  Polarcoordinaten  umgesetzt,  r«mal 
eine  ganze  Function  der  di-ei  Grossen  cosö,  etc.  geben,  die  (51) 
genügt,  also  gleich  r^X^**^  sein.  Daher  ist  die  allgemeine  Kugel- 
function vom  «**"  Grade  (erster  Art)  gleichbedeutend  mit 
der  allgemeinsten  homogenen  Function  n^^"  Grades  von 
rc,  y,  a,  die  (d)  genügt,  —  wenn  man  a;'  +  y'  +  a'  =  l  setzt. 
Dieser  Satz  findet  auch  für  den  Fall  sein  Analogen,  dass  statt  der 
drei  Veränderlichen  in  (d)  beliebig  viele  vorkommen. 

Anmerkung.  In  dem  Werke  von  Thomson  und  Tait 
heissen  jene  Functionen  von  x^  y,  a  räumliche  Kugelfunctiouen  und 
für  r  =  1  Kugelflächenfunctionen. 

§  78.  Schon  an  dieser  Stelle  kann  man  zeigen,  dass  wenigstens 
jede  ganze  Function  von  cosd,  sintfcosi//,  sin6^sinV/  sich  nach 
Kugelfunctiouen,  also  nach  Functionen  Cy  und  S"!  entwickeln  lasse, 
bei  denen  v  nicht  grösser  als  m  ist.    Eine  solche  Function  f  besteht 
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aus  GliedeiTi  der  Form 

cos"  ö  sin*-*^ /9  cos*  t/;  sin'' 1// ; 

entwickelt  man  ein  solches  zuerst  nach  Sinus  und  Cosinus  der 
Vielfachen  des  Bogens  xp^  so  erhält  man  Glieder  von  der  Form 
G0B(x  +  fi—2p)tij  für  ein  gerades  /u,  und  8in(x  +  ju  — 2p)^  fftr  ein 
ungerades  /u,  wo  2p  die  Zahl  x-^-fi  nicht  überschreitet.  Eün  jeder 
solcher  Sinus  oder  Cosinus  ist  mit  der  (x  +  ^Y""  Potenz  ron  sin  0 
multiplicirt.  Hierdurch  enthält  allgemein  sin  91/;  oder  coßqtp  als 
Faktor  eine*  solche  Potenz  von  sind,  deren  Exponent  um  eine 
gerade  Zahl  höher  ist.   Daher  hat  die  ganze  Function  f  die  Form 

f=F^  +  F^  sin Öcos ?//  +  F, sin'Öco82i/;  +  ••• 
-\-  G,  sin  ö  sin  1/;  +  G,  sin*  ö  sin  2i/;  H — 

wenn  die  F  und  6r,  welche  in  endlicher  Anzahl  vorhanden  sind, 
ganze  Functionen  von  cosd  vorstellen.  Jede  von  ihnen  lässt  sich 
durch  eine  endliche  Reihe,  die  nach  Functionen  ^(cosd)  geordnet 
ist,  darstellen,  z.  B.  F,  oder  Gt  durch  die  Form 

Dadurch  erhält  man 

F,sin*öcosti/;  =  aC^ +  ßC!'^'+yC^''+'- 

und  einen  ähnlichen  Ausdruck  vermittelst  der  S  für  jedes  Glied, 

welches  G  enthält. 

Hierdurch  ist  also  nachgewiesen,  dass  jede  ganze  Function 

f(0^  ip)  der  drei  Verbindungen  cosö,  sin  ö  cos  i/;,  sin  ö  sin  1/;  sich  in  eine 

nach  Kugelfunctionen  von  ö,  xp  fortschreitende  Reihe  X*+X'+X''+'- 

verwandeln  lässt. 

Im  V.  Bande  vou  Gauss  Werken  S.  630  —  631  wird  aus  dem  Nachbss 
ein  Verfahren  kurz  niitgcUieilt,  um  eine  ganze  homogene  Function  g>(x,  y,  z) 
vom  Grade  ti  in  n^iue  Kugelfunctionen,  wie  es  dort  heisst,  zu  zerlegen,  d.  i. 
in  eine  Summe  die  für  r  =  1  sidi  in  eine  Reihe  X^-j'-^'"!'***  verwandelt. 
Wegen  des  Grades  von  qp  muss,  nach  Einführung  von  Polarcoordinatoi,  if 
gleicli  dem  Produkte  von  r"  und  einer  Reihe 

sein ;  in  eine  solche  lässt  sich  nach  dem,  was  soeben  bewiesen  ist,  r~~*  (p  ent- 
wickeln.    Berücksichtigt   man,   dass  r*X*  nach  §  77,  ^  eine  homogene  ganze 

Piniclioii  von  x,  y,  z  vom  Grade  t  ist,  —  die  F^*^  heissen  mag  — ,  so  wird 

olVenbar  q>  die  Form  der  bei   Y^^^  oder  K^"^  abbrechenden  Reihe 

(a)  ...     y(a?,y,a)=  r^'*>  +  r'r^'-'^  +  r*I^"-*^  +  ... 
annehmen.     Setzt  man,  was  auch  f  bedeute,  zur  Abkürzung 
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oj"        dy        d5 

so  besteht  nach  §  77,  ^  die  Aufgabe  darin,  die  ge^^ebene  Fnnelion  q)  durch 
die  Gkichung  (a)  so  darzustellen,  dass  die  homogenen  Fuuclioneu  Y  zugleich 
der  Gleichung  /tY  =^{i  genügen. 

Um  sie  zu  lösen,  geht  man  von  der  (ileiehung  aus 

(6)  . . .     J{r'-  r^"  -''^)  =  2v(2ri  -  2v  +  !)'•''"'  >^"''*  ^ 
die  man  erhält,  da 

J{r"'Y)=r^''JY-\-\vr»'--'{x ^  +^1*^  +  s-|?-)+2W2v+ 1 )r^^-'  F. 

da  ferner  z/K=0  und  wegen  des  Euler'schen  Satzes  von  den  homogenen 
Functionen. 

Wendet  man  die  Operation  J  auf  (a)  au,  und  bezeichnet  durch  J^  die 
i  fache  Anwendung  derselben,  so  entsteht  neben  der  ursprünglichen  (ileichung 

folgendes  System 

^•rf  =  2.4(2ii— 3)(2«— 5)  r^"'^ -1-1.6(2/«-  5)(2w—7)r '}'*"- "^}- .... 
^*f^  =  2.4.6(2«  — 5)(2/i-  7)(2/i-  9)  F^'-*'^- ... 

etc.  etc.     Hieraus  tindet  man   zunächst,   je  nachdem  n    gerade  oder  ungerade 
ist,   F^"^  oder   Y^'\  darauf  1^'*  oder   Y^^^  u.  s.  f. 
Beispiel.     Es  sei 

>ian  hat  dann  fi  =  5  und 

z/V  =  ^2(a:»+yH -^)  +  24(.r  +  i/ -}- 5)(x'-l-yM- 5'). 

andererseits  auch  aus  den  obigen  (ileichuugen  für  n  =  5 

J'rp  ^  4.7r*y^'^+2.9K^*\ 
Dies  giebt  die  Auflösung 

K(*>  =  -3(x»+j,*+3»)-|-  VrCx'-}-;/'  j-5^)  -  Jr'(.r  \-y  f  .). 

9,(.-r,  y.  3)  .=  J'<">  4-  /•'  r">  1-  r '  F' '\ 
Führt  man  endlich  Polarcoordiualen  ein,  so  wird  z.  I(. 
j._iy{i)  _  3»^,.„s^y  4"'"^''i'*'*'/'  -F''i"Ö"''"'/')« 
,.-3y(»)_  äfcos'ö— joüsd>)— Asiiiö(ins'Vy  — i)(ci..sfp  !  siiir/)) 

-}-  Jsiii'ÖdHtsSqp — Mii3a)J. 
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üeber  die  Möglichkeit,  eine  beliebige  Function  von  d  und 
(//  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen  zu  entwickeln,  wird  im  5.  Ka- 
pitel gehandelt;  eine  P\mction  die  fttr  ö  =0  nicht  unabhängig  von 
\p  wird,  z.  B.  ö  f-t^,  wird  man  sicher  nicht  im  ganzen  Intervalle 
durch  eine  solche  Keiho  darstellen  können,  da  die  C  und  S  ganze 
Functionen  der  drei  Aggregate  cosö,  sind  cos  t/;,  sind  sin  i^  sind. 
Nach  der  Methode  des  §  14  und  If)  zeigt  man  aber  sogleich:  Wenn 
f{iK  ip)  in  eine  Keihe  von  Kugelfunctionen  der  beiden  Veränderlichen 
d  und  j/;,  von  Ö  =  0  bis  rr  und  }p  =  0  bis  2n^  die  in  gleichem  Grade 
convergirt, 

(r) . . .  HO,  ip)  =  1  x\  r  =.  i er c:(d, I/O + kis: (0,  ip), 

entwickelt  werden  kann,  so  kann  dies  nur  auf  eine  Art  geschehen, 
oder  was  dasselbe  ist,  0  kann  nur  auf  eine  Art  in  eine  solche 
Keihe  entwickelt  werden. 

Zum  Beweise  untersucht  mau  nach  der  Methode  des  §  14  die 
drei  Integrale 

A  ^.J  \mOcOl  '  V.;;(f>,  f/OC(Ö.  i/^)cV% 

II  'll 

D  =-■  /  \mOvoJ  "  '»S-(Ö,  v,*)S'u(e,  H')6tp, 

in  denen  //i,  //,  /«,  v  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  und  m  ^  w, 
11  Iv,  y.  Es  zeigt  sich,  dass  B  immer  Null  ist,  A  und  D  aber  nur 
dann  von  Null  verschieden  sind,  wenn  zu  gleicher  Zeit  (n  =  m  und 
V  =  M.  Da  nämlich  (\  und  S,„  das  Produkt  einer  Zugeordneten 
von  costf  und  aus  cos  Hl  (/;  resp.  sin  wtf;  bezeichnet,  so  enthalten  die 
drei  inneren  Integrale  ifj  nur  in  der  Verbindung  resp. 

cos//ii/;cos/ii|f,    cosiiii/;sin/[i(^,    sinrnt/zsin/«!^. 

Daher  ist  B  immer  Null ,  femer  A  =  0  und  i>  =  0  wenn  nicht 
u  ■-=  m.  Setzt  mau  aber  /c  =  m,  so  reduciren  sich  A  und  D  im 
allgemeUien  auf 

0 

ftir  m  =  o  giebt  A  das  Doppelte ,  D  aber  0.  Nach  §  62  ist  das 
Integral  <>  sobald  n  und  v  verschieden  sind,  ferner  nach  (46,  b)  gleich 
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4  1 

Hiermit  ist  der  äatz  bewiesen  und  noch  ausserdem  das  Resultat  ge- 
wonnen, welches  bald  Anwendung  finden  wird,  dass  für  ii  =  m 
und  y  =  n  sei 

nur  für  m  =  0  hat  man  D  =  0  zu  setzen. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Constanten  c  und  k  bei  der 
Entwickelung  von  0  in  die  Form  (c)  selbst  gleich  Null  werden. 
Multiplicirt  man  nämlich  (r),  nachdem  f  gleich  Null  gesetzt  ist,  mit 
C2 Bind 60 dtp  und  integrirt  zwischen  den  Grenzen  0  und  2/t  resp. 
71,  80  entsteht 

In  ähnlicher  Art  zeigt  man,  dass  k,l  =  0. 

Sammelt  man  alle  Kugelfunctionen  C  und  8  des  gleichen 
Grades  zu  je  einem  Gliede  X'\  so  folgert  man  aus  dem  Umstände 
dass  A,  Ä,  D  verschwinden,  wenn  die  Indices  n  und  v,  und  anderer- 
seits m  und  |u  verschieden  sind,  die  Gleichung 

wenn  nicht  n  =  v. 

Laplace   beweist    {e)  aus   <ler  DifrereiUialgleichiiug  (51),   der   f  =  X" 

genügt,  indem  er  dieselbe  mit  X*' »mOSOdip  multiplicirt  uml  ;e\visclieii  dm 
aogegeheneii  Grenzen  intefrrirt.     hadurcli  entsteht  zunächst 


-  -  w(w  -h  \)f/''x"X'sMiOdOdiiß 


(I         0 


Eine  zweimalip[e  Integration  von  jedem  d(>r  beiden  Glieder  ;nif  der  rechten 
Seite  zeigt,  dass  man  auf  derselben,  also  ;iueh  auf  der  linken,  die  Indices  n 
und  V  umtauschen  kann,  dass  daher  «las  Intef^ral  auf  der  hinken  mit  //(ifi-fO 
multiplicirt,  gleich  seinem  Produkte  mit  v(v-\-\),  dass  es  selbNt  «dso  Null  sei. 

Die  bisher  gewonnenen  Resiütate  dienen  dazu,  eine  Function 
/■(ö,  ip)  in  eine  solche  Reihe  (r)  von  Kugelfunctionen  zu  entwickeln. 
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wobei  die  Möglichkeit  der  Entwickelung  noch  vorausgesetzt  wird, 
(über  welche  wir  im  b.  Kapitel  handeln).  Wendet  man  den  Aus- 
druck von  X  in  (c)  an,  so  erhält  man  durch  Vertauschung  von 
Ö,  ifj  mit  ö„  i/;,, 

V 

Eine  von  den  Kugelfunctionen  ist  auch 

f-Ccopy)  =  i'(-i)^a:(C(ö,<'.)c;(ö„  v/,)+s;((?,  .^)s;(ö„  v».)); 

bildet  man  nun 

so  bleibt  dies,  wegen  (e),  unverändert,  wenn  man  f  mit  dem  einen 
Gliede  JC"  vertauscht.  Wendet  man  (d)  an,  so  wird  das  Integral 
daher 

d.  h.  gleich  47rA"  getheilt  durch  2w+l.  Dies  giebt  den  Satz: 
Lässt  sich  f(d,\p)  in  eine  Reihe  (c)  entwickeln,  welche  in 
gleichem  Grade  converg-irt,  so  ist 

1.  Anmerkung.  Will  man  X  in  seine  Bestandtheile  C  und 
S  zerlegen,  so  findet  man  zur  Bestimmung  der  Constanten  c 

d  =  (— l)"a:  ^'"^^^y /^.(co8e)sinö^0/''V(ö,  v) cos im^öi^r. 

Durch  Vertauschung  von  cosmi^  mit  sinmi;;  erhält  man  C. 

2.  Anmerkung.  Das  Integral  von  cosmv'cos/uv/d^  und 
siniffV^sinpV'c/V'  i<^t  ftlr  jedes  ganze  m  und  (x  gleich  Null,  wenn  m 
und  /u  verschieden  sind  und  von  0  bis  n  integrirt  wird.  Integrirt 
man  nur  bis  |/t,  so  findet  dasselbe  statt,  sobald  m  und  ^  gleich- 
artige Zahlen  vorstellen,  d.  h.  m — /u  gerade  ist.  Aehnlich  verhält 
es  sich  mit 


0 


/p,;  (cos  6)  P:  (cos  6)  sin  6  dO. 


Sind  N  und  v  gleichartig  so  lässt  sich  das  Produkt  der  beiden  Zu- 
geordneten nach  Cosinus  der  geraden  Vielfachen  von  d  entwickeln; 
das  Integral  hat  also  die  Form 
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und  giebt  deniDach  zwischen  0  und  ätt  integrirt  die  Hälfte  des 
Werthes,  den  man  durch  Integration  bis  n  erreichen  würde,  — 
also  Null,  wenp  n  und  v  verschieden  sind.  Man  findet  daher  den 
Satz,  dessen  wir  uns  im  §  98  bedienen  werden :  Wenn  /*(ö,  ip)  bei 
der  Entwickelung  nach  Kugelfunctionen  nur  C  oder  nur  Ä  enthält, 
und  zwar  solche,  deren  oberer  Index  mit  einer  Zahl  w,  deren  unterer 
mit  einer  Zahl  m  gleichartig  ist,  so  geben  (m  ;C1  n)  resp. 

JlmeddffiO,  tp)C:dip,     ßmOdoffiO,  ip)Sldxi), 

nach  0  bis  n  nach  xf)  bis  27i  integrirt  das  ftfache  von  dem  Werthe, 
den  man  erhält,  wenn  mein  beide  Male  bis  \  n  integrirt.  Ist  z.  B. 
f(d^w)  eine  ganze  Function  von  cosö,  sinöcosi^,  sin^^sim//  höch- 
stens vom  Gra<le  w  — 2,  so  werden  beide  Integrale  gleich  0;  die 
Bedingung  fllr  f  wird  erfÖUt,  wenn  nur  solche  Potenzen  von  cosö 
darin  auftreten,  welche  mit  n  gleichartig  sind,  zugleich  von  sind, 
die  mit  m  gleichartig  sind  und  von  sini/^  nur  gerade  (beim  ersten 
Integrale)  oder  nur  ungerade  (beim  zweiten).  Die  Sätze  über  das 
Verschwinden  jener  beiden  Integrale  lassen  sich  als  die  Verall- 
gemeinerung des  Fundamentalsatzes  von  Legendre*)  betrachten, 
nach  .welchem 

Man  vergl.  über  denselben  S.  7B. 


ZiiNaiz  zum  ersten  Kapilel. 

Geometrische  Bedeutung  der  Kugelfunctionen.    (M.  vergl.  S.  322.) 

IHe  zwoilo  Hälfte  clor  r>3l.  Soilt»  im  .").  Ruiido.  von  Gauss  Workou  onl- 
liäll  iiiittT  (iicsor  Uehcrsdirifl  eiuifro  Aiirzcichniiu^^cn ,  wdclie  ich  im  HB.  Rd. 
von  Borcliarilt's  Journal,  S.  38(5- -389  in  «ler  rolgenden  Art  durch  Helrach- 
luDf;  der  Analogie  /wischen  den  Kreis-  und  Kugelfunctionen  zu  erläutern  ver- 
suchte. 

(a)  Auf  der  Peri|dicne  eines  mit  dem  Hadius  1   besrliriehenen  Kreises  A' 

*)    Memoiroii  von   178-1,  S.  ÖT'i. 
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iH>liiii('  man  n  feste  Piinkle  A^y  A^,  ...   /I».     Hie  Rogeuenlferuuufr  eiues  jedeu 


A 


/. 


\ 


\ 


\ 


^ 


.A 


I 


A 


Fig.  2. 
.1 


^ 


J. 


'K 


3f 

\ 


J 


/ 


vou  dem  vc^rhcTgeiieudeu  sulI 


271 


71 


)»ei  ungeradem  ;<,  Lei  geradem  n  aber 
/<  n 

betragen.    (Ju  Fig.  I    ist  h  =  5,  in  Fig.  2  ist  ii  =  4.)   In  dem  letzteru  Falle 

h«il))ire  man  den  It(»gen  A^A^  (liier  A^A^)^  welcher  kleiner  als  n  ist  iu  A. 

Rezeirlinel   mau    durch   P  einen   unh<*slimmten  Funkt  auf  der  Peripherie 

des  Kreises  und  sind  PA,  PA^y  elr.  seine  Rogenentfernuugeu  von  ^1,  /!,,  etc., 

so   wird   das  Produkt 

n  —  2"    U'osPi4,  .cosP/l.....rosPy4„ 

für  ein  ungerades  ;/  gleich  cos(;i.P/l,)  oder,  was  dasselbe  ist,  .  gleich 
cosw.Pytg  =  cosw.P/4j.  etc.,  hei  geraden  n  aber  cas(«.Pi4).  Oies  ist  uäiulich 
der   Sa  Ix,  welcher  in  den  beiden  bekannten  Formeln 

cosw(?  =  2'-'cos6^cos(ö-|-  ^''^^cos(ö-|-  *^).  .cos(ö-h'*-^-27r), 

cos;,^y  ..  2-'cos(^-.  |^)n.(ö+  ^^^  oos(ö+  '-'^^^  n) 

•cosfö--    '     Jcosfö    -  ,^    )-..cosiö—     ^       n) 
V         2w/       \  2fi^  V  2«       / 

enthalten  ist,  von  denen  die  erste  für  uugiM'ade,  die  /.weite  für  gerade  n  gilt. 
Im  ersten  Falle  Ix'zeichnet  man   P/1,,   im  /.weiten  PA  mit  d. 

(6)  Indem  man  von  einem  Punkt  P  des  Kreises  zu  einem  Punkt  P  der 
Kugel  übergeht,  gelangt  man  von  dem  (Cosinus  des  n  fachen  Rogeus  zur  Kugel- 
function  /i'**"  Grad<»s. 

Mau  drehe  den  Kreis  A'  um  seinen  Ihurchmesser.  der  im  ersleu  Falle 
(wenn  n  ungerade  ist)  von  ^4,.  im  zweiten  von  A  aus  gezogen  wird.  PA% 
Pi4,,  etc.  seien  die  sphärischen  lüntfenumgen  eines  Punktes  P  der  Kugelober- 
lläclie  von  A,  ^4,,  etc.  Setzt  man  im  ersten  Falle  P^,,  im  zweiten  PA 
gleich  Os  und  nennt  den  Winkel,  den  K  mit  der  ursprünglichen  Lage  von  K 
bildet  (die   Länye),   r^,  so  wird  resp. 


Gcomt'trische  Bedeutung  üei   Kugelt'unctionen.  ^31 

coaPA^  i-i  =  i'usÖt-tis  -|-siii6/siu  'Cosw, 

n  n  ^  ' 

DA  /)      (/«-2v-l  l)rr  („_2i,-f-l)7r 

cnsFA,,  =  cosöi'os^  ^       -t-sin^siii  .cosflp. 

n  n  ^ 

Waw  sel/l  nun 

uu<i  erhalt  dauD  r**»\}. 

vtis PA y  i.i=  Mvos lip—   "  '     \        ros/M,.  =  jl/rusM/; —         ]"     -- -;i  j, 

in  heidrn  Fällen  also 

/7  =  2"-  'c:os/^/i,  .rosPi4^..,rosFyl„    -  ,l/"n»s«V;. 
Setzt  mau  für  M  iiiiil   (//  ihre  \VerUu>  in   0  nnd  (]p  zurück,  so  erhält  man 

2/7  =  (rosÖ-l-  «sin^y<:osf/<)"  -[-  (cosÖ — isinÖrosy)'*. 
Die  Kuj^elfunction  /i'*'"  firades 


1     /"• 

/     {vitsO -]- ismdvosq>)'*d(f, 

1%  «^ 


o 

ist  daher  das  Mittel  unter  a  llen  Werthen,  die  //  annimmt,  wenn 
«ler  Punkt  P  festj^'ehalten  wird,  während  fler  Kreis  K  sieh  um 
seinen  in  /l,  resp.  A  mündenden  DurrhnH'ssrr  dreht.  IMes  ist  die 
•;  eometrisehe  Itedeulunf^'  der  kuf;elliincti(ni. 

ic)  Das  Autsurhou  dt^s  MittclwiTthes  einer  Funeliun  f{q^)f  welche  in  eine 
endliche  nach  Cosinus  der  (ganzen  Vielfachen  von  tp  ^^eordnete  Reihe  entwickelt 
werden  kann  und  mit  cos(/i  —  1)^  schliesst,  erfordert  nicht  die  Ausführung; 
einer  Integration.  Kr  lässt  sich  auftinden,  wenn  fiqt)  für  n  Ahscissen  (p  von 
O  his  71^  gegeben  ist;  man  kann  aber  diesen  mittleren  Wcrtli  durch  geeignete 
Wahl  der  AhM'issen,  etwa  aus  der  Hälfte,  aus  kn  oder  ^(ii-|-t)  Ordiuateu, 
lH*slinimen.     Ist  nändich 

M)  wird   für  jedes  gerade  n 

f  ^^  ^-f  ^^  4 vr  ,^     --  i/'K--^'.'  i  '^»"-  •> 

so  da SS 


yV(<r)rV 


o 

2  1 

uleicli   der  linken  Seite  der  ersten  (Jeichung  mal         oder  der  zweiten  mal  - 

n  n 

wird,   xdiald  f  kein  höheres  <ilied  als  das  v'**  enthält.    Hierdurch  ist  zugleich 

Irew lesen,  dass 

dx 


/";/(') 


— 1 


I  \  —  x' 
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wenn  x(^)  eine  ganzi»  Function  von  j-,  höclislens  des  Grades  n — 1,  bezeichnet 
und  n  gerade  Ist,  durcli  Interpolation  aus  den  Ordinaten  von  nur  jn  Abscisseo, 
nämlich 

X  -^  cos      .      cos       ,     .  • .' .      cos  ( n  —  1 ) 

n  n  ^         "^  n 

berechnet   werden  kann.     M.  vergl.  S.  22. 


Zweites    KapiteL 

Entwickelung  der  Kiigelfunction  zweiter  Art  und  der 
(,'yliiiderfuiictioii  nach  denselben  Methoden. 

§  70.  Ein  ähnlichen  Additionstheorem,  wie  das  von  Laplace 
fttr  die  Kugelfimctiou  erster  Art,  habe  ich  auch  fllr  die  Functionen 
zweiter  Art  entwickelt  und  zwar  auf  zwei  Arten-,  von  denen  die 
erste  dem  Verfahren  von  Laplace  (§.  7B)  entspricht,  die  zweite 
demjenigen,  welches  im  §  70  angewandt  wurde. 

Bei  der  ersten  Methode  geht  man  davcm  aus,  dass  0(z)  der- 
selben Differentialgleichung  (fil)  oder  (51,  a)  genügt  wie  P(z).  Um 
sie  möglichst  einfach  darzustellen,  wird  hier  angenommen,  es  sei 
X  und  .r,  positiv  reell,  x,  <  1,  und  x  so  gross,  dass  xx^  >  1.  In 
diesem  Falle  wird  nämlich 

5  =  XX  ^  —  yx'^ — 1  Yx*  —  1 .  co8(t/;,  —  \f/) 
nie  zugleich  reell  und  r^;,  1,  ist  also  z  sicher  kein  Punkt  im  Quer- 
schnitt, welchen  reellen  Winkel  auch  qp  =  tpi  —  tp  vorstellt. 
Setzt  man,  dem  Gange  des  §  73  folgend, 

V^  0 

SO  wird  u  die  Form  haben 

und  zwar  ist  g  gleich  Null  zu  setzen,  (la  Q  endlich  bleibt  wenn 
auch  .r  =  cc  wird,  also 

wo  h  nur  noch  die  Veränderliche  x^  enthalten  kann.  Da  in  s  die 
Buchstaben  x  und  x^  mit  einander  vertauscht  werden  dflrfen  und 
M,,cosi'y,  daher  auch  /i,Q"(x)QOf^vfpj  also  h^co^vcf  der  partiellen 
Differentialgleichung  (;">],  a)  genügt,  wenn  man  in  derselben  x  mit 


§  80,  Öf).  Kugelfunctionen  zweit or  Art.  *,Y^]] 

27,  vertauHcht  hat,  so  muRH  h  die  Form  Iiabeii 

Hierin  ist  d  Null  zu  setzeu,  da  Q(xJ^  nicht  aber  0"(^)?  ^1'*  -^i  ~  ^ 
uuendlich  wird,  so  dass  man  tiudet 

Um  die  Constante  y  zu  hestimmon,  multii)licirt  mau  diese  (lloichung: 
mit  iT»"*^  uml  setzt  x.  =  oo.  Nach  (12)  und  (H!^,  ^)  geht  dann  die 
linke  Seite  in 

über,  während  die  rechte  sich  in 

verwandelt.  Bestimmt  man  hieraus  y  und  setzt  seinen  Werth  ein, 
PO  erhält  man  das  gesuchte  Additionstheorem  fUr  dieKugel- 
fuDction  zweiter  Art,  welches  (52)  ents]»richt 

Dieses  Verfahren  beruht,  ausser  der  Voraussetzung  über  x  und 
o;,,  noch  auf  mancherlei  anderen,  die  man  für  die  Kugelfunction 
erster  Art  machen  durfte,  da  sie  eine  ganze  Function  von  5  ist. 
Die  Ableitung  und  Vervollständigung  erfolgt  deshalb  noch  du^ch 
eine  zweite  Methode,  die  zugleich  den  Charakter  der  Verifikation 
besitzt.  Die  Reihe  auf  der  Rechten  in  (00)  wird  nämlich,  mit  Hülfe 
des  Ausdrucks  der  Kugelfunctionen  durch  bestimmte  Integrale, 
summirt  und  der  Summenausdruck  durch  eine  Substitution,   nach 

Art  der  im  §  76,  transformlrt,  wodurch  sie  in  (w  +  i)0"(^)  '>^l6r? 
bei  anderen  Voraussetzungen  über  x  und  j-,,  in  einen  verwandten 
Werth  übergeht. 

§  80.  Es  soll  die  Function  0'*(5),  bei  festgehaltenen  x  und  x^^ 
für  alle  reellen  Bogen  xp  und  t/;,  in  eine  nach  Cosinus  der  Viel- 
fachen von  1^,  —  t/;  =  qp  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden. 

Damit  Q  endlich  bleibe,  darf  z  nicht  gleich  1  werden ;  hieraus 
folgt,  dass  X  und  o?,  nicht  beide  rein  imaginär  sein  können.  Wäre 
nämlich  x  =  ty,  a:,  =  iy^ ,  so  w^ürde  z  filr  q>  =  n  gleich 

sein,  also  positiv  und  >  1,  während  es  für 


|:jj^4  ^^-  Tlieil.     Zwiit»»«  Knpitel.  §  W?  iV>. 

y  Vi 

zu  Null  herabsinkt,  also  fttr  eineu  Wertb  von   y  zu  1  wird.     Es 
Avird  nun  festgesetzt: 

1)  X  und  X,  sind  nicht  negativ. 

2)  Man  hat  .S  ^^J  <  ,#  ^^"^I  • 

Hierin  ist  schon  die  Bestimmung  enthalten,  dass  x  und  x^ 
nicht  zugleich  rein  imaginär  sein  sollen,  und  wenn  eine  von  den 
beiden  Zahlen  rein  imaginär  ist,  dass  dieses  x  sei.  Denn  keiner 
der  Moduln  sinkt  unter  1;  er  erreicht  nur  dann  1,  wenn  das  Ar- 
gument X  oder  x^  rein  imaginär  ist. 

Man  betrachte  die  beiden  Integrale,  welche  in  dem  Ausdrucke 

(x  —  |/a;*—  1 .  cos  tu)"  dt? 


enthalten  sind,  wenn  r^  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  im  §  36,  näm- 
lich der  gehörig  definirte  Logarithmus  ist  4log(a?+l)  — 4log(a? — !)• 
(M.  vergl.  S.  160.)  Der  Integrationsweg  fttr  ©  ist  derselbe  wie  im 
§  36,  S.  159;  beginnt  also  bei  v  =  0  und  sein  reeller  sowie  sein 
imaginärer  Theil  gehen  ohne  Maximum  oder  Minimum  in  den 
reellen  und  imaginären  Theil  von  v^  über.  Das  arithmetische 
Mittel  s  aus  den  beiden  Integralen  (a)  wird  auf  doppelte  Art  um- 
gestaltet: 

a)  Zuerst  entwickelt  man  s  in  eine  trigonometrische 
Reihe.  Zu  dieser  führt  die  Gleichung  (34,  a).  Da  in  dem  vor- 
liegenden Falle  die  Ungleichheiten  bestehen 

. #r  <  ,  /rv,  <  4e  /nog  ^+J  <  ic//<log^^  +  J  ,  ' 

X         X  X .  "—  X 

letztere  wegen  der  2.  Festsetzung,  so  darf  man  sich  dieser  Fonnel 
bedienen  und  erhält 

Diese  Reihe  convergirt,  wie  ihre  Herleitung  zeigt,  in  gleichem  Grade; 
setzt  man  sie  in  {a)  ein,  so  wird  s,  der  Werth  des  arithmetischen 
Mittels,  sich  in  Bezug  auf  qp  auf  eine  C<»sinusrcihe  allein  reducireu 
und  man  erhfilt 


/ 


§  HO,  iV).  Kiigell'unorionpn  zwoiier  Art.  .•>,?,;') 

w  .••   «-  2n~i  n(n)H(to 

Das  hier  in  (6)  auftretende  Integial,  mit  dem  vor  der  Parenthese 
befindliehen  numerischen  Faktor,  ist  aber  nach  (38,  b)  überall  ausser- 
halb des  Querschnitts  gleich 

6)  Zweitens  vergleicht  man  *  als  arithmetisches  Mittel 
aus  den  Integralen  mit  dem  Integrale,  welches  gleich 
Q{i)  ist.  Dazu  dient  die  Substitution  des  §  3G  unter  2),  durch 
welche  sich  (a)  sofort  in 

du 
(a  +  6  cos  IM +c  sin  !!<)''+' 

verwandelt,  wo  a,  6,  c  genau  dieselben  Grössen  vorstellen,  welche 
im  §  7(),  S.  319  durch  diese  Buchstaben  bezeichnet  wurden,  so  dass, 
wenn  man  auch  hier  den  Bogen  d  einftlhi*t,  sich  ergiebt:  Sind 
die  gegebenen  Grössen  x  und  x^  positiv,  ist  ferner 

x  —  \  a;,  ~  1  ' 

setzt  man  endlich 

a-j:,  —  cos<y).)/j;*— l]^a;[  — 1  =  3, 

a:,]V— 1  — cosqp.xjVj— 1  =  f^s*— icosd, 

sinqp.lxj  — 1  =  fV— Isind, 
so  besteht  ausserhalb  des  Querschnitts  die  Gleichung 

(i)!},  a)  . . .     «  /  -      —        - 

'•\     (s+jV-LcosCiM-d))"'» 

Die  auf  der  rechten  Seite  befindliche  Reihe  stimmt  mit  dem  (w-f^)'*'" 
Theile  der  rechten  Seite  von  (55)  Uberein;  die  linke  Seite  giebt, 
was  am  Schluss  des  §  79  in  Aussicht  gestellt  war,  den  Ausdruck 
für  die  Summe  der  Reihe  durch  ein  bestimmtes  Integral.  Man  darf 
aber  nicht  übersehen,  dass  die  Gleichung  nicht  gestattet  für  t  den 
Werth  im  Querschnitt,  cosö,  zu  setzen,  sondeni  nur  den  Werth 
am  Rande,   also    cosö-f-O.t.      Da    mau    aus  (37,  r)    weiss,   dass 


H:^r)  ir.  Theil.     zweites  Kapuel.  §81.55. 

Qi;(cosö  +  O.i)  gleich  der  Summe  von  0"(c<)sö)  und 

(— !>• « •  i  i7i(2w +l)(iJ.''^P,^''^(cos^) 
ist,  so  fimlet  man  bierdurcb: 

Für  X  =  C08Ö,  i)<0  <in  ist  die  rechte  Seite  von  (55,  a) 
abzuändern  in 

.  '^,  ,  J'Pr(3:,)0r(cosö)cosvg)-Jl7r?P"(:.). 

Das  Integral  auf  der  Linken  von  (55,  a)  Ifisst  sich  nach  S.  \iVd 
durch  ö"(5)  und  P"(5)  ausdrücken.  Es  sei  z  i)08itiv  und  von  der 
Form  p  +  t^;  x  und  x,  gentigen  den  beiden  Festsetzungen  auf 
S.  334.  Je  nachdem  der  reelle  Theil  v(m  d  den  kritischen  Winkel 
1//^,  dessen  Werth  man  S.  1(39  unter  1—4  findet,  nicht  überschreitet 
oder  überschreitet,  ist  jenes  halbe  Integral  resp. 

(>'*(s  +  0.t),     (?"(Ä  +  0.t)±mP"(Ä). 
Das  Resultat  für  ein  negatives  s  ergiebt  sich  hieraus  von  selbst. 

§  81.  In  den  Fällen,  dass  (die  positiven  Grössen)  x  und  x, 
nicht  complex  sondern  reell  oder  rein  imaginär  sind,  wollen  wir 
die  fertigen  Formeln  angeben. 

1.  Fall:  X  und  x^  sind  reell  und  kleiner  als  1.    Wir  setzen 
x  =  cosö,    0?,  =cosö,,    0<ö<^;i,    0<^y,  <Ä;i. 

Ferner  hat  man 

5  =  cosöcosö, +  sinÖ8inÖ,  C0S9)  =  cosy,     0  >  Ö,, 
die   letztere  Ungleichheit  wegen   der   2.  Festsetzung  der  S.  334. 
Alsdann  erhält  man,  so  lange  cos/  ])ositiv  ist,  dieselbe  Form  wie 
(55),  nämlich 

(w  +  4)0''(cosy)  =  J"/<;(cosÖ,)0;(cosö)co8y9). 
Eine  Rechnung  wegen  d  hier  anzustellen  wäre  überflüssig,  da  beide 

Seiten  reell  sind,  sich  also  nicht  um  Vielfache  von  .]7rtP"(cosy) 
unterscheiden  können.  Wenn  cosy  negativ  wird,  während  fp  von 
0  bis  271  wächst,  so  entsteht  keine  Diskontinuität  indem  O'*(co8y), 
wo  y  durch  \n  geht,  für  ein  gerades  n  verschwindet,  für  ein  un- 
gerades n  sich  unendlich  wenig  ändert. 

2.  Fall:  x  und  x^  sind  reell,  x  >  1,  x,  <  1.  Die  2.  Fest- 
setzung der  S.  334  verlangt,  dass  sei 

x  +  l    ..  1  +  x, 
x-l  "^  l~x,  ' 
oder  wenn  man  auflöst,  xx^  >  1.    Wir  haben  also  den  Fall  des 


S  81    55.  Kiigclt'unctioiicii  zweiter  Art.  Hi)7 

§  79,  in  welchem  wir  nur  die  Bestätigung^  der  frlilier  gewonnenen 
Formel  (55)  erlangen.  Denn  z  ist  nun  von  der  Form  p^qi^  wo 
p   und  q   positive  Werthe   bezeichnen,   und    q   das   Zeichen   von 

co89).]V— 1  besitzt.  Ferner  hat  Vjs"— 1  nach  §  10,  S.  40  die  Form 
;>,  ^Pg,i,  endlich  x^]^x*—\  —  co»q>.x\x''—\,  also  auch  }-j3*— Icosd, 
die  Form  PjTVt**    Hieraus  folgt,  dass  der  reelle  Theil  von 

coso  =    -'^^^V 

das  positive  Zeichen  hat.  Bringt  mau  d  in  die  Form  a  -f  ßi^  bo  ist  also 
a  <  4  yr,  während  der  kritische  Winkel  tp^  des  §  39  nie  unter  {  n 
herabsinkt.  Dem  Querschnitt  kann  z  nicht  angehören,  da  es  nur 
für  co8g)  =  0  reell,  dann  gleich  xx^^  also  grösser  als  1  wird.  Die 
früher  ftlr  diesen  Fall  gewonnene  Gleichung  (55)  ist  jetzt  also 
bewiesen. 

3.  Fall:  Es  seien  wieder  x  und  x^  reell,  aber  a?,  >  1,  a;  <  1. 
Wir  machen  x  =  co»0.  Dieser  Fall  ergänzt  den  vorigen,  da  aus 
der  2.  Festsetzung  folgt  xx^<:l.   Wir  nehmen  zuerst  ^  ;r  <  qp  <  ^  tt, 

80  dass  *,  also  auch  ]  s*— 1,  endlich  auch  ]^5*— -l.cosd  die  Form 
besitzt  p+  ^«,  und  dass  cosd  von  der  Form  ist  (p  +  ^0-(PrH<7,*)i 
d  also  wiederum  einen  reellen  Theil  unter  in  hat,  so  dass  d  durch 
O  ersetzt  werden  darf.  Da  j^<1,  so  ist  die  modificirte  Gleich. 
(55,  fl)  anzuwenden. 

Indem  man  in  diesem  Falle  hat 


3  =  a:,cosö  — »l^jrj  — l.siuöcos^), 
tritt  an  die  Stelle  von  (55),  so  lange  —{TKZqxikn  die  Gleichung 

Q\z)-itnP\z)  =  .,  '^--,  J'/>r(j^,)(?;(cosö)cosvg). 

Das  ResultAt  in  dem  Falle  — 4^<7)<^7r,  gewinnt  man  durch 
Vertauschung  von  i  mit  —  i,  wobei  man  nicht  vergessen  darf,  dass 

t  auch  in  ^"(cosö)  vorkommt.  Setzt  man  <f  =  ^n+Oi  und  nimmt 
das  arithmetische  Mittel  aus  den  Functionswerthen  in  diesen  beiden 
Fällen,  so  entsteht 

(w  +  i)0\^t  cosö)  =  J'P;!(a?,)Q;(cosö)cosii';i. 

4.  Fall:    Es  sei  x  rein  imaginär,  x^  reell  und  kleiner  als  1. 

Man  setze 

x^  =  cosÖ,     0  <:  ö  <  4  ^,     X  =  iy. 

Heine,  Theorie  (ior  Kiiueifuiictionen.     'J.  Aufl.  22 
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Die  2.  Festsetzung  ist  dann  von  selbst  erfüllt.    Indem  man  hat 


s  =  sinö.co8  9).f^y*4-l  +  tycosö, 

so  sind  a,  V«'— 1,  >^'— l.eosd  von  der  Form  ±p  +  ?t,  woraus 
folgt,  dass  auch  hier  der  reelle  Theil  von  d  unter  ^  n  liege  und  0 
för  d  gesetzt  werden  darf.     Auch  in  diesem  Falle  gilt  (55). 

5.  Fall:   Es  seien  x  und  x,  reell  und  x^  x,  >- 1.     Dann  ist 


z  =  xx^  —  eoQ(f.^x*—l}■x]  —  l 
immer  positiv  und  >  1,  während  der  kritische  Werth  ip^^  in  diesem 
Falle  n  wäre.     Daher  gilt  (55). 

6.  Fall:    Es  sei  o;  rein  imaginär,  x^  reell  und  grösser  als  1. 
Setzt  man  x  =  iy,  so  wird 

»  =  t(Pi— cosg))V+M^^J  — !)• 
Da  5  rein  imaginär  ist,  so  hat  man  V'o  =  4  ^?  femer  ist 


]'5j'— l.cosd  =  i(d?,  Vy'+T-yl^a:^— l.cosg)) 
rein  imaginär  und  offenbar,    selbst  noch   ftlr  y  =  0,  positiv.     So 
lange  nun 

d)  a  positiv  bleibt,  ist  cosd  reell  und  positiv,  also  5  <.rp^  und 
(55)  gilt.    Wenn 

6)  z  negativ  wird,  so  ist  die  Reihe  in  (55)  gleich 

(n+t)(0\«)~mP"(5)). 
Bei  dem  Uebergange  von  einem  positiven  zu  einem  negativen  », 
an  der  Stelle  »  =  0.i  tritt  kein  Sprung  ein,   indem  0''(0)  für  ein 
gerades  n  denselben  Zahlwerth  wie  nP^{0)  hat  (S.  12);  für  ein  un- 
gerades n  wird  P"(0)  =  0  und  0"(0.t)  =  0"(-0.f). 

§  82.  In  den  §§  80—81  wurde  für  q)  eine  reelle  Grösse  ge- 
setzt. Die  Gleichung  (34,  a)  verschafft  aber  noch  immer  den  Aus- 
druck (6)  des  §  80  fllr  «,  wenn  selbst  qp  einen  imaginären  Theil  tw 
enthält,  der  aber  so  beschaffen  ist,  dass  m  vermehrt  um  den  reellen 
Theil  von  ilog(a;,  +  l)— |log(a?,— 1)  unter  t>^  liegt.  Ist  dies  nicht 
der  Fall,  so  muss  man  (34,  6)  statt  (a)  zur  Reihenentwickelung 
verwenden.  Hier  soll  nur  der  Fall  eines  rein  imaginären  x  und  ar, 
behandelt  werden,  welcher  im  II.  Bande,  bei  dem  Potential  des 
Kreises  von  Wichtigkeit  ist.  Es  sei  x  =  ty,  a?,  =  ty,,  wenn  y  und 
y,  positive  Grössen  bezeichnen. 

Man  betrachte  das  arithmetische  Mittel  s  der  beiden  Integrale, 
welche  in  dem  Ausdrucke 
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►arc  cotji  V         (a;  —  C08X .  ^■x^-^y  dx 


(fl)...  / 


Ca;,  +  cosC;^ +ip).  \x]  —1)»+» 


enthalteu  sind.  Nach  (34,  6)  verwandelt  8ieh  dieser  in  die  Reihe, 
deren  allgemeines  Glied,  abgesehen  von  einem  numerischen  Faktor, 
bei  positivem  r  ist 

OrC^.)/  (X— COSX.  ]V-1)»C     'Cr+J/)rf;f. 

o 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (3S,  b)  ergiebt  sich  hieraus  für  das  arith- 
metische Mittel  s 

Andererseits  bringt  man  an  die  Integrale  (a)  die  Substitution 
der  S.  159,  No.  1  an  und  findet 

""  ^      ^      J      (c  +  ftcostM  +  csiniM)"^*    ' 

—X 

wo  gesetzt  ist 

^  =  y»i  +  costr.]V+l  ]^y^  +  l, 

*  =  yi  VyM-i+costr.y|'|/^+i, 

c  =  tsintt>.|^yj  +  li 
also  C,  6,  c  reell  sind,  femer  C*  — 6*  — c'  gleich  1,  also  t  grösser 
als  1  ist    Setzt  man 


6  =  1^—1 .  cos  (J,    c  =  y  r — 1 .  sin  d, 

80  wird  i  ein    reeller  Bogen  im  ersten  Quadranten   und  2,v   hat 
daher  den  Werth 

du 


{-ly^H  f 


Da  wie  S.  169,  2.  Fall  der  kritische  Winkel  v^  hier  n  ist,    so 

wird  der  vorstehende  Ausdruck  gleich  itO^Q  und  man   findet 
schliesslich  die  Gleichung 

^"(^)  =  (1  .H.r.fci))'  „l.  «?I  J^)  ^-(j')^"0'>-^ 

die  für  y  =  y,  =  0  in  (18)  übergeht.    Hier  sind  also  «,  y,  y,  positiv 

reell,  und  es  ist  l  ^  yy, -fcostv.Vy'+l  Vy^  +  i. 

22  * 
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§  ^3.  Durch  einen  Teberganp:  zur  Grenze  wie  in  den  §§  42 
und  57  gelangt  man  zu  entsprechenden  Ausdrücken  filr  die  Cylinder- 

functionen.    Setzt  man  x  —  cos  —  und  x.  =  cos   -- ,  so  verwandelt 

//  '  n 

Rieh  :ä  in 

d         d,    ^    .    0    .    0,  ,       6'~i>ö»,cos/r  +  ö; 

cos      cos-'  +sin  -  sm—  cosfl)  =  l—     -  '  -     , 

w  w  w         n  'J/r 

und  aus  (52)  entsteht  fllr  w  =  x;  das  Additionstheoreni  für 
die  Cvlindorfunction  erster  Art 

(50)  . . .     J(e,)  =  22:'J^  (0)J:  (ÖJcosiqr. 
wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 

Ebenso  erhalt  man  aus  (55)  als  Additionstheorem  flir  die  Cy- 
linderfunction  zweiter  Art,  wenigstens  solange  ö  und  0^  reell 
sind  und  ö  >  ö, . 

(56.  a)  ...  A'( Ö, )  =  2 i:' A", ( 0) J,{0,) cos ry. 
Diese  beiden  Additionstheoreme  verdanken  wir  Herrn  Carl  Neu- 
mann. Man  kann  dieselben  «lirekt  sowohl  nach  der  Methode  der 
§§  73  u.  79,  durch  Lösung  einer  partiellen  Difterentialgl.,  als  auch 
nach  der  Methode  der  §§  76  u.  S(J,  durch  die  Integralausdriicke, 
ableiten.     Ersteres  geschieht  hier,  Letzteres  im  §  84. 

Die  Axe  eines  geraden  Kreiscylinders  sei  zugleich  die  Axe 
der  Z  bei  rechtwinkligen  Coordinaten,  die  Entfernung  eines  Punktes 
a?,  y,  z  von  der  Axe  gleich  0;  die  Linie,  welche  diese  Entfernung 
misst,  bilde  mit  der  Axe  der  X  den  Winkel  yj.  wo  t)^  i/;;±.2nr. 
Dann  ist  a?  =  öeoKV/.  //  =  ösinv/.  Man  transformire  in  diese  Co- 
ordinaten nach  einer  <ler  Methoden  des  §  71  die  Gleichung 


rx  ny^  cz, 

Will  man  sich  z.  B.  <ler  Formel  (g)  S.  308  bedienen,  so  geht  mau, 
indem  man  v,  ö,  s  resp.  flir  Ä,  a,  v  setzt,  von  der  Gleichung  aus 

^x'  +  dy'  +  d'J  -  0'  öl/;*  +  f^O'  +  dz% 
wodurch  man  erhält  Ji,  5)i,  'Jl  resp.  gleich  ö,  1,  1.   Hierdurch  ver- 
wandelt sich  (g)  in 

d'V        1    ö'V       Ö'V        1    üK  _ 

öz'  "*'  ö'  ctp'  '^  dn'^'  Udo  ""^• 

Die  Function   V  denkt  man  sich,   wie  in  der  Einleitung  S.  4   die 
Function  T  nach  Potenzen    von  r,    hier  nach  Sinus  und  Cosinus 
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g;anzer  oder  gebrochener  Vielfachen  von  3  entwickelt,  allgemein 
als  Summe 

wo  A  eine  Constante,  nach  der  summirt  wird,  U  eine  Function  be- 
zeichnet, welche  zwar  die  Coustaute  l  aber  kein  z  enthält.  Als- 
dann muss  U  der  DitTerentialgU  genügen 

und  in  unseren  Polarcoordinaten 

Die  Entfernung  eines  beweglichen  Punktes  x,  y  in  der  Ebene 
JVF  von  einem  festzuhaltenden  derselben  Ebene  o?,,  j^i  heisse  0,. 
3Ian  kann  dann  (a)  durch  eine  Function  von  0^  genügen.  Setzt 
mau  nämlich  V  =  f{0^)  in  (a)  ein,  so  erhält  man 

S  + 1//" + ^'^'  =  ^"<^=^  +  J;  ^'^^=--) + ^'^^^•■'^- 

Indem  man  /"  gleich  J(IO^)  oder  Ä'(AÖJ  macht,  wird  nach  (31)  die 
rechte  Seite  dieser  Gleichung  Null,  und  man  findet  als  Resultat, 
indem  man  für  x^  y  und  a?,,  y^  Polarcoordinaten  0,  tp  und  d,,  t|f^ 
einführt: 

Setzt  man  1/;,—  1//  =  <jp  und 

0.^  =  [^ö^-Töö/i^sy  +  ÖJ, 
«0  genügen  J(lO^)  und  K{XO^)  der  Gleichung  (6). 

Diese  Functionen,  in  denen  jetzt  A  =  1  gesetzt  werden  mag, 
entwickelt  Herr  Neumann  nach  Cosinus  der  ganzen  Vielfachen 
Ton  ff,  setzt  also  /(ö,)  oder  K{d.^  gleich 

^MyCosyy, 
nnd  diese  Reihe  in  die  DiflFerentialgl.  (6)  ein,  woraus  sich  ergiebt, 
dass  Uy  der  Gleich.  (42)  genügen  muss,  daher  von  der  Form  ist 

Da  /(ö,)  für  ö  =  0  nicht  unendlich  werden,  also  nicht  K^^^ff)  ent- 
halten darf,  so  muss  in  der  Ent Wickelung  von  J(ß^)  die  Constante 
h  gleich  Null  gesetzt  werden,  wodurch  Uy  sich  auf  das  Glied  gvJy(ß) 
reducirt.  Wie  im  §  73  schliesst  man  dann,  dass  g  von  der  Foim 
yrJy(p^)  ist,  während  bei  der  Entwickelung  von  K(ß^)^  wie  das 
folgende  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Constanten  zeigt,  g  Null 
sein  muss,  und  hy  die  Form  d^.Jy(J)^)  hat.    Auf  diese  Art  gewinnt 
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man  dio  Gleiühuugeu 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  beweisen,  dass  die  Constanten  y,,  und  (J^, 
wie  es  nach  (56)  und  (56,  d)  sein  müsste,  im  allgemeinen  den 
Werth  2,  filr  y  =  0  aber  1  besitzen.  Das  Letztere  ist  sofort  klar, 
wenn  man  ö,  =  0  setzt,  wodurch  sich  0^  in  0  verwandelt.  Um 
auch  das  Erste  zu  beweisen,  difFerentiirt  man  jede  Gleichung  v  mal 
nach  cos  9),  und  zwar  so,  dass  man  die  linke  Seite  jedesmal  nach 
Ol  difFerentiirt  und  mit 

acosg)  ' 

multiplicirt.     Da  nach  (43) 

so  erhält  man  nach  der  v fachen  Differentiation,  wenn  man  durch 
0\  differentiirt  und  dann  0^  gleich  Null  setzt,  die  Gleichung 

d^J(0)  _     y^y(0)      d-Gosvip^ 

^"^^  (doey^  2A...(:iv)  "icosy"  ' 

in  welcher  man  auch  J  mit  K  und  zugleich  /  mit  8  vertauschen 
darf.    Hieraus  zieht  man 

y^-i =  2.4...(2y), 

d.  h.  yy  =  2  und  denselben  Werth  für  dy. 

§  84.     Dieselben  Ädditionsformeln  leite  ich   durch   folgendes 
Verfahren  ab: 

Die  Gleichung  (43,  c)  S.  238 
1    /''' 

T~  J      ^'^  «^osCy-«)  cQg  y,^,  d^  =  !»'/,.  (^y)  COS  yOi, 

multiplicire  man  mit 

TT 

und  integrire  nach  w  von  — ti  bis  n.    Kehrt  man  links  die  Inte — 
grationsfolge  um,  beachtet  ferner,  dass  nach  (43,  d)  die  rechte  Seit 
sich  in  2Jy(O)Jy(0^)  verwandelt,  so  erhält  man 

^^  -,-/  '^cosy9)ö^''c'r<^°'Cy-a>)  -f»,ro,coi  öco  ==  2J,.(ö)7..(Ö,). 

—TT  —,1 

Der  Exponent  im  innern  Integrale  ist 
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also  das  Integral  selbst,  nach  S.  196,  gleich  2nJ(d^)]  man  findet 
daher  die  Gleichung 


-TT 


welche  nichts  anders  besagt  als  (56). 

Um  (56,  a)  zu  erhalten,  setzen  wir  fest,  es  sei 

(a)  ...   jce^jco,. 

Des  kürzeren  Ausdrucks  halber  denken  wir  uns  unter  d  eine  nicht 
reelle  Zahl  und  setzen,  wie  S.  190  und  193,  fest,  es  sei 

ip)  ...     6  =  yfl*  =  a(8ina -f- icosa),     ( — Jfr  <  a  <  4^)« 
^ill  man  schliesslich  auf  einen  reellen  Werth  r  von  0  Übergehen, 
80  setzt  man  in  der  Endformel  r-fO.t  für  Ö  und  führt  /if(r  +  0.0 
durch  Gleich.  (30,  f)  S.  185  auf  K{r)  zurück.    Endlich  macht  man 


(c)  ...    ö,  =  }^e»-  2ed\  cos  y  +  ÖJ, 
und  nimmt  die  Wurzel  so,  dass 

ö,  =  6(sin/9  +  icos/9),    (-  ^tK  /?  <  \n). 
yfit  gehen  nun  beim  Beweise  der  Additionsformel  für  die  Cylinder- 
function  zweiter  Art  von  derselben  Gleichung  (43,  c)  aus  wie  oben, 
vertauschen  aber  0  und  w  mit  — d^  und  toi,  multipliciren  darauf  die 
«rwähnte  Gleichung  mit 

nnd  integriren  nach  oi  von  — g—ai  bis  g-^-cti^  wenn  g  das  reell 
Unendliche  vorstellt.  Nach  S.  237  wird  dadurch  die  rechte  Seite 
%Jp{6^)Ky{d)\  kehrt  man  die  Integrationsfolge  auf  der  linken  um, 
80  erhält  man 

—71  — y— oi 

Der  Exponent  von  e  im  innem  Integral  ist 

iöcostw— lö,  cos(qp  —  ia})  =  i(0 —  0^  cos  9)  cos  toi — tö,  sin  9.  sin  toi, 
so  dass  sein  reeller  Theil  sowohl  an  der  oberen  als  an,  der  unteren 
Grenze  von  w  negativ  unendlich  wird.  Setzt  man  zum  Beweise 
ö,  =  a,(sina,  +  icosa,),  wobei  es  gleichgültig  bleibt,  in  welchem 
Quadranten  a,  liegt,  so  wird  der  vorstehende  Ausdruck  an  den 
Grenzen 

—  ö(cosa  — •sina)cos(tfl'  —  a)'\-a^  (cosa,  — •sina,)co8(igf  — a+y). 
Der  unendliche  Theil  hiervon  ist 
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9 


[-— a  f-  fl,  (co8(o  —  cr,±7>;  -f  isin(a  —  «,3  71)]. 


Da  aber  J{0^  <ic({0  genommen   wurde,  also  a,  <«,  ßo  ist  der 
reelle  Theil  dieses  Exponenten  negativ.     Setzt  man 

(ö  —  ö,  cosqp)  =  0^  cosd,     Ö,  sini//  =  ö,  sind, 
wo  0.^  und  d  unabhängig  von  lo  sind,  so  wird  der  Exponent  gleich 
iÖ,cos(tw4-d),   wo   an  den  Grenzen   der  reelle  Theil  von  iw  +  i 
zwischen  Ü^r  liegt.    Das  innere  Integral  lässt  sich  daher  durch 


/ 


\i0,^ouudu  =  2K(0^) 


ersetzen  und  man  hat  die  Gleichung 


Ky{o)j,{o,)  =  ^^f^K{d,)i^Q%vcfd(r, 


—n 


welche  dasselbe  besagt  wie  die  zu  beweisende  Gleich.  (56,  a).   Es 
sei  noch  bemerkt,  dass  sie  sich  nach  (43)  auch  in  die  Form 

(r>r>,  6)  . . .     If «9.)  .=  '2±{Add,Y  '^^J^)-  ^y-^j  cosv,, 

bringen  lässt,  in  der  noch,  überall  zugleich,  K(d)  mit  J(ß)  vertauscht 
werden  kann,  wodurch  also  J(^,)  die  entsprechende  Form  annimmt 

§  85.  Für  die  Functionen  xp  und  V^  über  welche  im  §  60  ge- 
handelt wurde,  habe  ich  ähnliche  Reihen  durch  die  gleichen  Methoden 
aufgestellt.  Diese  Functionen  treten  ausser  in  den  Untersuchungen 
von  Poisson  (M.  vergl.  S.  83)  auch  in  der  „Theorie  der  Luft- 
schwingungen in  Röhren  mit  offenen  Enden"  auf,  welche  Herr 
Helmholtz  im  57.  Baude  von  Borchardt's  Journal  gegeben  hat. 

Die  Anwendung  der  ersten  Methode,  derselben  welche  im  §  83 
angewandt  wurde,  beruht  auf  der  Transformation  des  Ausdrucks 

mit  yi+1  Veränderlichen  j-,  //,  z.  etc.    Fügt  man  diesen  noch  ebenso 
viele  Constante  2;,,  ^|,  2,,  etc.  hinzu  und  setzt 

nimmt  ferner  für  (/  irgend  eine  Function  von  ^,  so  wird  der  obig 

Ausdruck  gleich 

d'U      n    dil 

dg*        Q     dg 
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Beschränkt  man  sich  auf  drei  Veränderliche  t,  y,  3,  so  wird, 
wenn  U  eine  Function  der  Entfernung  q  zwischen  den  Punkten  ^r, 
y,  5  und  j?,,  y,,  «,  bezeichnet,  welche  der,  (a)  auf  S.  341  entspre- 
chenden Gleichung 

a*U     d^V     c*U 

genügt,  U  auch  die  Gleichung 

f ' + '  -f + ^' = 0 

erfüllen.     Ihre  Integrale,  also   zugleich  die  von  der  vorstehenden 
{a\  sind,  wie  man  aus  S.  240  weiss, 

80  dass  man  hier  Additionstheoreme   für  die  im  {Endlichen 

endliche  Function      ■      und  die  in  o  =  0  unendliche         ^ 

aufsucht. 

Dem  §  71  entnimmt  man  das  Resultat  der  Transformation  der 
Gleichung  (a)  in  Polarcoordinaten  r,  ö,  i/;.  Man  findet  nämlich, 
dass  \pQ(ß)  und  ^^{q)  Lösungen  der  partiellen  Differentialglei- 
chung sind 

während  ß,  wenn  man  auch  filr  die  Constanten  x,,  y,,  3,  Polarcoor- 
dinaten r,,  0,,  v;,  einfuhrt,  durch 

^'  =  r'  —  2rr,  cosy-f  rj 
ausgedrückt  wird,  wo  y  dasselbe  vorstellt  wie  früher  in  der  Glei- 
chung (50),  also,  geometrisch  gedeutet,  den  Winkel,  welchen  die 
Linien  r  und  r^  mit  einander  bilden.  (Zu  beachten  ist,  dass  0  hier 
eine  andere  Bedeutung  hat  als  im  vorigen  Paragraphen,  und  dass 
r^  r^^  Q  die  Rolle  der  früheren  Ö,  ö,,  ö,  spielen.) 

Man  entwickele  t/,  es  möge  tp  oder  V  vorstellen,  nach  Kugel- 
functionen von  cos;"  in  die  Reihe 

U=-2:nyP\Q0»y) 
und  findet,   durch  Einsetzen  in  die  obige  partielle  Differentialgl., 
dass  My  der  Gleich.  (44,  e)  S.  240  genügt,  wenn  man  dort  0  mit  r 
vertauscht,  dass  u  also  in  Bezug  auf  r  die  Form  hat 

Uy  =  gy  tpy  (r)  +  hy  Vy  (r). 
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Indem  man  fortfährt  wie  im  §  83,  erhalt  man  als  nächstes  Resultat 

wenn  r  ÄTr  >  c  //^r, .  Zur  Bestimmung  der  Constanten  diiFerentiirt 
man  rmal  nach  cosy,  dividirt  durch  r\  und  setzt  dann  cosy  und  r, 
gleich  Null.  Dadurch  findet  man  die  gesuchten  Gleichungen;  ver- 
tauscht man  schliesslich  die  Buchstaben  r,  r^^  q^  y  mit  ö,  öj,  ö,,  q> 
um  Ausdrücke  zu  erhalten,  die  auch  äusserlich  (56)  entsprechen, 
so  entstehen  die  beiden  Additionsformeln 

0^)7)  . . .     V/(Ö,)  =  J(v  +i)v^.(ö)v/.(Ö.)P''(cosyO, 

Ol  =--  O'^2dd^cos(p  +  d],    (c#ö  >  J{:6^). 
Die  Verification  dieser  P^rmeln  geschieht  nach  der  Methode 
des  §  84.    Man  hat  nach  (14) 

2e-.v.co.y  ,=  v(2v-f-l).v;,(rJ.(>-t)"P''(cosy). 

0 

Eine  Integration  nach  (p  von  0  bis  2n  giebt 

/^"e  "'^''o.Y^^  ^  n2;(—iy(2p  -t-l)e^.(r,)P''(cosö)P*'(co8(?,), 

II 
folglich,  wenn  man  mit  P"(cosd)sin0dd  multiplicirt  und  von  0  bisTr 
integrirt 

(-0'  "^7r.t/;,(r,)P''(cosö,)  =y  V(cosÖ)sinöööy  V^-^^^^^yc??). 

Durch  Multii)lication  mit  e"^"'^'*' sin  Ö,  c5ö,  und  Integration  von  0  bis 
n  entsteht  hieraus  nach  S.  241 

27r>,.(r)i/;,(r,)=/  ''p'(cosö)sinööö/'  ""dq)/^^ &i^^'^^"'i<^^»Yhm0,d0^^ 

Der  Faktor  von  i  im  Exponenten  ist  gleich 

cosö,.(r — r,cosö) — 8inö,.r,8inöco8qp, 
hat  also  die  Form  (y(cosö,cosa  +  8inÖj8inaco8g)),  wenn  a'  gleic 
r'  — 2rrjCosö  +  '''  gesetzt  wird,  so  dass  das  innere  Doppelintegra 
nach  0^  und  qp  durch  den  Satz  von  Poisson  auf  S.  309  in  d 
einfache 

2nf  c'^^^'^ysinyrfy  =  2/1  VW 
II 
Übergeht.    Man  hat  also 
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0 

was  nach  S.  67  nichts  anders  ist  als  die  erste  der  Gleichungen  (57). 
Zum  Beweise  der  zweiten  Formel  geht  man  von 

(-•)^2yI.l/^.(r,)P•'(costö,)  =y  V(co8Ö)8inööö/'  V'^-.^^^^^Mff 

aus,  wenn  cosd  =  cosdcostd^  -f^iii^isiii^^i  cos  7.  Eine  Multiplication 
mit  c*^<^*****>sinfö,öö,  und  Integration  von  0  bis  00  giebt 

2ntlJr(r,)Vy{r)=J*''l^{tOBe)^med0f  "" d(ff  e'('-«^"»'^'-'^»^«>"')sintö,5Ö,. 

]Man  nehme  an  es  sei  Jir>JCr^  und  mache  über  das  Zeichen 
von  r  dieselben  Annahmen  wie  früher  über  0.  Formt  man  dann 
den  Faktor  von  t  im  Exponenten  von  e  in 

a(cosiö,  cos  a -f  sin  tö,  sin  acos  9) 
um  und  wendet  den  Satz  von  Poisson  an,  so  wird 

^y  ir, )  "¥,  (r)  =y  ''p'  (cos  0)  V,  (a)  sin  0  dO 

I) 
xmd  damit  die  zweite  Formel  von  (57)  bewiesen.    Um  die  Bedeutung 
der  Formeln  (57)  klarer  zu  zeigen,  setzt  man  für  die  xp  und  ^P  ihre 
Berthe  durch  d^,  sind,,  cosd.    Macht  man 

ÖJ  =  Ö«-2öö.cos9)  +  ÖJ, 
ö'  =  17,     ÖJ  =  j7j,     JCri  >  JCri, , 
80  erhält  man  die  Additionstheoreme 

sinö,         «,^      ^wi/i/i.v  d*'  /sinÖN  rf»'  /sinö,  \ 

CO8Ö,         «  is/.flflw  '^'  /'oosÖN  d'  /8inö,\ 
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Functionen  des  elliptischen  Cylinders. 

§  86.  In  der  Einleitung  wurde  die  partielle  Differentialgleichung 


r»t  ir  n«  »r  mir 
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(lereu  linke  Seite  abgekürzt  mit  JV  bezeichnet  wird  (S.  325),  mit 
dem  Potential  in  Verbindung  gebracht  und  gezeigt,  wie  die  Inte- 
gration dieser  Gleichung,  nach  Einffthrung  der  Polarcoordinaten, 
auf  die  Kugelfunctionen  ftthrt.  Derselben  Gleichung  JV  =  0  genügt, 
nach  den  Untersuchungen  über  die  Mittheilung  der  Wärme  in  der 
von  Fourier  gegründeten  Theorie*),  die  Function  V  von  rr,  y,  3, 
welche  die  Grenze  darstellt,  der  sich  mit  wachsender  Zeit  die  Tem- 
peratur in  deni  Punkte  x^  y,  z  eines  Körper»  nähert,  wenn  seine 
Begrenzung  in  einer  festen,  d.  h.  mit  der  Zeit  nicht  veränderlichen 
Temi)eratur,  erhalten  wird.  Diese  Grenze  heisst  der  stationäre 
Zustand. 

lü  (Mii  uucudlicli  kleiues  ]\ir;)IIelepi{iodum»  ilcssen  Kaoteu  den  rcchlwink- 
ligoii  Axen  parallel  laiiffu  und  wolchcin  der  Punkl  x,  y,  z  angehört»  driugl  in 
der  unendlich  kh'iueu  Zeil  St  eine  Wärmemenge,  <iic  nach  den  zu  Grunde 
liegenden  jdiysikalischen  Annahmen  durch'  kj/V.ox  oy  dz  dt  ausgedrückl  winl, 
wenn  T  die  Temperatur  im  Punkte  x^  y,  z,  und  k  die  innere  Leilliarkeil  des 
Körpers  hezeielmet.  Diise  Wärmemenge,  dividirt  durch  das  Produkt  aus  der 
Masse  und  specilischen  W'ärme,  qdxdydz  C  (wo  C  die  letztere,  q  die  Dich- 
ligkeil  vorstellt)  giebt  den  Zuwachs  der  Temperatur  dV  im  Punkte  x,  y,  5, 
nach  der  Zeit  dt.  Rezeichnet  man  kigC  durch  a',  so  eulstehl  dadurch  die 
Gleichung,  welche  für  das  Innere  des  Körpers  gilt 

,   .,,        oV 

ot 
Dieser  sogenannten  llauplhedingung  hat  man  zur  völligen  Bestimmung  des  In*- 
stehenden  Wärmezustandes  in  einem  Körper  noch  solche  Neheubedingungcn  Liu— 
zuzufügen,    welche  sich  auf  die  Begrenzung  iles   Körpers   und  seine  Aufaugs— 
lemperalur  beziehen.     Aber  nicht  nur  nach  unseren  physikalischen  VorstcUuDg 
wird   durch    diese   Bedingungen    ein   W^ärmezusland   bestimmt;    nach   der   voi 
Dirichlet   für   das  Potential,    in    dem    Dirichlet'schen   Satze,    eingeführten^.^ 

Methode  der  Variation  wird  gezeigt,   dass   nur  i'ine  Function   V  das   uiathe 

matische  Problem  löst,  welches  durch  die  Bedingimgen  gestellt  ist. 

Wird  die  Begrenzung  eines  K<irpers,  sie  möge  durch  eine  zusamnienhän —  ^' 
gende  Fläche  oder  durch  mebrere  gebildet  werden  (Letzteres  ist  z.  B.  bei  eine'  -^_ -^^r 
durch  zwei  concenlrische  Kugeltlächen  begrenzten  Schale  der  Fall),  in  eine-^:.^*?r 
beliebigen,  von  der  Zeit  unabhängigen  Temperatur  erhalten,  so  tritl^  ^U 
nach  unseren  physikalischen  Vorstellungen,  endlich  (;in  Zustand  des  Gleicli  ^  ii* 
gewichls  der  Wärme  ein,  in  dem  zwar  noch  immer  Bewegung  der  Wäruw  -^i*? 
slalltindet,  aber  nicht  mehr  eine  solche,  welche  die  Temperatur  verändert,  gL-g  so 
dass  also  die  gesammte  Wärmemenge,  die  irgend  ein  Parallelepipcdum  Iw  ^ui 
Innern  erhält.  Null  ist;  die  mathematische  Forderung  für  die  Existenz  ein»  jmies 
solchen  Zuslandes  besteht  daher  darin,  dass  die  Temperatur  im  luucni  des  Körpe  '^r=^i'ü 
von  der  Zeil  unabhängig  wird,  also  der  llauptbedingiuig  JV  =  0  genüge. 

Streng    genommen   tritt   dieser  stationäre   Zustand    nur  'dann    und   zw  — -^ar 


*)   Theorie  aualytiijuc  de  la  chalcur.     Faris,  1822. 


§  86,  57.  L  a ni  ^ ' sehe  Functionen.  1^49 

ZU  jpcler  Zeil  ein,  wenn  die  nrspriin{?lirhe  Erwänmmg  dos  Körpers  bereits 
«liesellie  war,  wie  die  für  den  Finalziisland:  das  was  die  Lösung  von  ^K  =  0 
mit  den  Nebenbedingiingeu  liefert,  ist  die  Grenze  für  wachsendes  /,  der  jener 
Wärmeznstaud,  also  jene  Function    V  zustrebt,  welche  der  Gleichung 

und  denselben  Nebenbedingungen  genügt.  Man  kann  zeigen,  dass  durch  die 
Bedingung,  es  sei  für  alle  Punkte  im  Innern  yfV  Null  und  T  an  der  Be- 
grenzung eine  gegebene  continuirliclie  und  einwerthige  Function  des  Ortes, 
nur  eineFuncUon  definirt  ist.  Dagegen  lässt  sich  die  Existenz  einer  solchen 
Function  V  im  Innern  für  jeden  beliebigen  derart  igeu  Werth  au  der  Ober- 
fläche noch  nicht  mit  völliger  Strenge  nachweisen,  wenigstens  nicht  so  lange 
die  Gestalt  der  llegreuzung  allgemein  bleibt:  in  dem  Beweise  des  Diricblet'- 
schen  Prinzipes,  welches  die  Existenz  einer  solchen  Function  V  feststellen  soll, 
bt  noch  immer  eine  Lücke  geblieben.  M.  vergl.  darüber  u.  a.  meine  Arbeit 
^Ueber  einige  Voraussetzungen  beim  Beweise  des  Di richlet' sehen  Prinzipes*' 
im  4.  Bd.  der  mathematischen  Annalen  v.  Clebsch  u.  Neumann. 

Fourier  selbst  hat  schon  den  Wärmezustand  ausser  in  an- 
deren Köri)em  auch  in  einer  Kugel  betrachtet,  und  zwar  nicht  nur 
den  stationären,  für  welchen  JV  =  0^  sondern  auch  den  mit  der 
Zeit  veränderlichen.  Poisson*)  befreite  die  Untersuchung  von 
beschränkenden  Voraussetzungen  über  die  anfängliche  Erwärmung 
und  die  Temperatur  an  der  begrenzenden  Fläche.  Die  Aufgabe, 
auch  den  Wärmezustand  eines  EUipsoides  zu  ermitteln,  dessen 
Oberfläche  in  einer  gegebenen  Temperatur  erhalten  wird,  spottete 
lange  den  Anstrengungen  der  Mathematiker  bis  sie  endlich  Lame, 
wenigstens  fllr  den  stationären  Zustand,  in  einer  Arbeit**)  löste, 
welche  flir  derartige  Untersuchungen  epochemachend  gewesen  ist. 

Bei  der  Lösung  solcher  Aufgabe  kommt  eine  Hauptrolle  der 
Einftahrung  passender  Coordinaten  zu,  durch  welche  sich  einfach 
ausdrücken  lässt,  dass  ein  Punkt  an  der  Begrenzung  liegt,  und  in 
die  transformiii;,  JV  noch  immer  eine  einfache  Gestalt  behält.  Bei 
der  Aufsuchung  des  Wärmezustandes  einer  Kugel  sind  die  ge- 
wöhnlichen Polarcoordinaten  (r,  ö,  tp)  dieser  Art,  indem  an  der  Be- 
grenzung r  constant  wird,  der  Ausdruck  JV  aber  ein  einfacher 
bleibt.  Dies  beruht,  wie  man  aus  den  beiden  letzten  Methoden  zur 
Transformation  im  §  71  erkennt,  wesentlich  auf  dem  Umstände,  dass 
der  Durchschnitt  von  je  zwei  Flächen,  auf  denen  je  eine  von  den 


*;    Tbdorie  roath^matique  de  la  chaleur.     Paris,   1835. 

**)  Memoire  sur  r<5quilibre  des  Temperatures  dans  iin  ellipsoidc  a  trois  ax|s 
tnegaux  (Note  lue  U  lAcademie  des  Sciences)  in  Liouville,  Journal  de  Mathe- 
mntiqucs,  4.  Theil,   1839,  S.  126—163. 
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drei  Coordinaten  (z.  B.  0  oder  (p)  constant  bleibt,  auf  der  Fläche 
senkrecht  steht,  auf  welcher  die  dritte  Goordinate  (hier  r)  constant 
bleibt.  Lam^  führte  die  zur  Behandlung  der  Aufgabe  vom  statio- 
nären Zustande  des  Ellipsoides  geeigneten  Coordinaten,  die 
elliptischen  Coordinaten  ein,  zu  denen  er  von  den  isothermen 
Flächen  ausgehend  gelangte. 

Wenn  in  einem  Körper,  der  durch  zwei  geschlossene  Flächen 
begrenzt  wird,  die  eine  dieser  Flächen  fortwährend  in  der  Tempe- 
ratur 0,  die  andere  in  der  Temperatur  1  erhalten  wird,  und  der 
stationäre  Zustand  eingetreten  ist,  so  wachsen  im  Innern  die  Tem- 
peraturen von  0  bis  1.  Eine  Fläche,  auf  welcher  in  jedem  Punkte 
die  gleiche  Temperatur  herrscht,  heisst  isothenn.  Z.  B.  sind  die 
Isothermen  in  einem  homogenen  in  der  Richtung  der  Axe  unend- 
lichen Kreiscylinder,  aus  dem  ein  ähnlicher  mit  derselben  Axe  und 
kleinerer  Basis  herausgeschnitten  ist,  wiederum  ähnliche  Cvlinder- 
fiächen  mit  gleicher  Axe.  Unter  Punkten  derselben  Isotherme  findet 
ein  Wärmefiuss  nicht  statt,  da  man  annimmt,  der  Wärmeaustausch 
zwischen  zwei  Punkten  sei  proportional  ihrer  Temperatnrdifferenz. 

Lame  stellt  die  Frage*):  Ist  ein  Körper  durch  zwei  Flächen 
zweiten  Grades  mit  gleichem  Mittelpunkte  und  gleich  gerichteten 
Axen  begrenzt,  deren  Gleichungen  also  die  Form  haben 

wie  müssen  m,  n,  p  von  einem  Parameter  X  abhängen,  damit  die 
Isothermen  durch  Gleichungen  derselben  Form  ausgedrückt  werden, 
in  denen  nur  A  verschiedene  Werthe  annimmt?  Es  zeigt  sich,  dass 
drei  Systeme  solcher  Flächen  existiren,  indem  man  fiir  nt,  n,  p  findet 

_  J_ 1  _        1^ 

In  der  obigen  Gleichung  sind  also  drei  Gattungen  von  Flächen  ent- 
halten, je  nach  der  Grösse  des  Parameter  A.  Denkt  man  sich  unter 
b  und  c  reelle  positive  Constante,  femer  c>  6,  und  bedient  sich 
statt  des  Buchstabens  A  der  Buchstaben  ^,  iu,  v  je  nachdem  resp.. 

A  >  c,    c  >  A  >  fc,    6  >  A  >  0, 

so  enthält  die  obige  Gleichung  die  drei 


*)    Memoire   sur   les  surfaces   isothermes   dans    les  corps  solides  homognes 
öquilibre  de  tempdrature,  in  Liouville.  Journal   de  Math.  2.  Bd.,  S.  147 — 183. 
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9  9  3 

(a)  ...      ^i  -h  -,_^,  i-  ~i._^r  --  i, 

^^ y _^  _  ._  i 

V  b  — V  c  ~~v 

Die  erste  stellt  Ellipsoide,  die  zweite  Hyperboloide  mit  einem 
Hantel,  die  dritte  solche  mit  zwei  Mänteln  vor,  und  zwar  haben 
die  Hauptschnitte  aller  dieser  Flächen  die  gleichen  Brennpunkte. 
Die  Flächen  werden  in  deutschen  Werken  gewöhnlich  als  confokal 
bezeichnet,  während  Lam^  sie  bei  der  Einführung  S.  156  homo- 
fokal nannte*). 

Diese  Flächengattungen  sind  also  isotherm.  Erhält  man  jede 
von  zwei  gleichartigen,  z.  B.  die  Oberflächen  zweier  confokalen 
Ellipsoide,  in  einer  festen  Temperatur,  alle  Punkte  ein  und  der- 
selben Fläche  in  der  gleichen,  so  wird  im  stationären  Zustand 
jede  ihnen  coufokale  ellipsoidische  Fläche  ein  Ort  von  Punkten 
gleicher  Temperatur. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  x^  y,  s  kann  man  drei  con- 
fokale  Flächen,  ein  Ellipsoid  und  zwei  Hyperboloide  legen  und 
zwar  können  die  Brennpunkte,  also  b  und  c,  willkürlich  gegeben 
sein.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Längen  der  Halbaxen 
Qy  fi^  V  ebenfalls,  wie  die  Linien  o:,  y,  s  selbst,  Coordinaten  des 
Punktes  x,  y,  z  sind.  Diese  Grössen  ^,  /i,  v  nennt  Lame  Coordinees 
elliptiques  (S.  156).  Eine  Verwechselung  wird  dadurch  nicht  ent- 
stehen, dass  die  im  §  5  eingeführten  Coordinaten  gleichfalls  elliptische 
heissen.  Die  letzteren  bestimmen  Punkte  in  der  Ebene,  die  ersteren, 
gewissermaassen  ellipsoidischen  oder  hyperboloidischen,  Punkte  im 
Räume. 

Sind  rr,  y,  z-,  6,  c  gegel»en,  so  fiiulel  man,  narh  S.  17,  drei  reelle 
WerlliP  für  V,  welche  der  kubischen  (ileichung 

y__y^ 5'      _ 

genügen.     SchafTt  man  den  Nenner  fort,  so  entsteht  nämlich   auf  der  Linken 
die  Function 

V  (A'—  6')  (A*—  c') — x'  {V-  6')  {V—  c'O 
_  y^  A»  (X__  c') —z'  A'(A'-  6*), 


*)   j*appelerai    ^nrfaces  homofocales    ceUes   qui   sont   repr^sentees    par  les 
equations  (ö).     Die  Gleichungen  (ö)  sind  gerndo  die  obigen  (d  . 
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welche  für  A  =  X) .  c,  6,  0  oflenbar  die  Zeichen  besitzl  resp.  + 1 ,  so  dass 

der  Ausdruck  für  einen  VVcrlh  von  A  verschwindet,  der  wie  q  zwischen  oc  und  c 
liegt,  einen  anderen  wie  ju  zwischen  c  und  6,  einen  drillen  wie  v  zwischen  fr  und  0. 

Jedem  positiven  x^  y^  z  im  Räume  entspricht  eine  nnd  nur 
eine  Combination  g,  f.t,  v  wenn 

oo  >  ^  >  r,  r  >  /i  >  fr,  fr  >  y  >  ö; 
auch  jeder  Combination  von  Werthon  q^  /i,  f,  die  in  den  bezeich- 
neten Grenzen  liegen,  eine  und  nur  eine  Combination  positiver 
Grössen  a:,  y,  z.  Die  Auflösung  der  Gleichungen  (a),  welche  linear 
nach  x\  y',  s'  sind,  giebt  nämlich  deren  Werthe  ausgedruckt  durch 
^,  ^1,  v;  durch  Wurzelausziehung  findet  man  dann  (mit  Lam£) 

(58)...    x^^l''\ 

bc    ^ 


fr|/c'  — fr« 


Indem  mau  y  die  Werthe  von  —  fr  bis  fr  und  zurück,  ju  von  fr  bis  c 
und  zurück,  q  von  c  bis  cx)  durchlaufen  und  dabei  die  Quadrat- 
wurzeln nur  da,  wo  sie  durch  Null  gehen,  in  die  negativen  Werthe 
übergehen  lässt,  erhält  man  auch  die  Coordinaten  x^  y,  s  der  Punkte, 
welche  in  den  übrigen  sieben  Octauten  liegen. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  x^  y,  s  auf  dei     _ 

Oberfläche  eines  Ellipsoides  mit   den  Axen  ^,   Vp*--fr',    iV""^^^ 
sind  auch  durch 

(58,  ff)  . . .    X  =^  ^cosd, 

y^l/^-frsmöcosV',        (o<V'<2^) 

z  =  ]V — r*sinösin  V, 
auszudrücken.    Man  kann  demnach  für  die  drei  Aggregate      e 
COS0,  sindcost//,  sindsint//  die  elliptischen  Coordinaten  ei 
führen  durch  die  Gleichungen 

(58,  fr)  . . .     cosÖ  =  ~-. 

mc 


sin 

Oeof^ip  = 

v^ 

6>V 

» 

sin 

ösint//  = 

l/r- 

»V- 

-  • 
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Wir  zinnern  hier  an  einige  Kigenschaflen  der  cunfokalen  Flächen,  von 
denen  die  erste,  auf  die  wir  bei  den  Anwendungen  zurückkommen,  sich  sehr 
leicht  beweisen  lässt,  dass  nämlich  die  drei  confokalen  Flächen,  welche  durch  einen 
Punkt  gelegt  werden,  sich  rechtwinklig  schneiden.  Nach  einem  Satze  von 
Dupin  sind  diese  Durchschnitte  je  einer  Fläche  mit  jeder  aus  den  beiden 
Scharen  der  anderen  Flächenarten  daher  Krümmungslinien.  Werden  zwei  Flächen 
do-selben  Gattung,  z.  fi.  zwei  Oberflächen  von  EUipsoiden,  in  constanten  Tem- 
peraten  erhalten,  so  fliesst  die  Wärme  daher  in  jedem  Punkte  auf  der  durch 
den  Punkt  hindurchgehenden  Krümmungslinie  der  anderen  Gattung,  also  hier 
der  Hyperboloide  ab.  Von  besonderem  Interesse  ist  der  Satz  von  Michael 
Roberts:  Die  kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoide,  welche  von  zwei  Nabel- 
punkten  nach  irgend  einem  Punkte  einer  festgehaltenen  Krümmungslinie  des 
Cllipsoides  gezogen  werden,  haben  nämlich  eine  conslantc  Summe  oder  Differenz 
je  nachdem  die  beiden  Nabelpunkte  gleichartig  innere  sind,  oder  der  eine  ein 
äusserer,  der  andere  ein  innerer  ist.  M.  vergl.  hierüber  den  Bericht  des  Herrn 
Liouville  in  den  Comptes  rendus,  T.  XXI,  S.  1410;  abgedruckt  in  Liouville's 
lounial,  10.  Bd.,  S.  466,  femer  die  eigene  Arl)eit  des  Herrn  Roberts  in 
Liouville's  Journal,  11.  Bd. ,  S.  1  —  4,  so  wie  die  Arbeiten  des  Herrn 
Chasles  im  22.  Bde  der  Comptes  rendus  vom  12.  und  19.  Januar  1846  und 
Jes  Herrn  Liouville  ebendaselbst  vom  19.  Januar;  beide  Abhandlungen  sind 
ibgedruckt  in  Liouville's  Journal,  11.  Bd.,  die  erste  S.  5 — 20,  die  zweite 
5.  21—24. 

Die  Arbeiten  von  Lam^,  welche  hier  vorzugsweise  in  Betracht  kommen, 
jnden  sich  in  den  sechs  ersten  Bänden  von  Liouville's  Journal  und  in  dem 
B.  Bande;  die  erste  Einführung  der  Isothermen  und  dadurch  der  elliptischen 
[Koordinaten  geschieht  in  dem  Memoire  sur  les  surfaces  isothermes  in  den  Ab- 
landlungen  der  Savans  ^trangers,  5.  Tli.  Ausserdem  hat  man  im  23.  Cahier 
les  Journal  de  Tficole  polytechnique  das  Memoire  sur  les  surfaces  orthogonales 
:M)DJugu4es  zu  vergleichen.  Selbständige  Werke  von  Lam^  über  die  betrefl*enden 
Theorien  sind :  Le^ons  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les  sur- 
faces isothermes,  Paris  1857.  Le^ons  sur  les  coordin^s  curvilignes  et  leurs 
Ji Verses  applications,  Paris,  1859.  Le^ons  sur  la  th^orie  analytique  de  la 
2haleur,  Paris,  1861. 

§  87.  Es  scheint  zweckmässig  einige  Festsetzungen  und  Formeln 
vorauszuschicken  die,  ebenso  wie  die  drei  Gruppen  (58)  von  je  drei 
Gleichungen  im  §  8ß,  den  folgenden  Untersuchungen  zur  Grundlage 
dienen. 

ä)  Grössen  die  von  f^^  und  v^  abhängen  wie  0  und  xfß  von  ju 
und  V  heissen  0,  und  ^p^. 

fr)  Man  bezeichnet  durch  £,  ^  und  ^  die  folgenden  elliptischen 
Integrale,  die  auf  reellem  Wege  bis  zu  den  reellen  oberen  Grenzen 
genommen  werden 

Heine,  Tbcorie  der  Kugelfunctionen.    S.  Aufl.  23 
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I^A   -^ . 

werden  jti,  y,  q  mit  f^^^  v^^  ^,  vertauscht,  so  bes^iohne  man  die 
Integrale  mit  £|,  C^  $(.  Die  ganzen  Integrale  e  und  ^,  d.  h.  bis 
/i  =  c  oder  v  =  b  genommen,  mögen  co  resp.  ts  heissen.   Wir  setzen 

noch  6'  -f  c'  =  Pi  ^'^'  =  9« 

Um  die  oberen  Grenzen  /i,  y,  ^  als  elliptische  Functionen  aus- 
zudrücken, setzen  wir  mit  Jacobi*) 

c'  — 6* 

ce  =  K — u,    cC  =  v,     ci  =  w,    /c' = ^ — , 

c 

und  erhalten 

(LI  =  cAamu,    v  =  bsinam(v,  ft')^    ^  =  cAamiw. 

Die  unten  im  §  88  und  96  auftretenden  Winkel  sind 

j^  =  ^TT  — coamu,    q)  =  amu. 

c)  Die  i)artielle  Differentialgleichung  (51)  der  Kugelfunctionen 

C(Ö,  V^)  und  S(0,  ip) 

nimmt  durch  Einitthrung  der  neuen  Coordinaten,  also  in  Folge  von 
(58,  6),  die  Form  an 

(58,  c)  .,.      I ■(  +  1^  +  "(«  +l)(i"'- O^  =  0, 
Um  dieselhc  abzulcileu»  transfornnrc  man  /JV  durch  Einsetzen  der  Coor- 


dinaten  r,  ^,  y  aus  (58,  a— 6)   nach    drr   letzten   im    §  71    auf  S.  308  an -m- 

gegebeaen  Metiiodc;  es  ergiebt  sich  zunächst 

Setzt  mau  in  (g)  an  der  erwälmten  Stelle  (ür  die  Quadrate  von  fi,  SR»  91  di»  ^  i^ 
Faktoren  vou  ör',  c^^',  öy'  ein,  so  verwandelt  sich  die  Gleich.  ^f=zO  iar^  \n 
die  folgende 


Aus  der  Gleich.  ^V  =  0  erhielt  man  auf  S.  309  die  zu  transforniirendK:^ -idf 
(51),  iudom  man  r"f  für  V  substiluirte.  Geschieht  dies  ebenso  in  der  vor^Ä"  er- 
stehenden, so  erhält  man  sofort  (58,  c). 

Aus  dem  Ausdruck  d<^  Linear-Element&s  findet  man  für  das  Raumelemei^  ^^t 

dxdydz  =  r^{fi^—v^)drd€d^. 

*)    Crelle,  J.  f.  Math.  Bd.  42.     Auszug   eines  Schreibens  des  Prof.  C.  G.  *f' 

Jiicobi  an  Prof.  Heine:  Gotha,  den   10.  Januar  1851. 


> 
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Den  Inhalt  dieseB  Paragraphen  habe  ich  wesentlich  Lame'H 
Arbeiten  entnommen. 

§  88.    Die  Kugelfunctionen 

C;(ö,  ^)  ==  P,:; (coro) cos»'!/;,  SXO  ip)  =  P:(co8f9)8inyt// 
sind,  was  im  §  77,  unter  a,  hervorgehoben  wurde  rationale  Func- 
tionen der  drei  Aggregate  cosd,  sin  ^  cos  t/;,  sin  0  sin  i/;;  sie  lassen 
sich  also  durch  (58,  b)  in  rationale  Functionen  der  drei  Aggregate 
iu>,  }^fi^ — 6*  ih^—  v',  i^c'—  iu'  ic^  —  y'  umwandeln.  Die  so  entstehen- 
den Functionen,  die  den  früheren  mit  Hülfe  der  Beziehung  in  (58,  6) 
identisch  gleich  sind,  können  noch  immer  mit  den  Buchstaben  C 
und  S  bezeichnet  werden,  wenn  man  da,  wo  die  Deutlichkeit  es 
fordert,  die  Argumente  in  eckigen  Parenthesen  hinzufügt,  so  dass 
z.  B.  C|/i,  v\  identisch  gleich  ist  C(ö,  i/;). 

Um  die  Functionen  C  und  S  durch  ^u,  v  auszudrücken,  kann 
man  sich  zunächst  der  ersten  Formel  in  §  77,  a  bedienen  und  findet, 
wenn  man  der  Kürze  halber  die  beiden  Functionen  durch  Verbin- 
dung mit  +t  in  eine  zusammenzieht 

Cl\ii,y\±iS:\ii,v\ 

wo  wie  S.  154  gesetzt  iRt 

45_„.C«;-x  2.(2«- 1)  +     • 

Ferner  entstehen  durch  Einsetzen  der  neuen Goordinaten  in(r)4,a) 
(wenn  t  einen  Integrationäbuchstabeu  voratellt)  die  Gleichungen 

I) 

^     ^^  n2nJ        A-^'     ' 

Das  erste  Glied  dieser  Gleichung  ist  gleich  dem  zweiten  und  gleich 
dem  dritten  so  lange  m ^  n,  während  das  erste  Glied  wenn  m>  n 
nur  noch  gleich  ist  dem  dritten.  Es  giebt  (2n  -}- 1)  Functionen  C,„ 
und  S„4  für  welche  w  ^  w.  ^ 

Während  der  hier  angegebene  Weg,  auf  dem  ich  den  obigen 
Ausdruck  der  C  und  ^  durch  bestimmte  Integrale  gefunden  hatte, 


•no  A 
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leicht  zum  Ziele  fllhrt,  so  macht  es  Schwierigkeiten  nachträglich 
durch  direkte  Differentiation  nachzuweisen,  dass  diese  Integrale 
wirklich  der  partiellen  Differentialgleichung  (58,  c)  genügen.  Jacobi 
hat  gezeigt^)  wie  man,  mit  Hülfe  der  Formel  flir  die  Addition  der 
elliptischen  Integrale,  zu  den  obigen  Integralen  gelangen  kann, 
wenn  man  eine  Lösung  aufsucht,  welche  die  n*^  Potenz  einer  Ton 
n  unabhängigen  Function  sein  soll. 

Aus  den  vorstehenden  Formeln  ist  klar,  dass,  so  lange  m^n^ 
die  C"«  und  S^,  ganze  Functionen  des  Grades  n  sowohl  von 
i",  y/ju*— 6',  }/c'— ^',  als  auch  von  y,  ]^b*-^y%  ]V— v*  sind. 
Man  theilt  diese  zunächst  in  vier  Klassen,  in  C„^  mit  geradem  und 
solche  mit  ungeradem  m,  in  £>„,  mit  geradem  und  mit  ungeradem  m. 
Bezeichnet  man  durch  [p]  ganze  Functionen  p**"  Grades  nach  fi 
und  zugleich  auch  p*"*"  Grades  nach  y,  so  ist 

S;„,  =  iV-67c'-|u*>^6^=TVc'--i''     [«—2]; 
SL^^  =  ^/c^^'}f^^^v^    [n-1]. 
Jede  dieser  Klassen  könnte  man  noch  in  zwei  andere  theilen,  von 
denen  die  eine  nur  gerade,  die  andere  nur  ungerade  Potenzen  von 
fi  und  V  enthält. 

Wir  betrachten  die  C  und  S  für  specielle  Werthe  eines 
der  beiden  Argumente  /i,  v. 

Setzt  man  zuerst  (ti  =  b,  so  wird  in  (58,  d) 

cA  =  V  -{-i^c* — y'.sint; 
man  hat  daher 

nCa^[b^v] 

^      n(n  +  m)n(n—m)  /^V  v       ,/i^  V 

=  2»  '~—-ji2„- -(^oBimnJ     (^  +  ]/ ^-l.cosiy)  cosmCdt 

0 

und  einen  ähnlichen  Ausdruck  für  S.    Hieraus  ergeben  sich  die 
Gleichungen 

(a)  . . .  CL [b,  v]  =  (- 1)- P?„, (-^),     SUb,  y]  =  0, 

C^m+iffi,  v]  =  0,  SL+, [6,  i']  =  (-1)- !?„+,(-). 

Fernsr  hat  man 

♦)    M.  vergl.  das  S.  354  citirte  Schreiben  von  Jacobi  im  42.  Bd.  von  Crelle*« 
J.  f.  M. 
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(b) ...  c:[c, y]  =  p: (-^),  s:\c, v] - o. 

Für  diese  besonderen  Werthe  von  ^  verschwindet  Sj«,  während 
diese  Function  durch  >V — b^  dividirt  für  ju  =  6  von  Null  ver- 
schieden bleibt.    Man  hat  nämlich  filr  ju  =  b 

Für  j»  =  0  verschwindet  S«,  welche  Werthe  man  auch  ^  und  v 
ertheilt 

Setzt  man,  während  fi  allgemein  bleibt,  y  =  oo,  so  erhält  man 
gleichfalls  einfache  Ausdrücke.^  Führt  man  den  Bogen  %  durch  die 
Gleichungen  ein 

cf^^^b'          .            b}/c'^~i? 
cosx  =  — ~^—-^^r- ,     Sin  Y  =  — \ ,„■  , 

setzt  also  x  =  ^fr — am(c€),  so  erhält  man  flir  y  =  oc 

•     C:.v-  =  cosiiix(-^J,    S:.v-  =  sinmx(]*-y, 

80  dass  diese  Grenzwerthe  der  C  und  S  gleich  Zugeordneten  oder 
trigonometrischen  Functionen  werden. 

In  einer  Abhandlung  über  die  Theorie  der  Anziehung  eines 
dreiaxigen  Ellipsoides  im  42.  Bande  des  Crelle'schen  Journals 
habe  ich  neben  die  in  (58,  et)  enthaltenen  2n+l  Integrale  der  par- 
tiellen Differentialgleich.  (58,  c),  die  im  Endlichen  immer  endlich 
sind,  nämlich  neben  die  Integrale 

i4"cosm^(iC,  J     i4"8inmf< 

0  0 

auch  solche  gestellt,  welche  verschwinden  wenn  man  {i  und  v  aus 
den  Grenzen  die  ihnen  angewiesen  wurden  heraustreten  und  un- 
endlich werden  lässt,  die  aber  für  iiv  =  bc  unendlich  werden.  Man 
findet  sie,  indem  man  die  Produkte  von  Om  mit  cosmt//  oder  sinmi/; 
in  elliptische  Coordinaten  transformirt,  wenn  m-^n.  Hierbei 
soll,  um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  der  Fall  eines  Argumentes 
X  im  Querschnitt  nicht  mehr,  wie  bisher,  ausdrücklich  berück- 
sichtigt werden. 

Zur  Transformation  bedienen  wir  uns  der  Formeln  (39,  a), 
welche  durch  imaginäre  Substitution  gewonnen  wurden.  Den  dort 
vorkommenden  Bogen  t/;  kann   man  jedenfalls   bis  \n  wachsen 
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lassen,   da  der  kritische  Winkel  ifj^  nie   unter  In  liegt,    diesem 
sogar  nur  im  Falle  eines  x  im  Querschnitt  gleich  ist.    Man  erhält 
demnach  das  Resultat: 
Setzt  man 

so  hat  man  für  m^n  die  Gleichung 
0)8,  e)  . . .    20:»(cosÖ)cosmt/;  =  „/-'rVi^-^^-^  /    " 


!?•+» 


—  X 


und  eine  zweite,  welche  aus  dieser  durch  gleichzeitige  Yertauschung 
von  cosmif;  und  costm?i  mit  sinmi/;  und  sintmti  entsteht.  Beide 
Integrale  sind  Lösungen  von  (58,  c). 

§  89.  Aus  §  78  unter  (ß)  weiss  man,  dass  die  allgemeinste 
ganze  Function  der  drei  Aggregate  cos  9,  sind  cos  t^,  etc.,  welche 
(51)  genügt,  von  der  Form 

sei  und  2fi-fl  willkürliche  Gonstante  c  und  k  enthalte.  Es  zeigt 
sich  sofort,  dass  die  allgemeinste  ganze  Function  der  sechs 
Grössen  /i,  y,  ^i^i'-b\  Vb''-^v%  ^^^^^,  i^c'-^',  welche (58, c) 
genügt,  die  Form  haben  muss  (m^n) 

(a)  ...     Z c„,a: \fi, v]  +  k^ Si [iu, v]. 

Denu  das  nllgcmeinstc  Integral  vou  (51)  enthält  zwar  ausser  solchen 
P^  lind  ())).,  deren  unterer  Index  nicht  grösser  als  der  obere  n  ist^  auch 
noch  solche,  hei  denen  n  <.  m,  die  aher  nach  §  51,  2  sänimtlich  fiir  cos0=:  1 
unendlich  werden.  Setzt  man  diese  in  /i  und  v  um,  so  wird  das  allgemeinere 
Integral,  welches  sie  enthielte,  daher  fiir  fi  =  c,  v  =.  b  unendlich,  könnte 
also  keine  ganze  Function  sein.     M.  vergl.  S.  321,  ß. 

Lame  hat  für  jeden  Werth  von  n  genau  2ii4-l  ganze 
Functionen  EXfO  von  ^,  v'^'— 6',  ^c^—iC  vom  Grade  n  auf- 
gefunden, die  Lamö^schen  Functionen,  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  die  (2«4-l)  einzelnen  Produkte  E,(/M)E,(y)  Lösungen 
von  (58,  c)  sind.  Bedeuten  die  Buchstaben  g  Gonstante,  so  zeigt 
er  femer,  dass  der  Ausdruck 

(6)  ...    2:g,E,(^)E,(v) 

«—0 

nicht  für  alle  /u  und  v  Null  sein  kann,  ohne  dass  alle  g  verschwinden 
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(kurz  auBgedrUckt,  dass  die  Lame 'sehen  Produkte  von  einander 
unabhängig  Bind).  Dies,  mit  dem  Vorhergehenden  zusammengestellt, 
beweist,  dass  der  Ausdruck  (6)  mit  2«  +  l  willkürlichen  Con- 
stanten g  ein  ebenso  allgemeines  Integral  von  (08,  v)  ist 
wie  (a),  dass  also  (6)  jede  ganze  Function  von  /i,  etc.  darstellt, 
welche  (58,  c)  genügt,    z.  B.    auch   die  Kugelfunction   C?(0,  \f)\ 

CZ[pL,v\  P"(cosy)  u.  dgl. 

Diese  Lama 'sehen  Functionen  der  ersten  Art  haben  wir  im 
Folgenden  näher  zu  untersuchen.  Einen  oberen  Index  n  wird  man 
nar  dann  hinzufügen,  wenn  es  die  Deutlichkeit  verlangt. 

§  90.  Zunächst  sind  solche  Functionen  £  aufzusuchen,  welche 
die  Eigenschaft  haben,  erstens  dass  das  Produkt  £(/ti)£(y),  für  f 
gesetzt,  (58,  c)  genügt,  zweitens  dass  £(ju)  ganz  und  vom  Grade 
9%  nach  /M,  V/u*— 6',  ^c^ — /m*  ist. 

Soll  das  Erste  eintreten,  so  muss  die  Gleichung 

£W[^^+«(n+l)f*'£;(^)]  =  -£0")[^-|^''^-«(«+l)..'£W] 

stattfinden.  Dividirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  £(ju)£(y),  so  steht 
links  eine  Function  von  /i  allein,  auf  der  Rechten  eine  Function 
Ton  V  allein,  die  nur  dann  gleich  sein  können,  wenn  jede  Seite 
eine  Constante  ist,  die  wir  gleich  dem  Produkt  von  b^-^-c^  und 
einer  neuen  Gonstanten  v  setzen.  Es  müssen  demnach  E(jji)  und 
E(y)  der  Differentialgleichung 

(59)  . . .    ^^^  +  [n(fi+lK-(6'+c>]£(/i)  =  0, 

J^^_[n(n  +  l>'-(6«+c>]£(i.)  =  0 

genügen,  die  auch  wirklich  dieselbe  Function  definiren.    Setzt  man 
nämlich  ftlr  e  und  ^  ihre  Werthe,  so  entsteht  aus  der  ersten 
(59,  a)  ...    (iu'— 6')(/i'- c')d'E(ji)  +  iu(2/i'- 6'- c')dE(fi)  d^ 

+  [(6'+0«^-«(^  +  l)i^']«C")  V  =  0, 
und  aus  der  zweiten,  das  was  aus  der  Vorstehenden  durch  Vertauschung 

von  ^  mit  v  entsteht.  Umgekehrt,  wenn  E^p)  der  Gl.  (59,  a)  genügt, 

so  genügt  E{(jL)E(y)  auch  (58,  c).  Die  erste  Untersuchung  giebt  also  das 

Resultat,  dass  man  unendlich  viele  Functionen  £  finden  kann,  welche 

die  Zerlegung  erlauben:  wenn  man  nämlich  v  willkürlich  gewählt 

hat,  so  genügen  immer  die  beiden  Integrale  von  (59)  der  Forderung. 

Die  zweite  Forderung  besteht  darin,   dass   E  eine  ganze 
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Function  von  fi,  etc.  ist.  Die  einfachsten  Regeln  ftlr  die  Integration 
durch  Reihen  zeigen,  dass  keine  andere  ganze  Function  als  eine 
Function  w"*"  Grades  der  Gleich.  (59,  a)  genügen  kann. 

Wenn  wirklich  (2n+l)  Functionen  E  dieser  Art  existiren,  so 
lässt  sich  (s.  0.)  jede  Function  C  oder  5,  also  jede  ganze  Function 
»*'•"  Grades  der  drei  Aggregate  (58,  6),  welche  (58,  c)  gentigt,  durch 
La  mansche  Produkte  darstellen.  Man  kann,  von  dieser  Betrach- 
tung ausgehend,  untersuchen  ob  auch  die  E  in  verschiedene  Klassen 
zerfallen,  welche  der  Klasseneintheilung  im  §  88,  S.  356  entsprechen, 
so  dass  die  eine  Klasse  die  nach  /u  ganzen  C,  eine  zweite  diejenigen 

C  darstellt,  welche  aus  dem  Produkte  von  )V-"  *'  ^^^  einer  ganzen 
Function  von  /i  entstehen,  während  eine  dritte  und  vierte  Klasse 
die  verschiedenen  5  darstellt.   Unten  ivird  sich  dies  Verhalten  von 
selbst  ergeben,  ebenso  dass  jedes  £  nur  gerade  oder  nor  ungerade 
Potenzen  von  fi  enthält.   Wir  theilen  gleich  hier  die  2ii-|-l  verschie- 
denen Functionen  £  ip  vier  Klassen,  deren  Individuen,  in  diesem 
Zusammenhang,  d.h.  wo  ttber  die  £  gehandelt  wird,  mit  beson- 
deren Buchstaben  üf,   L,   Af,   N  bezeichnet  werden.    (Eine  Ver-  - 
wechselung  der  Function  K  mit  der  Cylinderfunction  zweiter  Art,          ^ 
für  welche  dasselbe  Functionszeichen  genommen  war,  wird  nicht        ^ 
eintreten  können.)    Die  Angabe  ihrer  Form  lasse  ich  hier  folgen,        ^ 
wobei  die  a  Constante  bezeichnen,  und  man  a^  willkürlich  nehmen        md 
kann;  wir  setzen  es  hier  gleich  1.    Die  in  Parenthese  auf  jeder       Txr 
Zeile  beigefügte  Zahl  giebt  die  Anzahl  der  Individuen  in    einer      -rmr 
jeden  Klasse  an,  wobei  zur  Abkürzung  a  entweder  jn  oder  4(«— 1)    ^Z.) 
vorstellt,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist: 

/ir(/i)  =  a,iU«  +  a,iu*-Ha,^'-*-}-...;    (a+1); 


LOu)=  j/iu«-6'(a,iu-'  +  a  iii-  3^...);    (w-a); 
M(fi)  =  }^p—c'  (a, lu«-»  +  a,  fi-  ^  +  -O;    (w -  a); 


iV(v)  =  |/|u*-  6'  ^fi'-  c\a,  fi-  -^  +  a,  /u»-*  + ...);    (a). 

1.  Anmerk.     Setzt  man 

p  =  E(Q)E(fi)E(v), 

so  findet  man  leicht  eine  partielle  Differentialgleichung,  der  das^^^s 
Produkt  genügt,  indem  man  nämlich  die  zwei  Differentialgleichungen 
(59),  welchen  p  als  Function  von  fi  oder  von  v  erfüllen  muss,  mit 
der  dritten 
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conibinirt.    Multiplicirt  man  dazu  die  drei  Gleichungen  der  Reihe 
nach  mit 

and  addirt,  so  ergiebt  sich 

Hiltte  man  das  Produkt  p,  statt  aus  den  drei  Functionen  £,  aus 
irgend  welchen  drei  Lösungen  der  Gleich.  (59)  gebildet,  von  denen 
sich  je  eine  auf  resp.  ^,  /ri,  v  bezieht,  so  würde  p  auch  dann  noch 
der  vorstehenden  Gleichung  genügen. 

2.  Anmerk.  Führt  man  in  die  Differentialgleichungen  (59) 
statt  /i,  y,  Q  die  Grössen  u,  v,  w  aus  S.  354  ein,  so  erhält  man 

'''^r^  =  \niu  rl)Ä^8in'amu  -f-ÄjE(/0, 
-^^  =  f''(''  +  l)^'^Bin'am(v,*0--/*'JfW, 

;J(^^5J  =  lK«+l)Ä'Bin'amtw  +  Ä|E(e); 

h  =  i;(l  +  Ä'0— «(w  +  1),     Ä'  =  v(l  +  k"). 

§  91.  Die  Gleichung  (59,  d)  gehört  nicht  zu  der  einfachen 
Art  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  welche  bisher 
<lurch  Potenzreihen  integrirt  wurden,  sondern  zu  der  Klasse  welche 
Euler  am  Schlüsse  des  VIII.  Kapitels,  Vol.  IL,  Sect.  L,  No.  992 
»einer  Integralrechnung  behandelt,  in  denen  jedes  Glied  durch 
zwei  vorhergehende  bestimmt  wird*),  oder,  was  dasselbe  ist,  in 
welchem  eine  lineare  Difterenzengleichung  zweiter  Ordnung  an  die 
Stelle  einer  Auflösung  der  Differentialgleichung  tritt.  In  solchen 
Fällen  gewinnt  man  nur  ausnahmsweise  ein  übersichtliches  Gesetz, 
nach  dem  die  Coefficienten  der  Reihe  inde])endent  berechnet 
werden  und  muss  sich  in  der  Regel  mit  der  Aufstellung  jener  Ditfe- 
renzengleichung  zwischen  den  Coefficienten  begnügen,  deren  Lösung 
durch  die  Zähler  und  Nenner  eines  Kettenbruchs  gegeben  wird. 
Die  Glieder  desselben  bestehen  aus  den  Coefficienten  der  erwähnten 
Differenzengleichung.    Euler  hat,  um  zu  einem  übersichtlichen  Re- 

*)    Unten  wird  gezeigt,   wie  Herr  Ilcrmite   vor  kurzem   diese  Gleichung  mit 
Hülfe  der  Jacobi 'sehen  Function  ^,  für  ganze  Zahlen  n,  integrirt  hat. 
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sultate  zu  gelangen,  im  IX.  Kapitel  Mittel  zur  Transformation 
solcher  DüTerentialgleichungen  angegeben,  die  zwar  in  ziemlich  all- 
gemeinen Fällen  ausreichen  um  sie  in  andere  zu  verwandeln 
welche  durch  einfachere  Keihen  integrirt  werden  können,  hier  aber 
nicht  zum  Ziele  fllhren  so  lange  b  und  c  allgemein  bleiben. 
Wir  heben  aber  zwei  specielle  Fälle  hervor,  die  ein  einfaches 
Resultat  liefern. 

1)  Setzt  man  6  =  0,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (59)  in 
lii'ifi'-  ^yi'E  +  fi(2^'—  c')dEdfi  +\c'v-  fi(fi  +l)fi']Ed^^  =  0. 

Wftrde  man  hier  i;  successiv  =  0, 1',  2', ...  n^  machen,  und  fi=-icQ 
setzen ,  so  würde  sie  in  (6)  des  §  51  tibergehen ,  also  durch  die 

(«  +  1)  Functionen  Pmi  —         )  integrirt  werden,  d.  h.  fllr  ein  ge- 

rades  n  durch  a+1  Functionen  P^^P.^^  P^^  etc.  mit  dem  angegebenen 
Argument,  die  sämmtlich  von  der  Form  K  sind,  und  durch  n  —  o 
Functionen  P,,  P3,  etc.  von  der  Form  M.  Die  L  werden  ganze 
Functionen  von  fi,  aber  durch  11'  th eilbar;  ihre  Anzahl  ist  a.  Daher 
verwandeln  sich  die  L  in  P, ,  P^ ,  . . .  P« ,  endlich  die  iV  in  P, , 
P3,  ...  Pn-i.  Die  V  sind  jedesmal  die  Quadrate  der  Indices,  also 
z.  B.  im  letzten  Falle  \\  3',  etc.  Ist  n  ungerade,  so  sind  die  a-f  1 
Ausdrücke  P,,  P3,  etc.  von  der  Form  /f,  die  n  — a  übrigen  P<^, 
P,,  etc.  aber  von  der  Form  M. 

2)  Macht  man  &  =  r,  und  f4  =  cxj  so  heisst  die  Gleichung 
(x'—iyd'E  +  2x(x'—l)dEdx  +  [2v  -  n(n  +l)x*]Edx'  =  0, 

stimmt  also  für 

2i;  =  «(ii+l),     «(w  +  l)-l^     n(n+l)-2%  etc. 

mit  (36)  überein,  wird  daher  n+l  Integrale  Pm(—j  oder  was 

dasselbe  ist  P^/  ^  J  enthalten ;  sie  sind  fllr  m  =  0,  2,  etc.  von  der-:^  r 

Klasse  K  oder  iV  (denn  iV^fe' l^fi^"©'  wird  jm'— 6'),  an  der  ZahUT  ^1 
a-fl;  sie  sind  fllr  m  =  1,  .3,  etc.,  genau  n  —  a^  von  der  Klasse  Lm^^I* 
oder  M. 

§  92.    Wir   gehen  jetzt   auf  die   allgemeine  Gleichung  (59^^) 
zurück,  und  suchen  zunächst  ihre  Integrale  von  der  KJas8€^^  ^ 
K  auf,  d.h.   die  ganzen  Functionen  von  fi,   welche  ihr  genügen,  .^b. 
Setzt  man  in  derselben  statt  £  und  t;  die  Buchstaben  K  und  St      ^j 
und  für  K  eine  mit  /i"  beginnende  Reihe  ein  die  nach  ju  ab8teigt^:===^ 
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80  wQrde  das  Glied  liöchster  Potenz  von  ju  auf  der  Linken  sein 

[ct<ia  +  \)-n(n  +  \)\fi'^\ 
Da  dieses  für  sich  verschwinden  miiss,  so  wird  a  =  «;  der  Werth 
a  =  — M  — 1  würde  eine  zweite  Lösung  verschaffen,  die  aber  nicht 
hierher  gehört,  weil  sie  nicht  eine  ganze  Function  ist. 

Man  setze  nun  in  die  Gleichung  (59)  statt  £  den  Ausdruck 
aus  §90 

femer,  wie  S.  354,  b  bestimmt  war,  6'+c'  =  p  und  b'c'  =  ^,   und 
findet  dann  zwischen  je  drei  Coefficienten  a  die  Relation  *) 

2m(2n-f-l  — 2//#)a„. 
=-  p[Ä-(w  +  2-2//iy|ff,„-i  +  g(w+4  -2w)(#j  +  3-2//iK-7, 

erhält  also  zur  Bestimmung  der  K  das  System 

2(2;*- 1>,  =p|.R^_w'K, 

4(2w-3X  =  P|Ä-"('*-2yio,  +  7<w-l>«, 
6t2ii-5)a,  =  p[Ä^-(»-4/Ja,  +  g(ii~2Xn-3X, 

2a(2w-l-l— 2(T)ao  =  p|Ä— («-|-2-2a)'Ia„-, 

+ q(n + 4  -  2aXw + 3  ~2a)a„  _  2 , 
(2a+2X2/*-l-2a)aa+i  =  p\X—(n^2a)yaa 

+  9(ii+2~2aXw+l-2a)ao-i, 
(2a+3X2/i— 3-2a)a«.j2  =  rtÄ-(w-2a-2)*K.H, 

Sei  der  letzten  von  den  oJ)igen  Gleichungen  fehlt  der  Goefficient  a„, 
^eil  sein  Faktor  g(ii— 2a)(n  — 2a— 1)  Null  ist. 

Soll  K  eine  ganze  Function  sein,  so  ist  erforderlich  und  hin- 
xeichend,  dass  die  a  mit  den  Indices  a+1,  a+2,  etc.  verschwinden. 
Hierzu  genügt  dass  aa+\  =  0,  weil  die  Recursionsformeln  zeigen, 
<laBs  dann 

0  =  ttöfl   =  flö-l-2  =  •••  • 

Iklan  hat  also  a,,  a,,  ...  a„  aus  den  ersten  a  linearen  Gleichungen 
durch  die  Constanten  und  .H  auszudrücken.  Damit  K  eine  ganze 
Function  von  /i  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass 
für  Ä  eine  Wurzel  der  Gleichung  Oo+i  =  0  genommen  wird, 

*)  Die  Integration  i&it  in  Lumens  Lcyons  sur  les  fonctions  inverses  etc.  §  105— 197 
ausführlicher  behandelt  als  an  der  Stelle ,  an  welcher  Lame  sie  zuerst  ausführte 
(Liouville,  J.  d.  M.  4.  I5d.). 


304  n.  Theil.     Dritte«  Kapitel.  §  92,  59. 

Diese  Gleichung  ist,  iu  Bezug  auf  .^,  oflfenbar  genau  vom 
Grade  a  +  1. 

Durch  die  Stürmische  Methode  Hesse  sich  leicht  zeigen,  dass 
die  Wurzeln  Ä  verschieden  und  ungleich  sind  wenn  fftr  q  etwas 
negatives  gesetzt  wird,  während  q  liier,  der  Natur  der  Sache  nach, 
etwas  positives  vorstellt.  Man  wird  aber  noch  einmal  (§  96)  auf 
eine  Gleichung  kommen,  welche  die  Ä  als  Wurzeln  giebt,  wenn  die 
Entwickelung  von  K  nicht,  wie  bei  Lam<i,  nach  Potenzen  von  /u 
sondern  von 

vorgenommen  wird.  Auf  diese  später  auftretende  Gleichung  Iftsst 
sich  Sturm's  Methode  bequemer  anwenden.  Dass  die  Wurzeln 
aber,  so  lange  6  und  c  allgemein  bleiben,  d.  h.  also  so  lange  zwischen 
p  und  q  nicht  bestimmte  Gleichungen  bestehen,  verschieden  sein 
müssen,  kann  man  schon  hier  zeigen.  Denn  nach  §  91  unter  (1) 
sind  selbst  für  6  =  0,  also  für  7  =  0,  die  Ä  noch  verschieden, 
nämlich  0,  2',  4^,  6',  etc.  Dass  zwischen  b  und  c  wirklich  solche 
Relationen  gesetzt  werden  können,  durch  welche  Wurzeln  Ä  gleich 
werden,  ersieht  man  aus  dem  am  Ende  dieses  Paragraphen  befind- 
lichen Beispiele.  Hier,  wo  b  und  c  reell  sind,  tritt  aber  eine  solche 
Gleichheit  nicht  ein. 

Dass  die  Wurzeln  fltr  reelle  b  und  c  reell  sind,  hat  bereits 
Lame  nachgewiesen,  und  zwar  durch  ein  Verfahren,  weiches  im 
§  95  mitgetheilt  wird.  Die  Verschiedenheit  der  Wurzeln  wird  voi 
Herrn  Liouville  hervorgehoben*).  Dass  ferner  die  K  selbst  vei 
scliieden,  dass  also  nicht  zwei  von  ihnen  identisch  werden,  die  zi 
verschiedenen  jt  gehören,  erkennt  man  schon  aus  dem  Werthe  toi 
a^.    Setzt  man  a^  =  1,  so  hat  man  nämlich 

2.(2« -l)fi,  r=p(Ä-w'), 

einen  Ausdruck,  der  bei  jeder  Aenderung  von  ,(t  einen  verschiedenei^E'  •'n 

Werth  für  a,   giebt. 

Hierdurch  ist  bewiesen  was  bereits  S.  360  angegeben  wurde 
Für  jeden  Werth  von  n  giebt  es  genau  a+1  verschie 

dene  Functionen  K, 

Beispiele:   Für  w  =  0  existirt  nur  ein  /f,  und  zwar  JSf  = 


*)    Lettrcs  nur  «livorrict<  f|iieHtions  d'ainalyse  etc.  atlrcttäceh  a  M.  P.  II.  Ülanche       <> 
rrcuiiöt'u  lettre.     In   Liouville,  Journal  d.  M.   11.  Bd.  S.  221. 
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fftr  «  =  1  wird  K  —  ^i.    Für  n  =  2  also  a  =  1  niuss  K  von  der 

Form  sein: 

/r  =  Ai^  +  (i,, 

und  noBere  Gleichung^en  gehen  in  die  beiden 

2.3a,  =p(^l— 4), 
0  =  pÄa, +1.2.9 
Aber.     Dies  ^ebt  fbr  ^ 

p'Ä(Ä-4)-f-12g  =  0, 
also  zwei  Werthe 

PÄ\  =  2(p  +  \f^^q\    pik,  =  2(p  ^  v>'-  3g), 
und  eutftprechend 

Ä'.  =i^'+i(Är   4)p. 
Pur  «  =  3  wird  a  =  1,  ferner 

10a,  =p(Ä— 9), 

0  =  p(Ä-l)a,  +  69, 
daher 

Ä'  =  iU*  +  VoCK-9)Pi", 

0  =  p'(Ä— l)(Ä-9)  +  60g. 

JTtir  n  =  4  oder  a  =  2  ist 

K  =  ^^  +  a,f^^  +  at^ 
14a,  =  p(Ä— IG), 

20a,  =p(Ä-4)a,+12g, 

0  =  pÄa,  +  2ga„ 
t^olglich 

14a,  =p(Ä-16), 

280a,  =  p'(Ä  -  4)(Ä  -16)  +  168g, 

p'Ä(Ä-~4)(it-16)4  168gÄ  +  40g(Ä-16)  =  0. 

;pUr  6  =  c  d.  h.  p  =  26',  g  =  6*  verwandelt  sich  die  letzte  Formel 

in  ^•-20Ä*+116Ä-160  =  0,  hat  demnach  die  Wurzeln  10,  8,  2, 

vrie  es  nach  S.  362,  No.  2  sein  muss. 

Wird  z.  B.  im  Falle  n  =  2  ftlr  6  und  c  ein  solcher  besonderer 

AVerth  gesetzt ,   dass  3g  =  p',  so  hat  die  Gleichung  wirklich  zwei 

gleiche  Wurzeln  1^^  ==  jt,  =  2.    Die  Bedingung  sagt ,   dass  dann 

fc*  +c*  — 6'c*  =  0  sein  muss.    M.  vergl.  S.  364. 

§  93.  Nachdem  über  die  K  gehandelt  worden  ist,  besteht  die 
zweite  Aufgabe  in  dem  Aufsuchen  von  (« — o)  Functionen  L;  mit 
fittcksieht'  auf  die  S.  360  angegebene  Form  derselben  mache  man 
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L  =  z^^^  —  b^y  wo  »  eine  ganze  Function  (#i — 1)'*"  Grades  von  fi 
werden  muss,  und  stelle  durch  Einsetzen  dieses  Ausdrucks  in  (59) 
die  Gleichung  fllr  s  her.    Diese  wird 

(^'—b')(fA'-c')d'z  +  u(ifr  —  p  —  2c')dzdfA 

wie  im  vorigen  Paragraphen  behandelt  giebt  sie 

+  q(j^  +  2  —  2m)(n  +  3  —  2ii/)a,„_2, 
also 

2(2ii^l)a,  =|p(8-(w-iy)-(2fi-l)c'|a, 
AQ2n  -  3)a,  =  |p(g  - (w  -3)')  -(2w  -  3)c'Ja,  +  q(ti  -l)(ii  -  2)a, 


2(w-a-lX2a+3K-«-i  =  rP(2-(2a+3-wy)-(4iTf  7-2w)c'lfl«.a-. 

+  g(2<y  +  4  -  nX2a  +  5  ~  «)a,.o-3 , 
0  =  [p(g-(2a+l -  n)')-(4a+3-2n)r'ja,.,..    _, 
+  q(2a  +  2  -  n)(2a  +  3  -  fO^-a-?. 

Benutzt  man  diese  Gleichungen  wie  die  entsprechenden  des  vorigeiK^H'  ^n 
Paragraphen,  so  findet  man  alle  n  — a  Grössen  a  durch  S,  nnfh»  J 
schliesslich  £  durch  eine  Gleichung  vom  Grade  n — o.  Dass  dies^^^-^ 
nur  verschiedene  Wurzeln  &i,  S,,  etc.  haben  muss,  dass  also  n— <c^  a 
verschiedene  S  entstehen,  sieht  man  ein,  indem  man  auf  den  be- 
sonderen Fall  6  =  c  zurückgeht,  da  in  diesem  die  Diiferential- 
gleichung  der  E  sich  in  die  der  Zugeordneten  P,"  verwandelt.  Di^^  e 
eben  integrirte  Gleichung  für  s  stimmt  dann  mit  derjenigen  ttberein  ^^^^j 
welcher  die  Grössen 

genügen.    Würde  man  diese*DiiFerentialgleichung,  welche  nur  un< 
immer  für  die  n — a  ungeraden  Werthe  m  =  1,  3,  etc.  ganze  Fun« 
tiönen  von  /u  liefert,  nach  der  allgemeinen  Methode  behandelt 
so  hätte  der  entsprechende  specielle  Fall  der  Gleichung  für  die 
entstehen  müssen;  diese  giebt  als  dop])elte  Werthe  der  Wurzeln 
2g  =  ii(n+l)— 1,     «(i,+l)— 3^    n(«+l)^5*,    .... 

Man  wird  ohne  weiteres  die  angestellten  Betrachtungen 
die  ilf  übertragen,  wenn  man  überall  6  mit  c,  S  und  L  mit  W 
M  vertauscht. 

Beispiele:  Für  n  =  0  existirt  weder  eine  Function  L  noch 
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Für  11  =  1  ist  L  =  \^(i'—b\  M  =  }/(i'~('\ 
Für  11  =  2  ist  L  =  ii/ii^—b^,M  =  fi }/ii^-^c\ 
Für  n  =  3,  also  a  =  \  wird 

Rrenn  a  in  der  oberen  Reihe  eine  andere  Constante  als  in  der  un- 
;eren  bezeichnet.  Um  die  obere  zu  bestimmen,  benutzt  man  unser 
System  von  Gleichungen  und  findet 

10a.  =(p(2-4)-5c), 
(pg— O(p(g-4)-5c«)  +  209  =  0; 
Ür  das  a  der  unteren  Gleichung  und  die  ^  daher 

10a,  =(p(5»-4)— 560, 
{pm—b'){p{m-i)—bb')—2öq  =  0. 
?  ü  r  «  =  4  oder  a  =  2  wird 

14a,=(p(g-9)-70, 
(p(g-l)-3O(p(g-9)-7c0+84g  =  0. 
?  ü  r  6  =  c  geht  diese  Gleichung  in 

g'-15g+^;^  =  0 
Iber,  hat  also,  wie  es  sein  muss,  die  Wurzeln  V  und  '/. 

§  94.  Noch  bleibt  der  vierte  Fall  zu  behandeln,  d.  h.  man 
Quss  die  JV  aufsuchen,  welche  in  (59)  enthalten  sind;  zu  diesem 
iweeke  setze  man  in  die  Gleichung  fUr  £ 

md  hat  dann  die  ganze  Function  z  aufzusuchen,  welche  eine  Lö- 
ung  ist  von 

+  f4(6iu*-  3p)(/5d|u  +  [p(9l-l)-(#j-2)(w  +  3)/i'l*d|U^  =  0. 
Nenn  b  =  c  gesetzt  wird ,  so  gehen  alle  Integrale  der  Gleichung 
ür  E  welche  Functionen  von  dem  Charakter  N  liefern  in  ganze 

•"anctionen  von  ju  also  in  Ausdrücke  ^(^  }  ™t  geradem  m  über, 

kber  nur  in  solche,  welche  durch  /i' — 6*  getheilt  noch  ganze  Func- 
ionen  von  /u  bleiben.  Alle  Iniegrale  der  vorstehenden  Gleichung 
reiche  ganze  Functionen  von  z  sind  reduciren  sich  also  itir  6  =  c 
,uf  die  Functionen  Pi :  (^'  —  6*).  Die  Wurzeln  51  werden  also  für 
*  =  c  durch  die  Gleichungen  gefunden 
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2'3t  =  w(«  +  l)-   -^     //(//  i  l)-4^     .  .  .. 
Die  Integration  der  Gleichung,   wenn  6  und  c  allgemein  blei- 
ben, giebt 

2w(2//  1  1-  ^lw)a„  =  f>)t-(«-2m  -\  l)'|pa«_. 
+  7(w  +1  -  2w/)(w  4-  2  -  im)a.,  _2, 
alflo  daH  SyRtem 

2Cln-\)a,~-\^\-(nV\y\r, 

4(2w— 3)«,  =  r3l-(/r-:iy|/'«.  I-  q(.n-2){n      !i), 

()(2«— r))«3  =  TJ^  — («--i'>yi/>««  -i  (l(n  —  -iyn-  ö)a,, 

(2a— 2)(2w  I  3  — 2a)(i.   ,  -  in—(n  —  2n-\-^y\pa„.^ 

i  7(m  +  4  —  2(T)(r#  f  3— 2a) a^ _  j, 
0  =  [9l-(fi-2a  +  iy|pfl,-i 

+  7(w  +  2  — 2a)(w  +  1  —  2a)a^_2. 
Diesen   Gleichungen    ist   nach    den   früheren   Erörterungen   nichts 
weiter  hinzuzufügen. 

Beispiele.    Für  71  =  0  und  w  =  1  existirt  kein  N. 
Für  fi  =  2  ist  

Für  n^3  wird  

Für  «  =  4  endlich  hat  man  a  =  2,  also 

14a,  =pCJI-9), 
p"CÄ~l)CJl-9)  +  28(/  =  ü. 
Für  6  =  c  entsteht 

Di*-iogi+i6-o. 

Diese  Gleichung  giebt  die  Wurzeln  2,  8. 

§  95.    Es  ist  jetzt  bewiesen,  dass  die  (2n-fl)  Functionen  £ 
so  eingetheilt  wie  §  90,  S.  B60  es  angiebt,  wirklich  existiren,  und 
§  92  —  94  enthalten  die  Methoden,  durch  welche  man  alle  zu  dem 
selben  n  gehörenden  nach  Auflösung  von  vier  Gleichungen  wirklich 
auffindet.   Man  sah,  dass  die  E  verschieden  sind,  dass  nämlich  zwei 
weder  identisch  sein  noch  sich  nur  durch  einen  constanten  Fakto 
unterscheiden  können.    Sollen  dieselben  aber  zu  den  im  §  89  an 
gegebenen  Zwecken  dienen,  so  darf  auch  keine  lineare  Ver 
bindung  von  Producten  ^gE(ji]E{v)  für  alle  /u  und  v  ver 
schwinden,   wenn  sich  die  Summation  auf  die  verschiedenen  z 
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demselben  n  gehörenden  £  und  willkürlich  gegebene  Constante  g^ 
die  von  einem  Produkte  zum  andern  wechseln  können,  bezieht.  Man 
bemerke,  dass  nur  2114-1  Produkte  in  der  Summe  vorkommen;  es 
war  nämlich  jedes  Produkt  E(ß)E(v)  so  zu  verstehen,  dass  E{v) 
genau  dieselbe  Function  ist,  wie  £0u),  dass  also  nur  Glieder  wie 

9K.(fi)K.(v),    gU(ji)U{y),    .  .  . 
nicht  aber . 

gK,(ji)K,(y\    gK.(ji)U(ji\    gK.(ji)L,(ii\    .  .  . 

auftreten,  in  welchen  s  sich  von  t  unterscheidet. 

Soll  eine  Summe  wie  £gE{ji)E{y)  für  alle  /i  und  v  ver- 
schwinden, so  muss  jede  von  den  vier  Reihen 

i:g.K.{fA),    ZgMifi),    Zg.M.ip),    Zg.N.ip) 
f Qr  sich  verschwinden. 

Zum  Beweise  dividire  man  durch  y"  und  setze  v  ^=  oo;  da  y~*'£(y) 
sich  dadurch  in  1  verwandelt,  also  die  Summe  die  Form  SgE(^)  erhält,  so 
muss  SgEQi)  für  alle  fi  gleichfalls  verschwinden._^Dieser  Ausdruck 

zerlliit  zunächst  in  die  Summe  zweier  Theile  I/-}"  V^Ji^'—c^,  wo  U  und  V 
f^anze  Functionen  von  jn  und  y^/u' — 6'  sind;  er  kann  nicht  verschwinden, 
^wenn  nicht  U  und  V  für  sich  verschwinden,  weil  sonst  ^/u' — c*  eine  ra- 
tionale Function  von  /u  und  "^fi* —  b'    wäre.     U   und    V   haben    femer  die 

Form  6  +  iI}^/u*— 6',  wenn  G  und  H  ganze  Functionen  von  /u  bezeichnen; 
sie  können  folglich  nur  dann  verschwinden,  wenn  6  ==  ff  =  0. 

Es  wird  nun  nach  Lama  durch  eine  Methode,  welche  der  Art 
entspricht,  auf  die  bei  früheren  Gelegenheiten,  z.  B.  S.  69,  die 
Coefficienten  in  gewissen  Entwickelungen  bestimmt  wurden,  gezeigt, 
dass  diese  Ausdrücke  nicht  verschwinden  können,  ohne  dass  alle 
^  gleich  0  sind.  Um  alle  vier  Fälle  gemeinsam  zu  behandeln,  be- 
ziehen wir  die  Untersuchungen  auf  den  Buchstaben  £  und  werden 
an  dieser  Stelle  unter  £«  und  Er  gleichartige  £  verstehen,  d.  h. 
solche,  die  beide  zugleich  zu  den  Kj  oder  zugleich  zu  den  L,  etc. 
gehören. 

Man  multiplicire  die  erste  Gleich.  (59),  die  man  auf  £«  beziehe, 
mit  £y,  femer  mit  de  und  integrire  nach  /u  von  b  bis  c,  oder  was 
dasselbe  ist  nach  e  von  0  bis  oi  (cf.  S.  353).    Dann  wird,  da 

E,£x(te-ii(ii  +  l)/    fi*E,Erd€=J    Er^^de-, 

U  U  0 

nach   zweimaliger  Integration  duroh  Theile   verwandelt  sich  die 

H«ia«,  TbMrie  d«r  Kng«lfanctionen.    2.  Anfl.  24 
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rechte  Seite  in 

0 

Das  letzte  Glied  ist  aber  =  0,  wie  man  einsieht,  wenn  man  an- 
statt nach  e  nach  /u  diiFerentiirt  und  dafbr  mit  )V — 6')V — fi* 
multiplicirt,  da 

E    ^^'       E  ^^^ 
^    dfii  *  dfA 

eine  ganze  Function  von  /u  ist.  In  der  That»  bezeichnet  man  durch 
6  ganze,  unter  sich  verschiedene  Functionen  von  ^,  so  ist 

Ä^^  =  e,  dK,  =  erfju, 

Lr  =  yji^^VG,  Yii^^^*dL,  =  Gdfi, 

Mj  =  jZ/^^c^e,  yj4^^c^dM.  =  Gdfi. 

Nj^i^^^^'i^^^^^G,    iJ^—b^i^?^c*dN,  =  Gd(i. 

Da  die  nach  6  differentiirte,  in  den  eckigen  Parenthesen  ein- 
geschlossene Grösse  verschwindet  und  die  linke  Seite  von  (a)  gleie 

u 

wird,   so  ändert  sie  sich  nicht  durch  Vertauschung  von  »  mit  r»  "^s. 
Es  folgt  hieraus  dass 

(v.  —  Vi)/  '^fi,  Ej  de  =  0, 

dass  also  das  Integral  selbst  verschwindet,  wenn  s  und  v  veraohiedenz:^ 

sind.    Das  Integral  verschwindet  nicht,   wie  man  sogleich  sehei 

wird,  wenn  «  =  t.    War  nämlich  £«  reell  oder  rein  imagin&r, 

ist  das  Integral  des  Quadrates,  einer  Grösse  die  ihr  Zeichen  nichr^  -^t 

wechselt. 


E,E,d€ 


sicher  nicht  0;  wir  zeigen  also  nur  noch,  dass  £  nicht  complex  seil 
kann.  Hierzu  wird  nachgewiesen  dass  die  Wurzeln  t;  BämmtlieJ^di 
reell  sind;  aus  der  Art,  wie  die  Goefficienten  a  der  £,  vermitteliB^^^ 
der  linearen  Gleichungen,  gebildet  werden,  folgt  dann,  dass  auc"^  ^ 
diese  reell  sein  müssen. 

Sollte  V»  imaginär  sein,   so  nehme  man  fbr  1;^  die  conjogirSKa 
Wurzel;  war  £,  =  p-^qi^  so  wäre  Ej  =  p  — gt,  also 
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^)/ 


O  0 

gleich  0,  was  unmöglich  ist.  Man  hat  daher  folgende  Punkte 
festgestellt: 

1)   Sämmtliche  v  sind  reell. 

EsEjde^   wenn  E,  und  Ej   gleichartige  E  bezeichnen, 

0 

verschwindet  sobald  s  nicht  gleich  v  genommen  war. 

3)   Das  Integral  verschwindet  nicht  fllr  s  =  t. 
Hieraus  folgt  nach  der  Methode  des  §  15  unmittelbar  der  Satz: 
Ist  eine  Function  fQi)  in  eine  Reihe  von  gleichartigen  £  (mit  dem- 
selben obem  Index  n)  entwickelbar 

80  kann  die  Entwickelung  nur  auf  eine  Art  geschehen,  und  die  g 
sind  bestimmt  durch  die  Gleichung 

g,f^E.(^)EX^i)de  =/'^f(ß)E,(fi)de, 

aus  der  sich  jedes  g  finden  lässt,  da  das  Integral  auf  der  Linken 
nicht  verschwindet.  Man  zieht  endlich  hieraus  den  Zusatz,  auf 
dessen  Beweis  es  in  diesem  Paragraphen  eben  ankam:  Soll 
JS9tE,(/4)  gleich  Null  sein,  so  ist  jedes  g  gleich  Null. 

Als  Erweiterung  des  Satzes  kann  man  hinzufügen,  dass 
auch  die  Entwickelung  von  f(jii)  bestimmt  ist,  wenn  f  nur  Über- 
haupt nach  £  (mit  gleichen  n)  geordnet  werden  darf.  Zerlegt  man 
nämlich,  wie  am  Anfange  dieses  Paragraphen  f(jA)  in  vier  Theile, 
so  ist  der  eine  Theil  nach  den  K  entwickelbar  etc.  etc. 

§  96.  In  ähnlicher  Art  wie  die  Kugelfunctionen  von  x  nach 
Potenzen  von  §  =  rc  —  ^x^  —  i  entwickelt  wurden ,  stelle  ich 
neben  die  vorhergehenden  von  Lama  vorgenommenen  Ent- 
Wickelungen  nach  Potenzen  von  ^  eine  solche  nach  Po- 
tenzen von 

''^ — W^J^ — 

So  lange  /u  innerhalb  der  ihm  S.  352  vorgeschriebenen  Grenzen 
liegt,  ist  t/f(Tj  ==  1;  liegt  /u  in  anderen  Grenzen,  ist  es  z.  B. 
(wie  oben  q)  grösser  als  c,  so  nehme  man  cJdj  <  1,  was  geschehen 

24* 
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kann,  da  offenbar  tj"^  entsteht,  wenn  man  die  Differenz  der  Wurzeln 
im  Zähler  von  17  mit  ihrer  Summe  vertauscht. 
Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 

2 /^« Z  6'  =  ]/c'~b\fj-'  +  rj),  2  j/ii^^^T«  =  |/?=6^(,-^  - ,). 
Man  kann  daher  die  £,  deren  Form  S.  360  angegeben  wurde,  in 
endliche  Reihen  umsetzen,  welche  ganze  positive  und  negative  Po- 
tenzen von  ri  enthalten,  und  zwar  sind  die  Functionen  E  zum  Theil 
genau  gleich  solchen  Reihen,  zum  Theil  gleich  dem  /u  fachen  derselben. 
In  beiden  Fällen  wird  aber  der  Faktor  von  rf"  nothwendig  gleich 
oder  entgegengesetzt  dem  von  rf"^.  Man  führt  nun  einen  Bogen 
^  =  amu  ein  (m.  vergl.  S.  354),  der  mit  dem  früheren,  in  eos}^  vor- 
kommenden keinerlei  Beziehung  hat,  indem  man  setzt 

]/|u'— 6'  =  V'c'— ft'.cos^),  y'c'*— jw'  =  i/c'—ft'.siny;  jy  =  cos^)— tsinqp. 
Die  Functionen  £  nehmen  dann  folgende  Formen  an,  in  denen 


a  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnen;  und  2(J,  wie  S.  afif       \ 
n  oder  n — 1  bezeichnet: 

1)  Wenn  n  gerade  ist 

K((i)  =      aQGOsng>-\-a^cos(n — 2)q>-\ [-««-1  cos 29+  4  «o» 

JV(/i)  =      «0  sinny  +  a,  8in(n — 2)9  +•••  ■\-aa~i9m2g>^ 

^(ß)  =  /*[«o  C08(n — 1)9  +  0,  cos(n — S)q>  -\ \-  Oa-icos^)], 

M(ß)  =  fi[aQ  sin(« — 1)9  +  a,  sin(ii — d)q>  -f h  a«,-!  sin  9)]. 

2)  Wenn  n  ungerade  ist 

K(ji)=z  ^[«oCOsC«  — l)9)  +  of,cos(«  — 3)flpH hao-iC0829+4a(i, 

N(ji)  =  /i  [o„  8in(ii  —  l)y  -f-  a,  sin(ii  —  3)9  H f-  «a-i  sin  2y], 

L(fi)=      Oj,  cos  «9 +  a,  cos  (fi  — 2)9  H [-aoCos^jp, 

M{p)=      ofy  sin  wflp  +  a,  sin(ii  —  2)qp  -| h  «o  »iß  V- 

Wir  kommen  nun  zur  Bestimmung  der  Coeffieienten 
Zur  Abkürzung  wird  hierbei  gemacht 

2v  -  «(w +1)  =  »,     ^,_^,  =  X. 

I.  Fall.    Wir  suchen  die  Coeffieienten  a  in  den  vier  Formi 
auf,  in  welchen  £  nicht  den  Faktor  /u  enthält    Dazu  setzen  wi    — ^ 
für  2£  in  (59,  a) 

a^  ?7"  +  a,  jy*-^  +  a,  17"-*  +  ••  • 

ein,  und  beachten  dass  sich  durch  zweimalige  Differentiation  nao' 
6  ergiebt 


96,  59.  Lam^'sche  Functionen.  373 

odurch  das  folgende  System  (a)  von  Gleichungen  entsteh t 
l.(2ii~l>,  =  K+Ä|xa„ 
2.(2n~3)a,  =  [(w-2)'+Äjxa,-w.l.öo, 

•+lX2ii-2m~l)a„,+i  =  r(«~2my+5]xa„-(fj  +  l-mX2m-lK., 

I  sämmtlichen  vier  Formen  ist  die  Bedingung  hinzuzuflQgen,  dass 
•^1,  ai*+3,  etc.  verschwinden  sollen;  nach  dem  Bildungsgesetze 
3schieht  dies  offenbar  sobald  nur  der  eine  GoefQcient  Cn+i  Null 
ird.  Diese  Forderung  giebt  zur  Bestimmung  von  2  eine  Gleichung 
am  Grade  n+l,  von  der  sich  nach  Stnrm's  Methode  (s.  u.)  zeigt, 
iss  sie  nur  ungleiche  und  reelle  Wurzeln  a  besitzt  (M.  vergl.  §  92). 

Indem  man  in  der  linearen  Gleichung  zwischen  a  mit  den 
idices  m — 1,  m,  m-f-1,  überall  statt  m  setzt  n — m,  erhält  man, 
Stös  genau  dieselbe  Gleichung  zwischen  drei  a  mit  den  Indices 
—  m  +  1,  n — m,  n — iw  — 1  besteht.  Dieser  Umstand  bewirkt,  dass 
e  Gleichung  zur  Bestimmung  von  s  in  zwei  zerfällt,  eine  vom 
rade  a  und  eine  vom  Grade  a-\-\  wenn  n  gerade,  beide  vom 
rade  n — a  wenn  n  ungerade  ist.    In  der  That,  wenn 

zuerst  n  gerade  ist  und  man  die  K  gewinnen  will,  hat  man 
i  setzen 

ill  man  ferner  die  N'  gewinnen,  so  setzt  man 

tir  die  Bestimmung  der  K  reicht  es  aber  aus,  wenn  man  2  so 
ählt,  dass  allein  Oa-i  =  a^+i,  fllr  die  JV,  wenn  man  aa  =  0  setzt; 
iB  der  oben  erwähnten  Beschaffenheit  des  Systems  von  Glei- 
lungen  folgt  dann  von  selbst,  dass  die  übrigen  Gleichungen  erfüllt 
ud.  Für  die  K  gestaltet  die  weitere  Bestimmung  der  a  sich  so, 
kss  man  das  System  (a)  zunächst  bis  m  =  a — 1,  also  bis 

(h)  ...     a(n  +  \)aa  =  (2'  +  i5)xa„_i  _(a4.2)(n-3)a«_2 

rtsetzt;  ftlr  m  =  a  erhält  man  den  Ausdruck  aa^\  durch  die 
dkursionsformel  und  setzt  diesen  gleich  Oo-i,  erhält  also  zur  Be- 
immung  der  5  die  Gleichung  vom  Grade  a-f  1 
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(a+l)(«— l)cfo4i  =  2xofo  — (a+l)(w— l)ao-i, 
oder  wegen  der  Gleichheit  von  a«,  -i  und  ctöh 

(c)  ...    zxoa  =  (n+  2)(n — l)ao_i. 
Wir  haben  also,  zur  Bestimmung  der  a  in  den  ÜT,  das  System 
linearer  Gleichungen  (a)  mit  (6)  zu  beschliessen;  dann  ist 
noch  (c)  zur  Bestimmung  von  z  hinzuzufügen. 

Zur  Bestimmung  der  a  in  den  N  beschliesst  man  das  System 
(a)  mit 

(6')...     (<F-l)(i*  +  3)ao-i  =  (4H5)xao  2  -  (a  +  3)(ii  — 5)a^_3 
und  hat  zur  Bestimmung  der  5  noch  Oa  =  0,  d.  h. 

((/)...     (2H5)xao.i  =  (a+2)(w-3)ao-:. 
Man  bemerkt,  dass  dann  von  selbst  wird  aofi=  —  cto-i,  .... 

Bei  einem  ungeraden  ti  hat  man  für  L  und  M  das  System 

(a)  zu  beschliessen  mit 

(6")  ...     ain+  2)a„  =  (3'  +  z) xa^-i-  (er  -}-  3)(fi  -  4)ao  _, 
und  zur  Bestimmung  von  js  ftar  die  L  noch,  dass  a^f  1  =  Oa  sei,  d.  h.^ 

(c")  ...     a4(l  +  s)x~w(a-fl)J  =  ((y  +  2)(w-2)a.,-i, 
woraus  folgt  aa^2  =  ^0-2,  etc.    Zur  Bestimmung  von  z  f&r  die 
erhält  man  aber  ao+i  =  0  oder 

{&")  ...     (1  +  5) xao  =  (a  ^-  2)(;i- 2)a,^,,    > 
so  dass  die  Coefficienten  a  in  allen  vier  Fällen  bestimmt  sind« 

Irgend  eine  von  den  Gleichungen  f&r  s,  z.  B.  die  zweite  tttir 
N  geltende  vom  Grade  a  auf  die  sich  a,  6',  &  beziehen,  soll  jets'. 
nach  Sturm 's  Principien  in  Bezug  auf  die  Anzahl  und  Realitft% 
ihrer  Wurzeln  z  untersucht  werden.   Man  setze  1  für  a^  und  bemerk 

d)  dass  die  Ausdrücke  a^,  a,,  ...,  Oo  Functionen  von  z 
Grade  resp.  0,  1,  ...,  a  sind,  welche  für  ä  =  — c»  abwechselndi^^Ke 
Vorzeichen  besitzen,  für  j5  =  00  gleiche. 

b)  Für  dasselbe  z  können  nicht  zwei  benachbarte  a  ver:^«^' 
schwinden,  weil  sonst  zugleich  alle  a,  also  auch  die  Gonstante  a^;^^^^^) 
verschwinden  müssten. 

c)  Geht  a,n  durch  0,  wo  m  <  a,  so  wird  kein  Zeichenwechsc^i^^l 
verloren-,  statt  eines  solchen  kann  also  nur  dadurch  eine  Folge  en^^^^ 
stehen,  dass  aa  selbst  durch  Null  geht.    Da  die  Anzahl  der  ve^::^  ^ 
lorenen  Wechsel  a  ist,  so  geht  also  a^  nicht  weniger  als  a  Mah 
also   genau  so  oft  durch  Null.    Hierdurch  ist  bewiesen,   dass 
a  reelle  und  verschiedene  Wurzeln  z  giebt,  welche  Functionen 
liefern. 
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Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Beweise  für  die  Realität 
und  Ungleichheit  der  Wurzeln  ä,  welche  ÜT,  L,  M  liefern. 

II.  Fall.  Wir  suchen  die  Coefficienten  a  in  den  vier  Formen 
anf,  in  welchen  E  den  Faktor  fi  enthält.    Dazu  dient  die  Gleichung 

+  («•  -  b')(m  -  l)(m  -  2)  i^-', 

welche  znr  Bestimmung  der  a  das  System  Gleichungen  liefert 

l.(2n-l)a,  =[(«-!)•+ Äjxao, 
2.(2ii-3)a,  =  [(w_3)'+Ä]xa,>-(ii-l)3a„ 
3.(2ii~5)a,  =  [(i,_5)«+5]xa,-(ii--2X3a„ 


(ifi+lX2n~2m-l)a^,,  =  [C»-l-2iii)'+»>«i*-(w-mX3m  +  l)a„., 

Bei  einem  geraden  n  wird  diese  Gleichung  zur  Bestimmung  von  L 
und  Ä  bis  m  =  a— 1  fortgesetzt,  bei  einem  ungeraden  n  für  die  üf 
bis  m  =  a— 1  und  ftlr  die  iV  bis  m  =  a — 2.  Die  weitere  Aus- 
führung erfolgt  genau  nach  dem  Muster  des  I.  Falles. 

§  97.  Wir  knüpfen  beim  §  89  und  dem  Anfang  des  §  95  wieder 
an.  Es  ist  festgestellt,  dass  fbr  jeden  festen  Werth  von  n  die  li- 
neare Verbindung  der  Kugelfunctionen  C  und  S  in  Bezug  auf  die 
Bogen  0  und  %p  oder  die  elliptischen  Coordinaten  ^  und  v  mit 
2» + 1  willkttrlichen  Constanten  dieselbe  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (51)  oder  (58,  c)  giebt,  wie  die  lineare  Verbindung 
der  2ii+l  L am ö' sehen  Produkte  E(ji)E(y)  mit  ebenso  vielen  Con- 
stanten. Der  Eintheilung  der  Kugelfunctionen  C  und  S  in  vier 
Klassen,  nach  den  Irrationalitäten  welche  in  ihnen  enthalten  sind, 
entspricht  die  Eintheilung  der  £  in  Functionen  ÜT,  L,  itf,  iV.  Dem- 
nach können  die  C^  mit  geradem  Index  m  nur  durch  Produkte 
von  je  zwei  K  dargestellt  werden,  nicht  von  L,  etc.  Aehnliches 
folgt  ftir  die  übrigen  C  und  die  S.  Dieses  Verhalten  zeigen  wir 
anten  durch  ein  Schema.  Der  obere  Index  n  wird  fortgelassen, 
da  sich  das  Folgende  auf  ein  festes  n  bezieht;  die  Indices  n  und 
i  bezeichnen  die  geraden  und  ungeraden  Zahlen  bis  n  mit  Ein- 
schluss  von  0  und  it,  die  ^  oder  h  in  den  verschiedenen  Reihen 
verschiedene  Constanten.  In  Parenthese  ist  auf  jeder  Zeile  die 
Anzahl  der  Werthe  $  angegeben,  auf  welche  sich  die  Summation 
bezieht    C  und  S  haben  die  Argumente  ^^  v. 
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Schema  A. 

C,  =  29[''^KA^i)K.{vy,    (a+1); 

S,  ^^gl'^  M.{^)M,ivy,    11 -er; 

Da  die  L am 6 'sehen  Produkte  sich  auch  umgekehrt  linear 
durch  die  Kugelfunctionen  ausdrücken  lassen,  so  erhält  man  auch 

Schema  B. 

L.(fi)LM  =  Ihi'^a]    C«-a); 
Ms(ji)M,(v)=2h['^Sr,    (n-a); 

Nach  dem  zweiten  Schema  kann  man  jede  Lam^'sche  Function 
selbst  (im  Gegensatz  zum  Produkte)  in  eine  nach  den  P,"  mit  fest- 
gehaltenem n  geordnete  Reihe  entwickeln. 

Hierzu  zeigt  man  zunächst,  dass 

weder  für  jU  =  A  noch  für  ^  =  r  verschwinden.  Für  K  folgt  dies  aus 
(59,  a);  wenn  die  ganze  Function  E  =  K,  deren  Diflerontialquotient  nach  fA 
im  Endlichen  nicht  unendlich  werden  kann,  für  ju  =  6  verscli windet,  so 
wäre  auch  £'(6)  =  0.  Eine  Differentiation  von  (59,  a)  nach  fi  zeigt,  dass 
dann  auch  £''(6)  Null  ist;  aus  weitem  Differentiationen  von  (59,  a)  folgt, 
dass  alle  Diflerentialquotienten  von  E  nach  jn  Tür  fi  =  b  und  ebenso  dass  sie 
für  ^  =  c  Null  wären,  was  offenbar  unmöglich  ist.  Eine  ähnliche  Unmög- 
lichkeit würde  sich  bei  der  Voraussetzung  ergehen  haben,  dass  eine  der  anderen 
drei  Functionen  für  ^  gleich  6  oder  c  verschwindet,  indem  man  statt  von 
der  Differentialgleichung  (59,  a)  von  den  drei  für  sie  im  §  93  und  94  vor- 
kommenden —  die,  welche  M  betrifft,  ist  dort  allerdings  nicht  fertig  ange- 
geben —  ausgeht. 

Setzt  man  ^i  =  c  oder  6,  so  erhält  man  aus  dem  Schema  B.. 
mit  Htllfe   der  Gleichungen  (a)  bis  (c)  auf  S.  356  u.  f.  als  Ent- 
Wickelung  der  £  nach  Zugeordneten 

(60)  . . .    A.  K,(v)  =  £h^i^K(-l-)] 
A.LM  =  Ihl'^P:(-^), 
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wenn  A  in  jeder  Gleichung  eine  gewisse  Gonstante  bezeichnet. 

Eine  zweite  Entwickelung  nach  Cosinus  oder  Sinus  der  ganzen 
Vielfachen  des  im  §88  eingeführten  Winkels  x  =  ^7v  — coamu  ist 
gleichfalls  von  Interesse.  Dividirt  man  die  Gleichungen  im  Schema 
B.  durch  y"  und  setzt  v  =  oo,  so  entsteht  diese  Entwickelung  nach 
Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  von  %: 

(60,  a)  . . .     (^ Y  K,(ji)  =  Ih^\o^nx, 

(-^)"».Gu)=-/««8mix, 

(— )'jV.(^)  =  5A«8m7rx. 

lieber  die  Bestimmung  der  Constanten  A,  derselben  welche 
das  Schema  B.  enthält  und  welche  oben  in  (60)  zur  Entwickelung  der 

£  nach  Pm  dienten,  wird  im  folgenden  Kapitel  gehandelt. 
Dass  sftmmtliche  E  sich  auch  nach  Cosinus  und  Sinus  der  Viel- 
lachen Yon  amu  in  endliche  Reihen  entwickeln  lassen,  ersah  man 
Aas  S.  372. 

§  98.  Bisher  bezogen  sich  unsere  Untersuchungen  auf  solche 
li am £' sehen  Functionen,  die  zu  demselben  Werthe  n  gehörten; 
indem  es  sich  jetzt  um  die  Entwickelung  einer  Function  von 

^  und  y  nach  den  transformirten  Kugelfunctionen  CTlia^v] 
iS"^,  y)  und  nach  den  Lam6'schen  Produkten  handelt,  >yird 
den  Functionen  E  bei  der  Bezeichnung  noch  der  obere  Index  n 
liinzügefbgt. 

Nach  Lama' 8  Vorgang  zerlegt  man  eine  Function,  die  so  ent- 
wickelt werden  kann,  in  acht  Theile,  die  dem  Charakter  der  ver- 
fichiedenen  ET  entsprechen,  nämlich  in  die  Form 
(^A  +  Ä,fiv)  +  (B  +  B,  |Uv)l/iS^T'  i¥^'+ (C+  C,  ^v)  Yc'-'^'  i^-^' 

^riP^T),  ^v)i\7-^' ,/6^i:v |/?^'  ^f^^^\ 
wo  il,  i4|,  etc.  ganze  Function  von  ^i  und  v  bezeichnen,  die 
weder  ihren  Werth  noch  das  Zeichen  ändern,  wenn  man  fi,  v  oder 

den  Quadratwurzeln  1^^'— 6^,  etc.  das  entgegengesetzte  Zeichen 
giebt.  Jedes  von  den  vier  Gliedern  dieses  Ausdrucks  wird  für  sich 
in    Lam^'sche    Produkte    einer    Klasse    entwickelt,     das    erste 
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in  Produkte  aus  den  K  allein,  das  zweite  aus  den  L  allein,  etc. 
Ferner  werden  in  jedem  Theile  eines  Gliedes  der  keinen  Index 
enthält,  wie  A^  ebenso  in  jedem  Theile  der  mit  einem  Index  ver- 
sehen ist,  wie  f^vA^^  solche  E"  vorkommen,  die  nur  gerade  oder 
nur  ungeraile  Potenzen  von  /i  und  v  enthalten.  Es  kommt  darauf 
an,  jeden  von  diesen  acht  Theilen  für  sich  zu  entwickeln. 

Man  gelangt  zu  der  Entwickelung  durch  eine  Uebertragung 
der  Formeln  des  §  78  von  Coordinaten  ö,  \p  auf  ju,  v.  Die  Function 
F(^i^v)^  deren  Entwickelung  aufgesucht  wird,  also  hier  einer  der 
acht  Theile  der  ursprünglich  gegebenen  Function,  verwandle  sich 
durch  Einfllhrung  der  Coordinaten  ö,  tfj  in  f(djtp).  Dann  ist  f 
so  beschaifen,  dass  di/dse  Function  nicht  ihren  Werth,  sondern 
höchstens  ihr  Zeichen  ändert,  wenn  man  cos0  oder  sint'cosi// 
oder  sinösini/;  mit  ihren  negativen  Werth en  vertauscht.  Sie  be- 
findet sich  also  in  demselben  Falle  wie  die  am  Schlüsse  des  §  78 
betrachteten,  bei  denen  die  zur  Bestimmung  der  Coefficienten 
dienenden  Integrale  nach  6  und  tp  von  0  nur  bis  ^n  genommen 
wurden.    Setzt  man  wieder 

cosy  =  cosöcosö,  -}-sinösiuö,  cos(i^,  —  i^), 
so  werde  der  Theil  von  P'*(cosy),  welcher  dieser  Function  gleich- 
artig ist,  durch  ^"(cosy)  bezeichnet;  d.  h.  es  enthalte  ^"  alle 
Glieder  der  rechten  Seite  von  (52),  die  sich  in  Bezug  auf  die  Ver- 
tauschung von  cosö,  etc.  mit  —  cosö,  etc.  ebenso  verhalten  wie 
/"(ö,  t//),  so  dass  ^  also  entweder  ftlr  jedes  gerade  oder  ftlr  jedes 
ungera<le  n  Null  ist.    Mit  Hülfe  von  §  78,  f  hat  man  dann 

(a)  ...     ^(0,1^)  =  '^^^, 

0  u 

Um  die  Entwickelung  von  F(ii^  v)  zu  erhalten,  hat  man  nur  /u  und 

V  {[\y  6  und  \p  einzusetzen.  Da  aber  nicht  /*,  sondern  F  gegeben 
ist,  so  muss  man  zugleich  in  dem  Integrale  auch  statt  0,  und  \p^ 
die  Coordinaten  ju,,  v,  einführen  (§87,  c).  Durch  die  ursprüng- 
lichen Polarcoordinaten  r,  0,  xp  erhält  man  als  Ausdruck  des  Raum- 
elements bekanntlich  r'sinööööip,  nach  §87  in  Coordinaten  r,  ^, 

V  aber  r'(^' — v^)drdedt^  woraus  sich  ergiebt 
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Setzt  man  dieses  in  X"  ein,  indem  man  vorher  d  und  v  ^"^^  ^i 
and  Vu  also  ^h  ^^  «?  ?  ™i^  /'n  »'o  ^n  ?i  vertauscht  hat,  so  erhält 
man  folgendes  Resultat: 
Macht  man 

«osy—     fcV     -t-  "  6'(c'-6') 

and  ist  eine  gleichartige  Function  F(jXy  v)  in  eine  Reihe  von  Kngel- 
funetionen  entwickelbar,  so  ist  die  Entwickelung  nach  transfor- 
mirten  Kugelfnnctionen  C[ju,  v]  und  S[/i,*'l 

(Gl)...     FC|U,  v)  =  1 A", 


n=rl) 


^"  =  ^^"'^"''^y "ö^/'VG".  »'.)r(eo8y)(/«!  -  v])dB,. 


0  I) 


Im  §  115  findet  man  die  Entwickelung  yon  P"  nach  Lamö'schen 
Prodnkten;  setzt  man  diese  in  (61)  ein,  so  erhält  man  eine  Ent- 
vfickelung  von  F{ß^  v)  nach  diesen  Produkten. 

Eine  solche  findet  Lama  direkt  mit  Hiüfe  von  Untersuchungen, 
lie  bereits  im  §  95  auftraten.  Um  eine  im  obigen  Sinne  gleich- 
irtige  Function  F(ja^v)  nach  den  gleichartigen  L am 6 'sehen  Pro- 
lokten  zu  entwickeln,  betrachte  man,  nach  Analogie  der  in  ahn- 
ichen  Fällen  z.  B.  im  §  78  angewandten  Methode,  zunächst  das 
Integral  , 

/'^di;y\'-v')E7(ji)E:Xv)E';{fi)E:(v)de, 

»reiches  hier  S  heisse,  wo  p  —  it  nicht  ungerade  ist  und  E^,  und  Ej 
tu  derselben  Klasse  gehören.  Wir  zeigen,  dass  S  =  0,  wenn  nicht 
KU  gleicher  Zeit  m  =  n  und  s  =  t  sind.  Zum  Beweise  leitet  man 
lus  (59)  ab 

^d'E^-ETrd'ET  =  [p{v:-v:)-{N(n  +  l)--m^m+l))fi'\ETEUe\ 

üine  Integration  nach  e  macht  die  linke  Seite  zu  0,  also 

<v'',-vT)J    E:'Xf,)E:(ßi)d6  =  (n-mXn+m+l)/   fi' £?((,) E;(ft)de. 

lätte  man  auf  gleiche  Art  die  zweite  Gleichung  in  (59)  behandelt, 
0  würde  man  gefunden  haben 
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(w-m)(«  +  m  +  iy'/ErWKWdC  =  p(v'i-vT)/''"ET{y)ErAv)d^. 

0  1) 

Die  Multiplikation  der  beiden  unter  einander  stehenden  Gleichungen 
giebt  eine  neue;  bringt  man  die  linke  Seite  der  letzteren  mit  um- 
gekehrtem Zeichen  auf  die  rechte,  so  entsteht 

Hieraus  folgt,  dass  S  gleich  Null  sei.  Eine  Aosnahme  kann  nur 
stattfinden,  erstens  wenn  fn  =  n^  zweitens  wenn  die  beiden  v  ein- 
ander gleich  sind,  drittens  wenn  beide  Gleichungen  stattfinden. 
Es  ist  klar,  dass  S  in  dem  letzten  Falle  sicher  von  0  ver- 
schieden ist;  in  den  beiden  anderen  Fällen  wird  aber  9  noch 
Null.  Denn  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  findet  man  in  dem 
ersten  oder  zweiten  Falle  die  erste  resp.  zweite  von  den  folgenden 
Gleichungen: 

y  £r(^)Er(iti)  de  =/^''ET{v)ET{v)d^  =  0. 

0  0 

Löst  man  S  in  eine  Differenz  zweier  Glieder  auf,  deren  erstes  ist 

y'ta  /*w 

0  0 

so  wird  jedes  von  denselben  für  sich  Null,  also  S  =  0. 

Dies  ist  der  Satz,  der  zur  Bestimmung  der  CoefGcienten  bei 
Entwickelungen  von  Functionen  zweier  Veränderlichen  nach 
L am  (^' sehen  Produkten  dient.  Der  specielle  Satz,  welcher  sich  auf 
den  Fall  m  =  n  bezieht,  lässt  sich  ebenso  bei  Entwickelungen  von 
Functionen  einer  Veränderlichen  nach  gleichartigen  L am 6' sehen 
Functionen  verwenden. 

Soll  die  Function  F  in  eine  Reihe  gleichartiger  Produkte  zer- 
legt werden,  so  setzen  wir,  ähnlich  wie  im  §  89, 

wenn  die  Summe  n^ch  n  ttber  alle  geraden  oder  über  alle  unge- 
raden n  genommen  und  nach  s  ttber  die  Klasse  der  E  summirt 
wird,  welche  der  Function  F  gleichartig  ist.  Macht  man  zur  Abkürzung 

so  findet  man  g  durch  die  Gleichung 
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Die  GoDstante  y  ist  bekannt;  sie  hängt  offenbar  von  dem  Co- 
ef&cienten  ab,  mit  dem  man  die  höchste  Potenz  von  fi  in  £(^) 
versehen  hat  und  ist  durch  denselben  völlig  bestimmt.  Da  dieser 
bisher  nur  die  Rolle  einer  willkttrlichen  Constante  spielte,  so  kann 
er  gleich  1  genommen  werden;  setzt  man  ihn  gleich  a,  so  erhält 
y  dadurch  das  a' fache  des  ursprünglichen  Werthes.  Es  wird  in 
manchen  Fällen  von  Vortheil  sein,  die  Constante  so  zu  bestimmen, 
dass  7^  =  1,  z.  B.  im  §  115. 

Lama  beweist,  dass  y  keine  höhere  Transcendente  enthält  als 
fr,  den  Ereisumfang  beim  Durchmesser  1.  In  der  That  zeigen 
bekannte  Reduktionsformeln,  dass  man  hat 

(J  O  0  0 

fit^E^ti^ydi  =f\a-h(i')ds,  f\\E(v)ydi  =f\-iv')dz, 

0  0  0  0 

wenn  a  und  ß  und  ebenso  a  und  b  in  je  zwei  Integralen  dieselben 
Constanten  bezeichnen,  die  rational  aus  den  Coefficienten  der  E 
zusammengesetzt  sind.    Hieraus  ergiebt  sich 

\i         ü 
das  Integral  ist  bekanntlich  gleich  |7r,  also 

y  =  ^{aß—ah)n. 
§  99.     Mit    diesem   Resultate    schliesst  Lam6    seine   Unter- 
suchungen über  die  von  ihm  eingefbhrten  Functionen.    Es  Hessen 
sich  dieselben  in  folgender  Art  weiter  fortführen: 

Herr  Liouville  beweist*),  dass  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung E{ßi)  =  0,  oder  um  alle  Klassen  der  £  einzuschliessen,  von 

Oti'-c)-*£(/u)  =  0, 
in  sofern  sie  reell  sind,  kleiner  als  c  sein  müssen;  er  ent- 
wickelt dazu  die  Auflösung  v  der  Differentialgleichung 

d*v 


*)  Liouville,  Journ.  de  Math.  T.  XI:  Lettres  snr  diverses  questions  d'analyse 
et  de  pbysique  math^matiqae  conceniant  reliipsoide,  adressdcs  h  M.  P.  II.  Blanchet, 
Delixi toe  lettre,  p.  261. 
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wenn  p  eine  Function  von  s  bezeichnet,  in  eine  nach  vielfachen 
Integralen  fortschreitende  Reihe,  und  untersucht  in  dieser  Form 
die  Eigenschaften  von  v,  wenn  p  positiv  bleibt.  Der  angefahrte 
Satz  lässt  sich  auch  auf  folgende  Art,  die  sich  unmittelbar  den 
früher  gebrauchten  Methoden  anschliesst,  beweisen  und  in  Be- 
ziehung auf  einige  Punkte  vervollständigen: 
Aus  §  97  weiss  man  bereits,  dass 

(Ai^-6')-Kiu'-cr*£(^) 

für  iu  =  b  oder  fi  =  c  nicht  verschwindet.  Femer  lässt  sich 
auf  ähnliche  Art,  wie  dieses  bewiesen  wurde,  zeigen,  dass  gleiche 
Wurzeln  nicht  vorkommen  können.  Es  ist  allerdings  nicht 
nothwendig,  diesen  Satz,  der  sich  von  selbst  ergiebt,  wenn  unten 
die  Realität  der  Wurzeln  nachgewiesen  wird,  gesondert  zu  behan- 
deln; er  ^ird  deshalb  abgetrennt,  weil  er  nur  einen  sehr  einfachen 
Beweis  erfordert.  Der  Kürze  halber  sollen  nur  die  K  betrachtet 
werden,  indem  die  anderen  Classen  von  £  sich  durch  Anwendung 
der  Differentialgleichungen  in  §  93  und  94  behandeln  lassen,  wie 
die  K  vermittelst  (59,  a). 

Hätte  K  gleiche  Wurzeln,  und  zwar  genau  r  die  gleich  a  sind, 
während  a  sicher  nicht  6  oder  c  wird   indem   für   diese  Werthe 

■ 

nicht  einmal  eine  einfache  Wurzel  existirt,  so  setze  man 

/f=(^-«y5;  r>l 
und  findet  dass  auch  düf  für  ju  =  a  verschwindet ;  aus  (59,  a)  fol^ 
dann  dass  d^Kj  und  wenn  man  die  Differentialgleichung  wiederholt 
differentiiii;,  dass  jeder  Differentialquotient  von  K  nach  /u  flftr  ju  =  ff 
Null  sein  muss.  Der  r*«  Differentialquotient  muss  sich  denmach 
für  fi  =  a  gleichfalls  in  0  verwandeln,  was  unmöglich  ist. 

Alle  Wurzeln  der  Gleichung  E(ß)  =  0  sind  reell  und 
nicht  grösser  als  c.  Del*  Beweis  dieses  Satzes  wird  mit  Hfllfe 
einer  Methode  geführt,  die  Legendre  anwendet  um  zu  zeigen, 
dass  sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung  P"(a?)  =  0  reell  sind,  und 
die  wir  bereits  am  Schlüsse  des  §  7  erwähnten.  Man  überträgt  zum 
Beweise  die  Sätze  am  Schluss  des  §  78  über  das  Verschwinden 
gewisser  Doppelintegrale,  welche  bei  der  Bestimmung  von  GoefB- 
cienten  in  Beihenent>vickelungen  auftreten,  von  den  Veränderlichen 
0,  %ff  auf  ju,  V  und  erhält  dadurch  sofort  den 

Hülfsatz.  Bezeichnet  G  eine  ganze  Function  von  f<y, 
]^fi^ — 6^)/6'  — y',  |/c'— iu'}/c' — y'  von  geringerem  Grade  als  dem 
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p**»  nach  diesen  Grössen,  und  ist  G  einem  L am 6 'sehen  Pro- 
dukte lP(ji)tf(y)  gleichartig,  so  wird 

I)  0 

Um  den  Beweis  unseres  Satzes  über  die  Wurzeln  von  E  mög- 
lichst einfach  darstellen  zu  können,  betrachten  wir  einen  bestimmten 
Yon  den  acht  Fällen  ftir  sich:  es  sei  p  gerade,  =  g  und  die  E 
mögen  zur  Klasse  der  K  gehören,  so  dass  für  G  eine  ganze  rationale 
und  gerade  Function  in  Bezug  auf  ^u  und  v  zu  setzen  ist.  Macht 
man  zuerst  6  =  1,  so  entsteht 

'u       0 

Da  /i'— y'  positiv  bleibt,  so  folgt,  dass  K(ß)  K(v)  wenigstens  einmal 
in  den  Grenzen,  also  zwischen  ju  =  6  und  ju  =  c,  v  =  0  und  v  =  A, 
sein  Zeichen  ändert,  also  durch  0  geht:  dies  mag  für  /u  =  a  ge- 
schehen, wo  a  nothwendig  eine  reelle  Grösse  bezeichnet.  (Würde 
dies  für  y  =  a  eintreten,  so  ändert  sich  nichts  Wesentliches.)  Es 
wird  dann  auch  fi=—a  eine  Wurzel,  also  K{ia)  durch  ^u' — o' 
theilbar  sein,  woraus  folgt,  dass  K{v)  durch  y'  —  a*  getheilt  werden 
kann,  also  K{fi)K{v)  durch  Ou'— a')(v'— «').    Dies  Produkt 

ist  wiederum  eine  Function  der  drei  Grössen  juy,  etc.  und  gleich- 
artig den  üf,   denn  fi^v^  ist  die  zweite  Potenz  von  juy  selbst,  und 

also  /i'  +  y'  eine  Function  zweiten  Grades  von  ^fi^ — b^^b^ — v'* 
und  fiv.    Man  darf  daher  jetzt 

machen,  und  findet  nach  dem  Hülfsatze 

/Y{ßi'  -  v')K'(^)K\v)Gdedt  =  0. 

GK(ji)K{v)  ändert  sein  Zeichen  nicht  bei  iu  =  o,  da  Qi* — ci^)K{l^) 
es  nicht  ändert  und  v  nicht  a  erreicht,  indem  ^u,  also  auch  er,  zwi- 
schen 6  und  c  liegt,  v  zwischen  0  und  6.  (Hätte  man  angenommen, 
dass  K{v)  für  y  =  a  verschwindet,  so  verhielte  es  sich  umgekehrt.) 
Es  muss  also  K{fi)K{v)  sein  Zeichen  bei  fi  =  ß  oder  v  =  ß  wechseln, 
wenn  auch  ß  eine  reelle  Grösse  vorstellt,  und  dies  Produkt  daher 
auch  noch  durch  (/«• — /?')(v*  — /?')  theilbar  sein.    Setzt  man  dann 
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G  =  (f^^-a')ij,^-mv'-a'){v'-ß') 
nnd  fökrt  so  ig  Mal  fort,    so  findet  man  dass  K(ßi)K(v)  in  ein 
Produkt  wie  das  vorstehende  mit  g  Faktoren   zerlegbar   ist,  also 
dasK  K{fi)  selbst  die  Form  annimmt 

wenn  a  eine  Constante  bezeichnet.  Es  hat  demnach  K{fi)  =  0  nur 
reelle  Wurzeln  +a,  +ß^  +y,  etc.,  die  zwischen  0  und  c  liegen. 

Wäre  p  eine  ungerade  Zahl  u  gewesen,  so  würde  üf*(fi)  durch 
fi  theilbar  sein,  und  man  hätte  im  Anfange  G  nicht  =  1,  sondern 
=  fiv  gesetzt;  bei  Betrachtung  der  L  hätte  man,  je  nachdem  p  =9 
oder  p  =  u  ist,  am  Anfange  resp. 

G=    ii?—Vib'—v% 

gemacht,  und  ähnlich  verfS&hrt  man  in  den  übrigen  Fällen;  eine 
weitere  Verfolgung  derselben  würde  einer  Wiederholung  gleich  zu 
achten  sein. 

Es  ist  daher  bewiesen,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 

E(iti)  =  0 
sämmtlich  verschieden,  reell,  nicht  grösser  als  c,  und  weder  c  noch 
6  selbst  sind. 

§  100.  Die  Aufgaben  der  Wärmetheorie,  mit  denen  Lama 
sich  beschäftigte,  gaben  ihm  nicht  Veranlassung  ein  zweites  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (58)  für  die  £  zu  betrachten,  während 
man  nothwendig  auf  ein  solches  geführt  wird,  wenn  man  Lämö's 
Untersuchungen  auf  die  Theorie  der  Anziehung  überträgt.  Lion- 
ville's  Arbeit  und  meine  eigene,  durch  welche  die  zweite  Lösung 
eingeführt  wurde,  erschienen  beinahe  gleichzeitig  *).  Ich  habe  diese 
Lösung  als  Lam^'sche  Function  zweiter  Art  bezeichnet,  da 
sie  sich  zu  den  E  verhält  wie  Q  zu  der  Function  erster  Art  P. 
Sie  soll  hier  nicht  mit  derselben  Ausfbhrlichkeit  behandelt  werden 
wie  Q'j   wir  werden,   zur  Abkürzung,  nur  den  Fall  eines  reellen 

*)  Liouville's  Arbeit  findet  sich  in  den  Comptes  rendns  T.  XX,  and  iit 
abgedruckt  im  Liouvill  ersehen  Journal  T.  X,  p.  222—228:  Sur  diverses  qnestions 
d'analyse  et  de  physique  mathematique.  Sie  wurde  den  12.  Mai  und  2.  Juni  1845 
gelesen.  Meine  Arbeit,  Beitrag  zur  Theorie  der  Anziehung  nnd  der  Wärme,  übergab 
ich,  wie  die  Unterschrift  zeigt,  am  19.  April  1844  dem  Gründer  und  damaligen 
Herausgeber  des  Cr  eile 'sehen  Journals.  Sic  erschien  1845  im  3.  Heft  des  29.  Bd. 
dieses  Journals  (dessen  Versendung,  wie  ich  erfahre,  spätestens  am  20.  Mai 
desselben  Jahres  erfolgte). 


§100,62.  Lam^'sche  Functionen.  385 

ArgiunentB  in'B  Auge  fassen,  welches  man  sich  mit  Bücksicht  auf 
die  Anwendungen  grösser  als  c  denke;  nur  wenn  man  statt  reeller 
Grössen  6  und  c  rein  imaginäre  einführt,  nehme  man  das  Argument 
zwischen  0  und  oo.  Das  Argument  heisse  q]  die  Veranlassung  zu 
dieser  Bezeichnung  wird  man  in  den  Gleichungen  (58)  und  im  §  87 
entdecken. 

Wenn  man  die  Differentialgleichung,  welcher  £(^)  genügt,  näm- 
Uch  (59) 

durch  Beihen  integrirt,  die  nach  Potenzen  von  q  absteigen,  so  zeigt 
sich,  dass  eine  Lösung  mit  der  — (n+1)'*'"  Potenz  von  q  beginnt, 
also  im  Unendlichen  verschwindet.  Eine  andere  Entwickelung  der- 
selben Function,  welche  der  im  §  96  für  £  vorkommenden  entspricht, 
wttrde  man  erhalten,  wenn  man  (S.  354)  nach  aufsteigenden  Po- 
tenzen von 

17  =  -^^ ^^ =  COS  am  f  w -ff  Sin  am  fw 

ordnet;  die  Beihe  beginnt  mit  der  (n+iy^"  Potenz  von  tj.  Diese 
Lösung  heisse  Lam^'sche  Function  zweiter  Art  und  werde 
durch  F(q)  bezeichnet.  Sie  ist  dadurch  charakterisirt,  dass 
j»+*F"(j)  far  j  =  cx>  eine  von  Null  verschiedene  endliche  Con- 
stante  ist 

An  dieser  Stelle  geben  wir  den  Ausdruck  von  F  durch  ein 
Integral  nach  der  Methode  des  §  26.  Nach  derselben  folgt  aus 
der  Differentialgleichung  (59): 

F(ß)dE(p)-"E(p)dF(ß)  =  eonstdl 
Denkt  man  sich  die  Gonstante  in  E  und  F  so  gewählt,  dass 

für  Q  =  oo  sich  in  1  verwandele,  so  ist  die  Gonstante  auf  den 
Beehten  =2n+l  und  daher 

(62)  . . .    F"(p)  =  (2n+l)Er(Q)f''-——-—=ß= 

V      y     ,  KUJ        ^       T    J       KIfJ/         (£n(p))7p»- 

Beispiele.     FQr  n==  0  eiistirt  nur  eine  Function  F,  luimlich 
F*(o)  =  f  ,         ^, =  — («■'— w). 


{r{si)yiit-v'i^c^ 


Für  11  =  1  entsprechen  den  drei  Functionen  erster  Art  £ 

Heia«,  Theorie  der  Kngel/anctionen.    2.  Aafl.  25 
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die  drei  Functionen  F 

Hr-r^-r—>  ^iw^^r — t. 


Alle  drei  sind  elliptische  Integrale    der  ersten  und  zweiten  Art.     Nimmt  man 
die  Function  Z  mit  Herrn  Hermite  so,  dass  Z{x)  oder 


Z(x,k)=  I    Ar'sin'amo^dr, 


0 


so  ist,  da  wir  q  =  f;Aam(tw,  k)  setzten. 


/ 


^  =-rJ-Z(Ar'— w.*»). 


während  die  anderen  Integrale^  welche  in  den  Ausdrücken  iur  F  vorkommen, 
sich  hierauf  durch  die  Gleichung  reduciren 

Aus  der  (62)  entsprechenden  Form,  die  sich  auf  die  Kugel- 
functionen  bezieht,  konnte  ich  im  §  26  nachweisen,  dass  Q  keine 
andere  Transcendente  enthält  als  log(a?  +  l)— log(a?— 1);  aus  der 
vorstehenden  Gleichung  gewinne  ich  nach  derselben  Methode  (vergL 
S.  1B8)  das  Resultat,  dass  diese  Lamä'sche  Function  zweiter 
Art  F(p)  elliptische  Integrale  nur  der  ersten  und  zweiten, 
nicht  aber  der  dritten  Gattung  enthält.  Wie  femer  (S.  141) 
sich  Q'^ix)  in  die  Summe  einer  ganzen  Function  von  x  und  des 
Produktes  P"(log(aj  +  l) — log(aj— 1))  zerlegen  Hess,  so  finde  ich  F 
gleich  der  Summe  einer  ganzen  Function  von  p,  io*^ — 6', 

io^  —  c^  und  des  Produktes  E/(a  —  bj')dM?,  wo  a  ^nd  b  Con- 

stante  sind,  und  (,  nach  S.  354,  gleich  c.  Aamtw.  (Vergl.  (62^  a)). 

Der  Etlrze  halber  weise  ich  dies  Resultat,  auf  welches  auch 
§  101—102  ftlhren,  hier  nur  fUr  eine  Elaese  der  £,  nämlich  die 
K  nach. 

Man  zerlege  F  in  die  Form 

(a).,.     F(p)  =  E(p)Oe(oc)-x(ri), 
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indem  man  setzt 

Sind  ffi,  a,,  etc.  die  sämmtlichen^  also  zugleich  die  verschiedenen 
Wnrzeln  der  Gleichung  K(ji)  =  0,  wenn  K  eine  bestimmte  von  den 
Functionen    it*^"  Grades   K  vorstellt,    und    bezeichnet   man    eine 

Summation  über  alle  n  Wurzeln  a  durch  j\,  so  giebt  eine  Zer- 
legung in  Partialbrjiche 

wenn  man  setzt 

and  der  Index  '  in  üblicher  Art  eine  Differentiation  andeutet.  Durch 
Differentiation  von  log  9)  ergiebt  sich 

^       j ff'Ce)  _  y— (g— c)y' 

und  für  (  =  a  der  sogenannte  wahre  Werth  von  J 

<p'  ^ (e— g)ff"         _  y"(g) 

und  hieraus  endlich  B,  nämlich 

Der  Wegfall  der  Integrale  dritter  Gattung  erfolgt  dadurch,  dass  in 
Folge  der  Differentialgleichung  (59)  sich  dieser  Ausdruck 
vereinfacht,  indem 

_  Ä^(a)  _    a(2a'-  b'-  c') 

man  findet  daher 

Eine  bekannte  Transformationsformel  fbr  elliptische  Integrale,  die 
man  z.  B.  in  Abel,  oeuvres  comi)16te8  1839;  T.  II,  Chap.  I,  p.  104, 
No.  15  findet  und  sofort  durch  Differentiation  nach  q  verificiren 
kann,  giebt 

25* 
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^^  MW       ^^— 


a'-b'Xa'-eyPCay 


Beieiehnet  mmn  dnrrh  (7(x)  eine  puixe  FmirtioB  (a  — 1)^  Grtdes, 
durch  a  und  b  Consunte.  setzt  nimlich 


:^  =a- 


»o  ergiebt  sich  hierans  fllr  x(f)  die  Gleichoap 

(62.  a)  . . .    -A-Ce}i(e)  =  }7^'}^^'.G  t) - kX9)/'%-bf')d^ 


II 


und  F  selbst,  naeh  (a),  indem  man  noch  x(^)*'^(f)  addirt 

bi««  Con>UBl€  x^^)  '^^   ^^  Icidit  dmtli  ganc  Hliplisdie  blcignle 
ansdrackoi.     Da  nä 


f 
wo  öbrigciis  dir  ijivnze  c:^  gleidi  süiCDain(w,  ft^  ist.   so  wiiti  der  in  den 

«ciigen  Paroilbeseii  befindlicfae  Tbeil  tob  {b}  gleich 

f 

Vereinigt  nun  hiermit  das  GUed  ans  der  Summe,  wdclies  zu  der  Wonci  — a 

geliört .  so  fallt  for  ^  =  3C    der  algebruscfae    Tbeil   henv  und   man   findet 
(S.  354) 

§  101.  Dieser  Ausdruck  von  F  gestattet«  ebenso  die  Lmmö'- 
sehen  Functionen  £  und  F  mit  dem  Kettenbruche  für  ein 
ganzes  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  in  Verbin- 
dung zu  bringen,  wie  P  imd  Q  in  Beziehung  zu  dem  Ketten- 
bruch fllr  den  besonderen  Fall  eines  solchen  Integrals,  flb*  den 

log(x+l)-log(«-l) 
traten.    Ueber  diesen  Zusammenhang,  den  ich  nach  der  ^vten 
Herausgabe  des  Handbuchs  bemerkte,  wird  in  meinen  allgemeinen 
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Untersuchungen  ttber  die  La  manschen  Functionen  verschiedener 
Ordnungen,  im  60.  Bd.  des  Borchardt'schen  Journals  ausführlich 
gehandelt.  Hier  bediene  ich  mich,  um  den  Zusammenhang  zu 
zeigen,  zum  Theil  mit  Rücksicht  auf  den  III.  Theil,  der  dort  zu 
benutzenden  Methode,  anstatt  von  (62,  a)  auszugehen. 
Wir  betrachten  die  Diiferentialgleichung 

in  welcher  ^,  x?  ^  ganze  Functionen  von  x  bezeichnen;  eine  Lö- 
sung derselben  heisse  f(x).    Setzt  man 

(x — s)"^  =  t?, 
80  genügt  V  der  partiellen  Differentialgleichung 

80  dass 

(6)...     y=fm^.^ 

J      X—Z      ' 

das  Integral  zwischen  constanten  Grenzen  genommen,  giebt 

^^''^^"'-  +^(^>"ä^ +»(x)v=  ^(.x)[m^~  «r(=)] 

Setzt  man  unter  dem  Integrale  rp(oo)-\p{z)-\-\p{z)  statt  \p(x\  ver- 
fährt ähnlich  mit  x{x)  und  ^(a?),  und  beachtet  dass  f{x)  eine  Lö- 
sung von  (a)  ist,  so  erhält  man:  Die  Function  V  genügt  der 
Gleichung 

d^V  dV  /• 

(c)...     H^)-^-^x{x)-^+»{x)V^O-\jH^f(^)dz, 

wenn  man  setzt 

ÖÄ*  L       a?  — 5       J       öa  L      a; — 5      J  ""         x  —  z        ' 

(aj  —  a)*  a? — z 

Das  Glied  (Z>  in  (c)  lässt  sich  durch  passende  Wahl  der  In- 
tegrationsgrenzen Ä  zum  Verschwinden  bringen.  Dazu  muss  offenbar 
fOOtp(*)  Null  sein,  und  wenn  nur  f  und  nicht  xp  Null  ist,  auch 
f(»).  Dann  müsste,  wegen  (a),  auch  f*'Qi)  und  jeder  folgende 
Differentialquotient  für  das  gleiche  z  verschwinden,   so  dass  f(z) 
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eine  ganze  Potenz  einer  linearen  Function  wäre.  Diesen  einfachen 
Fall  verfolgen  wir,  als  für  uns  überflüssig  nicht  weiter. 

Wir  setzen  also  für  a  solche  Werthe,  die  tfß(A)  zu  Null  machen. 
Es  möge  1/^(3),  welches  nur  ungleiche  lineare  Faktoren  besitzen 
soll ,  in  ein  Produkt  tp  =  ».",  Vs  ^t  von  drei  solchen  ganzen  Func- 
tionen zerfallen  (von  denen  einige  auch  vom  0""  Grade  sein  können), 
dass  für  xp^  =0,  i^,  =  0,  i/^j  =  0  die  Lösung  f  resp.  X5,  0,  endlich 
und  von  Null  verschieden  wird.  Dies  soll  aber  nur  in  der  Art 
geschehen,  dass 

für  3  =p  und  5  =  g  endlich  und  von  Null  verschieden  bleiben, 
wenn  z  —  p  und  z  —  q  Faktoren  von  ViC^)  resp.  ipt(z)  sind.  Das 
Einsetzen  von  Formen  F(35)(5— p)-"*,  F(3)(5  — 9)*  für  f(z)  in  die 
Differentialgleich,  (a)  zeigt,  dass  dann  x(p)  =  (l  +  »»)'^(p)  und 
j^(q)=z(l — n)\f)\q)  sein  müsse;  das  Einsetzen  in  den  Ausdruck 
O  selbst  zeigt,  dass  derselbe  mit  3  =  p  oder  q  wirklich  Null 
wird,  ebenso  mit  jedem  Faktor  »  — r  von  %p^{z)  wenn  xW  =  ^(0 
und  ii<  1.  Daher  hat  xC^),  wenn  es  von  niedrigerem  Grade  als 
xp  sein  soll,  damit  0(3)  mit  xp{z)  zugleich  Null  werde,  die  Form 

X(3)  =  ^,^,^'\  +  rp,^,ilf,^-~^  +  ^f,  tp,ip,  8-~  ^, 

wo  die  Summen  sich  über  alle  p  und  m  resp.  alle  q  und  n  er- 
strecken. Die  beiden  letzten  Glieder  reduciren  sich,  wenn  alle  m 
und  ebenso  alle  n  einander  gleich  werden,  auf  (1  +  m)  ^,  xp^  tff\  resp. 
(1  — rOVit^a'/'j.  Bei  allen  Anwendungen,  die  hier  folgen,  ist 
m  =  n  =  ^.  Für  diesen  speciellen  Fall  lautet  das  Resultat: 
Genügt  der  Gleich,  (a),  in  welcher  gesetzt  wird 
d  . 

eine  Function  f(x)  vonder  Beschaffenheit,  dass 

für  alle  Werthe  rr,  welche  ip(x)  zu  Null  machen,  endlich  und  von 
Null  verschieden  sind,  so  genügt  das  für  j:  =  oc  verschwindende 
Integral  (6) 

J        X — 3 
y 

der  Gleichung  (c*) 

y 


§  101,  62.  Lam^'sche  Functionen.  391 

WO  y  und  i  irgend  zwei  Werthe  bezeichnen,  die,  für  %  gesetzt,  \\>{i) 
zu  Nnll  machen. 

Wenden  wir  uns   zu   speciellen  Fällen   während   wir  im 
m.  Theil  zu  dem  allgemeinen  Falle  zurückkehren,  und  setzen 

femer  f&r  9{x)  eine  Function  des  ersten  Grades,  so  wird  V  eine 
Gonstante,  die  a  heisse.  Je  nachdem  man  in  (c')  f&r  Y  die  erste 
oder  die  zweite  der  beiden  Functionen 

*        ./  X  —  Z^  '        y  X  —  5 

einsetzt,  erhält  man  die  erste  oder  zweite  Gleichung 

f^^^  +X(*)5  +*W»'.  =  <^J    f(fi)d^, 

0 

d^V  dV  /'«^ 

hb 

Multiplicirt  man  die  obere  resp.  untere  Gleichung  mit  der  untern 
resp.  obem  rechten  Seite,  so  findet  man  durch  Subtraction,  wenn 
die  Voraussetzungen  ttber  f  erfbllt  sind: 

Ist  f(x)  eine  Lösung  der  Gleichung  (a),  so  giebt  der 
Ausdruck  (d) 

0  bh  bb  0 

eine  zweite  Lösung,  die  für  x^oo  verschwindet. 

Dieses  wende  man  auf  die  Integration  der  Gleichung  fttr  die 
L am ö' sehen  Functionen  an,  nachdem  man  vorher  gesetzt  hat 
Q*  =:  x  also 

yx{x  —  66)  (a?  —  cc) 

Die  vier  Classen  der  E  (m.  vergl.  §  90)  verhalten  sich  in  Bezug 
auf  die  Werthe  x  =  0,  66,  cc^  so  dass  fiir  x  =  0  sämmtliche  K  und 
JV  mit  ungeraden  oberen  Indices  n,  die  L  und  M  mit  geraden  ver- 
Bchvnnden,  für  rc  =  6*  die  L  und  JV,  fiir  a?  =  c*  die  M  und  iV,  und 
zwar  bleiben  hier  die  verschwindenden  Functionen  durch  die  Qua- 
dratwurzeln resp.  aus  a?,  x  —  hb^  x  —  cc  getheilt  endlich  und  werden 
nicht  Null.  Man  zerlege  nun  \p{x)  für  jede  der  acht  Arten  von  E 
in  tpi(^)ip2(,jOj  wo  tp^   die  Faktoren  von  tp  enthält,   durch  deren 
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Quadratwurzel  das  betreffende  E  theilbar  ist,  so  dass  man  ftr  die 
Classe  K  mit  geradem  n  hat  V^t  =  1  ^^^  V^i  =  V'?  ^^  die  L  mit 
geradem  n  femer  Vt  =  ^(^ — *')?  ^^^  ^i  =  ^  —  c*;  ©tc.   Setzt  man 

so  wird  (S.  376)  für  die  Wurzeln  von  t/',  =  0  die  Function  E  nicht 
verschwinden  also  f  =  so,  für  die  Wurzeln  von  xpf=^0  gleichfalls 
E  nicht  verschwinden  und  sicher  f  endlich  bleiben.  Setzt  man  ftlr 
E  in  die  Differentialgleichung 


den  Werth  u)^ip^(x)  ein,  so  genügt  ir  der  Gleich. 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

Aa(x)  =  [pv-H{n  +l)x]  +  xp\xp',  +  2xp,ip:, 

so  dass  ^  den  ersten  Grad  nicht  Überschreitet,  die  Differentialgleich, 
(e)  mit  (a)  übereinstimmt  und  ihr  erstes  Integral  f{x)  den  For- 
derungen für  die  Anwendbarkeit  der  obigen  Methode  genügt.  Man 
erhält  demnach,  durch  Substitution  des  Werthes  von  f{z)  in  (<(), 
ein  zweites  für  j:  =  oo  verschwindendes  Integral  «?,  welches  mit 
^^^  {x)  multiplicirt  die  Function  zweiter  Gattung  F{q)  giebt,  selbst- 
verständlich wenn  der  constante  Faktor  in  Uebereinstimmung  mit 
(62)  bestimmt  ist.  Wir  haben  demnach  folgenden  Satz:  Be- 
zeichnet rp^io)  das  Produkt  von  1  und  denjenigen  unter 
den  drei  Faktoren  q*^  Q*—b*^  ^'— c',  für  deren  NuUwerthe 
0,  6,  c  eine  gegebene  Lam6'sche  Function  erster  Art  K(^) 
nicht  verschwindet  und  f  eine  gewisse  numerische  Con- 
stante, so  ist  die  zugehörige  Function  zweiter  Art 


0 


J^V.W  -i   (?'-f**)i^(/*) 


Ist  z.  B.  £  eine  Function  der  ersten  Classe  und  n  gerade,  also 

V.(?)  =  C'(C'-*')(C'-C'), 
SO  findet  man  (63,  a) 
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Die  Differenz  der  Doppelintegrale  kann  auch  mit  dem  einen  Doppel- 
integral 

vertanscht  werden.    Nach  der  Bestimmung  von  (62)  ist  f  so   zu 
nehmen,  dass 

0         ü 

§  102.  Um  im  Folgenden  das  Wesentliche  kürzer  darzustellen, 
befMshrftnken  wir  uns  auf  diejenigen  Integrale  F,  welche  zur  ersten 
Classe  der  £,  zu  den  K  gehören,  während  fhr  n  eine  gerade  Zahl 
genommen  und  in  diesem  Paragraphen  gleich  2m  gesetzt  wird. 
Bezeichnet  man  durch  a  und  ß  gewisse  Constante,  so  lässt  sich 
(63,  a)  auch  in  folgender  Art  darstellen 


Setzt  man  im  ersten  Integrale  K(ji)—K{q)-rK{Q)  für  K{^)  und  im 
zweiten  einen  ähnlichen  Ausdruck  flir  K{v)^  so  wird  das  erste  In- 
tegral in  die  Summe 

verwandelt,  und  das  zweite  in  eine  ähnliche.  Berücksichtigt  man 
:iioch,  dasB  der  erste  Summand  eine  ganze  Function  von  q  ist,  so 
«rh&lt  man  das  Resultat: 

Bedeuten  a  und  ß  gewisse  Constanten,  und  setzt  man 
<m.  vergl.  S.  142) 

o 


r^    de         .  r^    dt 


0       ^        •  0 


Ä"  =  F-((,).fe.»V-6'lV-cT', 
80  wird  erhalten 
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(64)...     Ä'"(e).a-Z"  =  Ä*. 
Hier  Bind  K  und  Z  ganze  Fanetionen  von  ^*  des  Grades  m 
resp.  m — 1,  und  R  vom  Grade  —m — 2. 

Indem  man  a,  die  Summe  von  zwei  ganzen  Integralen  dritter 
Gattung,  mit  einem  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung,  also  mit 
der  Form 


vertauscht,  erhält  man  wieder  den  Ausdruck  (62,  a  —  6)  fbr  F. 

Aus  dem  Grade  der  in  (64)  vorkommenden  Functionen  zeigt 
man  mit  Hülfe  der  Untersuchung  im  Anhänge  B.  zum  5.  Kapitel 
No.  6,  dass  die  L am 6' sehe  Function  erster  Art  der  Nähemngs- 
nenner  des  ganzen  elliptischen  Integrales  dritter  Gattung  a  sei, 
die  Function  zweiter  Art  der  wesentliche  Theil  des  Restes.  Zum 
Beweise  setze  man 

Ü  *0 

unter  denen  die  bekannten  Gleichungen  bestehen,  deren  man  sich 
bei  den  numerischen  Rechnungen  bedient, 

(2m  +  l)w„,+i  =  2mpw,«  — (2m  — l)gw,„«i, 
die  hieraus  durch  Yertauschung  der  w  mit  den  w  entstehenden-, 
und  ©y  et;,  —  ©^  w^  =  in.  Die  Entwickelung  von  a  in  eine  nach  Pc^  - 
tenzen  von  q^  absteigende  Reihe  giebt 

„  =  --7—+ — ^« — + — ^* — +••• . 

und  K  ist,  nach  (64),  eine  derartige  Function  m**"  Grades  von  q  — ■ 
dass  in  dem  Produkte  von  K  mit  a  die  —1'**,  —2*'',  bis  incl. 
— m — 1***"  Potenz  von  q^  fehlen.   Hieraus  zieht  man  m  +  1 
Gleichungen  zwischen  den  (m+l)  Goefficienten  a  von 

/r"  =  a,  q'-  +  a,  ^-^-2  + ...,    (11  =  2m), 
dem  Verhältnisse  der  beiden  Constanten  a:ß^  welches  durch  — 
bezeichnet  werden  möge  und  den  co  und  a.   Diese  Gleichungen  sin« 

(rwo  +  ©0)«'/«  +  0*'«'i     +  «^,)«m-i     H h  (rtü^    +  o^m)««     =  0, 

(rw,  +  ro,)a,;,  +  (rw,     +cs^)a,n-i     -\ f- (»'<«'»»+ i+o^m+i)«o  =  0, 

(rw,n  +  a,n)  a,n  +  (to),,,  }- 1  +  Ol«  + 1)  a„,^  i-\ f-  (rw2m   +  c).,„.)  a^    =  0; 

die  erste,  zweite,  etc.  besagen,  dass  resp.  die  — 1"*,  —2'%  etc.  Fotem 
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von  Q*  in  dem  Produkte  öK  fehle.  Die  ersten  m  Gleichungen 
drucken  die  a  durch  r  aus,  die  letzte  giebt  eine  Gleich,  m +!***" 
Grades  zi  Bestimmung  von  r,  nämlich  die  gleich  Null  gesetzte 
Determinante  J  dieses  Systemes.  Die  Substitution  der  m  +  1  ver- 
schiedenen Wurieln  r  in  die  flir  die  a  gefundenen  Ausdrücke  liefert 
die  m  +  1  Functionen  K,  die  zu  ihnen  gehörenden  a,  R  uud  schliess- 
lich die  F,  bis  auf  die  multiplicirende  Gonstante,  welche  nach  der 

Festsetzung  auf  S.  385  so  gewählt  wird,  dass  ^**^^F"(^)  =  1  fiir 
^  =  00. 

Beispiel.  Für  n  =  2,  also  m  =  1»  hat  man  zwei  Functionen  K  von 
der  Form  K  =  a^^'-fa,,  worin  a^,  =  1.  J)ic  Multiplikation  von  K  mit  o 
liefert  die  ganze  Function  vom  Grade  m — 1  =0 

ZO')  =  aw—ßcs         {a  =  —ß.r) 

und  die  zwei  Gleichungen 

a,  (aw  —ßm)  +a^,(aw, — /9ra,)  =  0, 
a,(ofw,— /ycFj  +  aofcfw,— /?©,)  =  0, 

aus  denen  folgt 

ß  ^  {2p-\-a^)(o^ — 3(7 w  ~"w, +  a,ct; 

Dies  giebt,  mit  Hülfe  der  unter  den  w  und  es  bestehenden  Relationen, 

3aJ+2pa,  +  7  =  0, 

dieselbe  Gleichung,  der  in  dem  Beispiele  auf  S.  365  a^  =  Jp(Ä  —  4)  genügt. 
Wenn  man  in  a  einsetzt 

a  =  Ol,  -j-  ö,  «5,     ß  =  fii,  -|-  a^  Wf 
so  genügt  das  aus  (64)  entstehende  jP  zwar   der   La m 6 'scheu  DifTcrenlialgl., 
erhält  aber   die   vorgeschriebene   Constanle   erst,    wenn   man    es  noch  durch 

-^(a.p+2g)  dividirt. 

Die  Determinante  J  verschwindet  nicht  identisch  so  lange  r 
allgemein  bleibt,  wie  unten  direkt  gezeigt  wird,  und  kann  auch 
nicht  weniger  als  m+1  Wurzeln  r  haben,  —  weil  sonst  eine  ge- 
ringere Anzahl  von  Functionen  K  vorhanden  wäre.  Nimmt  man 
für  r  nicht  solche  Werthe,  welche  J  zu  Null  machen,  so  kann  man 
die  a  zwar  so  bestimmen,  dass  sie  den  ersten  m,  nicht  aber  noch 
der  1/1  + 1**'"  Gleichung  genügen;  es  fällt  also  wohl  noch  die  —  m** 
Potenz  von  q*  fort,  aber  nicht  mehr  die  —  (m+l)'^  Daher  ist 
denn  der  Rest  R  nach  ^'  vom  Grade  —  m — 1  und  nicht,  wie  hier 
verlangt  wird,  vom  Grade  —m — 2.  Hieraus  ist  tlar,  dass  die 
Entvrickelung  von 
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I) 


li 


in  einen  Kettenbruch 


0»  = 


1 


A-1 


80  lange  r  allgemein  bleibt,  nur  Nenner  X  von  der  Form  a^bq^ 
besitzt,  wo  a  und  6  Gonstante  sind,  und  nicht  von  höherem  Grade 
nach  ^^  Ninmit  man  aber  ftlr  r  eine  Wurzel  der  Gleichung 
w  +  1'**"  Grades  -^  =  0,  so  erhält  der  m+1**  Nenner  die  Form 

Am+i  =  a-\-bQ''\rCQ^. 
Bestimmt  man  also  die  m-f-1  verschiedenen  Wurzeln 
r  der  Gleichung  m  +  1**'"  Grades  ^  =  0  und  bricht  jeden 
der  m-\-\  entsprechenden  Kettenbrttche  für  die  ellipti- 
schen Integrale  a  an  der  nt''*"  Stelle  ab,  mit  dem  Schlüsse 
X,n^  also  unmittelbar  vor  dem  einzigen  Partialnenner 
zweiten  Grades  nach  q*^  so  sind  die  m*^"  Näherungsnenner 
zugleich  sämmtliche  Functionen  #f",  während  die  durch 
(64)  gegebenen  Reste  A",  multiplicirt  mit 


die  Functionen  zweiter  Art  F"  werden. 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  beweisen,  dass  J  eine  ganze  Function 
iw  +  1"'"  Grades  von  r  ist;  wir  zeigen  dazu,  dass  der  Factor  der 
höchsten  Potenz  von  r  und  der  niedrigsten,  also  der  m  +  1**'"  und 
der  0*'^",  nicht  Null  ist.    Der  erste  ist  die  Determinante 


(a. 


(O, 


u. 


(O, 


Wm       (0,n^l       (Om^2       .    .    .       (02m 

die  man  in  ähnlicher  Art  behandelt  wie  die  Determinante,  welche 
in  dem  Zusatz  B.  zum  5.  Kapitel  S.  287  vorkonunt   Setzt  man  dazu 

de  =—J.^ 

so  wird  die  vorstehende  Determinante  gleich  dem  m -fifachen  In- 
tegral, in  dem  alle  Integrationen  von  0  bis  co  auszufahren  sind 


/ 


<u 


D.de^de^  ...rffim, 


o 
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enn  D  die  Determinante 

1  /U,  ftl         .    .    .       jM? 


m         «14- 1  «+2  2m 


2  .   W 


=  fA^fA\.,.(X„,.n^ 


/Ol 


0  il  wie  bekannt  das  Produkt  von  den  ^m(m  +  l)  Faktoren  be- 
lehnet, deren  jeder  die  Differenz  von  je  zwei  der  Grössen 
,  ^,,  . . .  jUm  ist.  Wäre  dieser  Ausdruck  Null,  so  würde  er  auch 
ull  bleiben,  wenn  man  sämmtliche  /u  untereinander  permutirt;  es 
Qrde  durch  Addition  der  so  entstehenden  Ausdrücke  wieder  Null 
itstehen,  und  man  hätte  die  Gleichung 

iTde^  d«i . . .  dsm  =  0, 

0 

&hrend  die  linke  Seite  positiv  ist.  Durch  dieselbe  Methode  lässt 
)h  das  von  r  freie  Glied  behandeln;  indem  man  nur  ^  mit  y, 
mit  ^,  ü)  mit  w  vertauscht,  ergiebt  sich,  dass  auch  dies  von  Null 
iiBchieden  ist 

Durch  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  J  =  0  lassen  sich  die 
>efBcienten  von  Jf,  wie  aus  dem  Systeme  linearer  Gleichungen  auf 
394  hervorgeht,  ebensowohl  rational  ausdrücken  wie  dies  früher 
irch  die  Wurzeln  Ä  geschah. 

§  102,  6.*)  Unser  Ziel  war  erstens,  alle  Werthe  der  Con- 
mten  h  zu  ermitteln,  welche  bewirken  dass  die  Differentialgleichung 

^  =  [n(n  +  l)*'sin'amM +Ä]y, 

)nn  n  eine  endliche  ganze  Zahl  bezeichnet,  eine  Lösung  be- 
zt,  die  eine  ganze  Function  n*''"  Grades  von  sin  am  ti  ist,  und 
seitens,  die  Lösungen  y  für  solche  Werthe  von  h  aufzufinden. 
)rr  Her  mite  hat  eine  völlig  neue  Untersuchung  geführt:  er  in- 
pirt  diese  Gleichung,  wenn  zwar  n  noch  immer  eine  endliche 
Dze  Zahl  aber  h  eine  beliebige  Constante  vorstellt,  in  einer  Abhand- 
ig Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  die  in  den 
mptes  rendus  seit  dem  15.  Oct.  1877  erscheint,  im  Augenblick**) 
r  aber  noch  nicht  vollständig  vorliegt  (M.  vergl.  die  Anm.  auf 
220),  die  ebenso  merkwürdig  durch  die  Methode  wie  durch  das 


*)    Dieser  Paragraph  wurde  während  des  Druckes  hinzugefügt. 
••)    1.  März  1878. 
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Resultat  ist.  Die  Lösungen  y  sind  dann  nicht  mehr,  wie  in  un- 
serem Falle,  doppelt  periodische  Functionen  von  tf,  sondern  lassen 
sich  durch  die  Form 

y  =  CF(u)+C'F(-n) 
darstellen,  wenn  F(u)  eine  solche  (intermediäre)  Function  ist,  dass 

(d)  ...     F(u  +  2K)  =  ^F(u),     F(u  +  2t/f ')  =  Ai'F(ii), 
wo  man  unter  ft  und  /u'  gewisse  Constante  zu  verstehen  hat 

Die  Function  Fist  ein  Aggregat  aus  jn  oder  ^n-f  |  einfachen 
Functionen.    Setzt  man  nämlich 

^  0(w) 

und  0(u  +  2Ä')  =  fi  0(n),  0(u  +  2iIC)  =  fi'  a>(ti),  so  wird 


'  •  • . 


wenn  sin'amco  und  l*  rationale  Functionen  des  Modulus  k  und  von 
h  bezeichnen,  il,,  A^j  etc.  aber  ganze  Functionen  von  h  und  Ie  sind, 
welche  mit  den  Entwickelungen  der  Functionen  Al(u)  nach  ganzen 
Potenzen  von  u  zusammenhängen.    Z.  B.  ist 

A   _  («-lX«-2)  f.  ,    n(«+lXl  +  t»)l 

_  («-1)(«- 2)(n^-3)(n-^ r  ,      2»(n+l)(l  +  A*)& 
8(2«-l)(2«-3)  r  3 

So  findet  Herr  Hermitez.  B.  fürn  =  l,  wenn  man  oi  so  bestimmt, 
dass  die  willkürliche  Grösse  h  gleich  — 1  — fc'cos'amoi  ist,  als  Lö- 
sungen tf>(M)  und  0( — u)  für  A  =  0. 

Diese  Rosullate  erhält  Herr  Hermite  niil  Hülfe  der  Eigenschafloi  doppelt 
periodischer  Functionen.  Eine  solche  ist  offenbar,  wenn  F(u)  eine  von  dea 
durch  (a)  defmirteu  Functionen  bezeichnet,  jeder  der  beiden  Ausdrücke 

F(z)  0(u—z  +  iK%     ft'sin'ama.  F(a)  0{u—z  +  iK') 
in  Bezug  auf  z,  so  dass  das  ganze  Residuum  einer  jeden  von  ihnen  in  einem 
Parallelogramm  der  Perioden  0  giebt.     Der  Faktor  <D(f«  —  ä  +  «Ä^)  wird  im 
Pole  9  =  ti  unendlich;  daher  sind  die  Residua  der  beiden  Functionen  in  Beiug 
auf  diesen  Pol,  abgesehen  von  einem  conslanten  Faktor,  resp. 

F(w),     Ä'sin"amii.jF(M), 

und  sind  gleich  der  Summe  der  Residua  in  Bezug  auf  die  anderen  Pole.  Ist 
in  z  =  y  irgend  einer  von  ihnen  (bei  uns  wird  y  =  fUf),  so  sei  femer  für 
ein  unendlich  kleines  € 
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Dasjenige  Residuum  der  ersten  von  den  beiden  Functionen,    welches  sich    auf 
den  Pol  in  »  =  y  bezieht,  wird  daher  (y  =  iK'  gesetzt), 

'     du*     "^    — •    du"-«     +""  +  ^»  ®W. 
während  das  Aer  zweiten  mit 

1  d''+^  0(u) 


beginnt,  im  fibrigen  aber  in  ähnlicher  Art  fortläuft  wie  die  vorige  Function, 
nur  statt  CV-i,  C,-2,  etc.  andere  Constante  enthält,  die  lineare  Functionen 
der  vorigen  sind.     In  der  That  ist  für  den  Pol  in  z  =  y 

*s.nam(y+*)  =  -,---  =  -^^,^ 

-  :^  +  ^-  + Ts — *  +•••• 

Indem  man  die  für  F(ti)  und  n (n -]- i) k* sin* am  uF(u)  auf  diese  Art  ge- 
fundenen Ausdrucke  in  die  zu  integrirende  Differentialgleichung  einsetzt,  bleibt 
nur  übrig,  durch  Auflösung  linearer  Gleichungen  die  Constanten  C  so  zu  be- 
stimmen, dass  die  Differenz 

-^l*^-ii(«  +  l)rsin'amwF(w) 
gleich  wird  dem  Produkte  von  h  und  F(u), 

Setzt  man  fUr  h  gerade  die  Werthe,  welche  ihnen  bei  den 
Lamö' sehen  Functionen  zukommen,  wodurch  die  Lösungen  sich 
in  periodische  Functionen  von  u  verwandeln,  so  lassen  sich  die 
im  allgemeinen  Falle  geltenden  Formeln  nicht  ohne  weiteres  an- 
wenden, sondern  müssen  erst  transformirt  werden,  um  in  diesem 
Falle  die  in  den  früheren  Paragraphen  gewonnenen  Lösungen  zu 
liefern.  Diese  Umformung  hat  Herr  Hermite  auch,  bis  jetzt  für 
den  Fall  n  =  1,  vorgenommen. 

In  einer  Mittheilung,  vom  15.  Dec.  1877  datirt,  welche  1878 
in  den  Göttinger  Nachrichten  erscheinen  wird  und  von  der  ich 
durch  die  Güte  des  Verfassers  einen  Abdruck  in  Händen  habe, 
zeigt  Herr  Fuchs,  wie  die  von  H.  Hermite  gefundenen  und  in 
fertiger  Form  gegebenen  Resultate  sich  aus  seinen  eigenen,  in 
Borehardt's  Journal  Bd.  81  bekannt  gemachten  Untersuchungen 
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ableiten  lassen.  £r  giebt  ferner  den  Weg  an,  auf  dem  man  die 
Differentialgleichung 

durch  eine  entsprechende  Form,  mit  Hülfe  der  Thetafunctionen  yon 
m  Argumenten,  integriren  könne,  wenn  x/j  und  ^  ganze  Functionen 
von  X  bezeichnen,  die  erste,  mit  ungleichen  linearen  Faktoren, 
vom  Grade  2m +1  oder  2m +  2,  die  zweite  von  einem  um  zwei 
Einheiten  niedrigerem  Grade.  Um  anzudeuten,  in  welcher  Rich- 
tung Herr  Fuchs  vorgeht,  sei  erwähnt,  dass  er  im  allgemeinen 
Falle  (wenn  nämlich  h  nicht  gerade  so  gewählt  wird,  dass  eine 
Lösung  eine- algebraische  Function  von  x  wird)  eine  ganze  Function 
G(x)  aufsucht,  fllr  welche 

f    dx 

(c)  ...    y  =  YGe'^<^^^ 

der  Gleich.  (6)  genügt,  was  wesentlich  darauf  hinauskommt,  G  so 
zu  bestimmen,  dass  diese  Function  der  Gleich,  genügt 

Diese  Bestimmung  erfordert  die  Auflösung  eines  Systemes  linearer 
Gleichungen,  dessen  Unbekannte  die  Goefßcienten  der  Potenzen  von 
X  in  G  sind. 

Der  Exponent  von  e  in  (c)  kann,  da  %p  ungleiche  Faktoren 
besitzt,  nur  Ab  er  sehe  oder  elliptische  Integrale  erster  und  dritter 
Gattimg  enthalten,  wodurch  y  charakterisirt  wird. 

Die  Ausführung  und  die  eingehendere  Untersuchung  des  Falles^ 
in  welchem  &  so  beschaffen  ist,   dass  die  Lösungen  y  diejenigeik— 
Functionen  sind,   welche  ich  als  Lama' sehe  höherer  Ordnung  ij 
60.  Bd.  von  Borchardt's  Journal  einführte  (M.  vergl.  unten  Ai 
in.  Theil,  3.  Kapitel),  behält  sich  Herr  Fuchs  vor. 

Indem  man  in  (6)  einsetzt 
verwandelt   sich   (6)    in  eine   Diflerentialgleichung  zweiter   Ordnung   nach 


nämlich  oflenbar  in 


(d)...    ^  =  Pz, 


wo  gesetzt  ist 

\p        ^\%lf/         xp 
von  der  man,  wegen  (c),  eine  Lösung  von  der  Form 
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(e)  ...     5  =  /g)(:r)e^^'^ 

m  suchen  lial,    wenn    man   zur  Abkürzung   setzt  q>  =  G^tff.     Zunäehst  he- 
inerkl  man,  ilass  eine  zweite  Lösung  von  (d)  sein  rauss 

_fdx 

(f)  ,. .     5,  =  V(f(x)e  •'v^'), 

indem  aus   (d),    nach    der  Methode,    welche   ich  S.  136    als  A he T sehe    be- 
zeichnete, unmittelbar  folgt,  dass,  bis  auf  einen  constanteu  Faktor,  sei 

/dx  r  dx     -/*-'— 

5  >'  q>{x) 

Diese  Integration  lässt  sich  aber  ausfuhren  und  giebt  — J9>(^)  •  ^^t  ^o  dass  in 
der  That  2  2,  sich  in  q>(x)  verwandelt. 

Soll  («)  eine  Lösung  von  (d)  sein,  so  muss  man  offenbar  haben 


Wenn  man  für  ^  imd  P  ihre  Werthe  substituirt,  so  erhält  man  als  Bedin- 
gung dafür,  dass  (6)  eine  Lösung  (c)  hat 

xpffG'—A  -  2tpGG''—GG'\p'—i&GG  =  0. 

Daraus  folgt  zunächst,  dass  für  jede  Wurzel  von  6r  =  0  sei  xpG'G'  =  4.  also 
sicher  nicht  ijj  oder  G'  gleich  0;  also  besitzt  G  nicht  gleiche  Faktoren.  Diffe- 
renliirt  man  endlich  die  vorhergehende  Differentialgleich,  zweiten  Grades  nach 
X  und  dividirt  durch  6,  so  erhält  man  die  obige  Gleichung  dritter  Ordnung 
zur  Bestimmung  von  G. 

Für  die  Stellung,  welche  die  Lam^'schen  Functionen  in  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen  und  als  Grenzfall  unter  den 
allgemeineren  intermediären  einnehmen,  haben  wir  somit  einen  ganz 
neuen  Gesichtspunkt  gewonnen;  eine  ausführliche  Darstellung  noch 
nachträglich  hier  dem  Handbuche  einzuverleiben  habe  ich  unter- 
lasaen,  da  der  Gegenstand  auf  den  Inhalt  desselben  vorläufig  noch 
keine  direkte  Einwirkung  ausüben  würde. 

Dagegen  haben  wir  uns  noch  mit  dem  Falle  zu  beschäf- 
tigen, dass  n  unendlich  wird. 

§  103.  Wie  die  Lama' sehen  Functionen  mit  den  Kugelfunc- 
tionen,  so  hängen  die  jetzt  einzuführenden  Functionen  des  ellip- 
tischen Cy linders  mit  denjenigen  zusammen,  welche  bisher 
schlechtweg  als  Gylinderfunctionen  bezeichnet  wurden. 

Zu  denselben  gelaunt  man  von  der  Entwickelung  des  §  83 
ausgehend.  Setzt  man  dort  Xi  statt  A,  so  zieht  man  aus  demselben, 
dass  die  dort  mit  (6)  bezeichnete  Gleichung 

Heiae,  Theorie  der  Kagelfunctionen.    2.  Aufl.  26 
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als  Lösungen  die  Cylinderfunctionen  erster  Art 

/n 
^-/£^co5(v,-,7)(fl^^  cosmjj  +  6„»sin  wij)dj7 

—71 

und  die  der  zweiten  Art 

(y)  •  •  •    /    ^~ ^^^***(»**-"V'> (a„, cos miu  +  bm sin mt m) du 


— » 


hat,  wo  unter  m  beliebige  ganze  Zahlen,  die  Null  eingeschlossen, 
unter  Om  und  bm  beliebige  Constanten  zu  verstehen  sind.  Im  letzten 
Integrale  waren  Bestimmungen  über  die  Vorzeich w  und  über  die 
Bedeutung  des  Zeichens  oc  getroffen;  wenn  z.  B.  XO  positiv  ist,  so 
kann  oo  als  das  reell  Unendliche  angesehen  und  zugleich  ^  zwi- 
schen —  ^n  und  \n  genommen  werden.  Hier  beabsichtige  ich 
vorzugsweise  die  Functionen  erster  Art  zu  behandeln  und  begnüge 
mich  mit  einer  Hindeutung  auf  die  zweite  Art. 

Man  führe,  wie  im  §86,  fbr  d  und  %p  neue  Coordinaten,  di^ 
für  die  Ebene  geltenden  elliptischen  ein,  indem  man  setzt 

(d)  . . .     öcosv  =  ^cosqp,    ösin^  =  |^^*— l.siny, 
wo  ^  >  1 ,   so  dass  Q  die  grosse  Halbaxe  einer  Ellipse  mit  deiiH 
Brennpunkten  +1  ist,    welche  durch  den  Punkt  ö,  ^  geht.    Di^ 
leichte  Transformation  der  Gleichung  (a)  in  die  Coordinaten  ^,  9 
oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,   die  direkte  Umformung  de^ 
Gleichung 

aus  der  (a)  entstanden  ist,  durch  die  Gleichungen 

X  =  ^cos9>,    y  =  "^Q*  —  i .  sinqp, 

und  das  Einsetzen  der  neuen  Coordinaten  statt  0  und  %p  auch  \^m 
(ß)  und  (y)  giebt,  entsprechend  den  Resultaten  der  Transformation 
im  §  87  und  88,   als  Differentialgleichung,   auf  deren  Losung  di  ^ 
Untersuchungen  über  den  elliptischen  Cylinder  oder  über  ellii» 
tische  Platten  zurückgeführt  werden 

Man  findet  femer  als  Lösungen  derselben  erster  und  zweiter  Ar^ 
die  im  Endlichen  endlichen  resp.  im  Unendlichen  versohwindendeo 
uud  zugleich  im  Endlichen  nicht  überall  endlichen  Integrale 
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(Gf),  «)•••/    «  ' '  ^'  "^ '  *' '  («m  <*os  int]  -\ -  h,„ Rin  mrj)  dtj^ 


—n 


(65,  6)  . . .     /    c-^te''r.'"l(a,,,co8iwtM  +  6,«Riuf/itw)dM, 


-  X 


wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

(65,  c)  . . .     [^,  qp,  fj]  =  ^coHqpcoRi;  +  ]^^*—  1 .  sin  qp  Bin  tj. 

Die  Gleich.  (65)  kann  man  mit  Anwendung  der  Substitution 

Q  =  eosffi,    u  =  log(^  +  j/^* — 1) 
auch  in  die  Form  bringen 

(65,  d)  . . .    -^  +  1^  +  r (co8>.  -  cos'tiO  U  =  0. 

Die  Formeln  (65)  lassen  sich  verificircu,  indem  man  durcli  eine  sehr 
leicht  auszuführende  Diflerentiation  nachweist,  dass 

ü  =  c-^t^.v»»?] 

ein  partikuläres  Integral  von  (65)  ist. 

Andere  partikuläre  Integrale,  die  sich  bei  gewissen  Fragen  verwerlhen 
lassen,  sind  die  Cylinderfunctionen  erster  und  zweiter  Art 

J{a  l^^-^^n>),     K{iX  VQ'—siü'tp) . 
bt  nämlich  f{r)  irgend  eine  Function  von 

r  =  v'ß'— sin'qp, 
so  wird 

also  wenn  f  eine  Cylinderfunction  von  iXr  ist,  gleich 

r(^'— cos».f(r). 

Zu  den  hier  gewonnenen  Gleichungen  hätte  man  auch  auf 
dieselbe  Weise  gelangen  können  wie  früher  zu  den  Cylinderfunc- 
tionen, nämlich  durch  einen  Grenzübergang  von  den  Gleichungen, 
die  sich  auf  die  L am 6 'sehen  Functionen  beziehen.  Ein  solcher  zeigt 
auch  an,  wohin  die  weitere  Untersuchung  der  neuen  Functionen  zu 
richten  ist,  die  nicht  mehr,  wie  die  £,  ganze  oder  wenigstens 
algebraische  Functionen  der  Veränderlichen  sind. 

Setzt  man 
.      .      ,       r  .       rsin>  ,      A'(l-g') 

and  schliesslich  n  =  ac,  so  wird  (§  87) 

V«  -1 


26 
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wodurch  die  Differentialgleichung  (58,  c)  der  La  manschen  Produkte 
sieh  sogleich  in  (65)  verwandelt.  Ohne  dabei  zu  verweilen,  dass 
durch  denselben  Grenzübergang  aus  den  C,  etc.  die  Gleich. 
(65,  a — 6)  gefunden  werden,  heben  wir  zum  weitem  FortBchritt 
hervor,   dass  die  erste  Gleich.  (59)  der  Lamä'schen  Functionen, 

^^^  +  [n(«-t-lV-(6'+c')t;]£(M)  =  0, 

für  die  Grenzfunctionen,  welche  Functionen  erster  und  zweiter 
Art  des  elliptischen  Cylinders  heissen  und  mit  @  und  % 
bezeichnet  werden  mögen,  die  Gleichung  giebt 

(6G)  . . .     ^^  +  a»  cos  V  -  ^m<p)  =  0, 

von  der  %(q>)  eine  zweite  Lösung  ist.  Aus  der  zweiten  Gleichung 
(59)  entsteht  >viederum  (66),  wenn  man  in  letzterer  nur  9  durch 
iu  ersetzt,  wo  wie  oben  costti  =  ^.    93  bedeutet  eine  Constante. 

Auf  dasselbe  Resultat  würde  der  Versuch  gef&hrt  haben,  (65), 
am  bequemsten  in  der  Form  (d),  durch  das  Produkt  einer  Fonetion 
O  von  <p  und  einer  andern  P  von  q  zu  integriren.  £6  ergiebt  sich 
sofort  nach  dem  bekannten  Verfahren  am  Anfange  des  §  90,  dass 
O  der  Gleichung  (66)  genügen  muss,  P  derselben  nach  Vertauschung 
von  q>  mit  tu,  welche  Constante  auch  99  sei.  Bei  der  ent- 
sprechenden Zerlegung  der  Gleichung  (59)  in  L am ^' sehe  Produkte 
wird  die  Constante,  dort  t;,  dadurch  bestimmt,  dass  die  betreffende 
Function  E  eine  ganze  Function  von  ju,  etc.  sein  muss,  während 
hier  eine  ähnliche  Beschränkung  nicht  zu  existiren  scheint,  da  die 
@  unendliche  Reihen  sind.  Andrerseits  zeigt  aber  der  Uebergang 
von  der  Gleichung,  von  welcher  die  1;  abhängen,  zur  Grenze,  dass^ 
die  93  nicht  willkürlich  sein  können,  wenn  auch  ihre  Anzahl  un- 
endlich ist.  Die  Auswahl  der  Constanten  99  ist  in  der  That  b 
schränkt,  nämlich  dadurch,  dass  die  Function  @(qp)  eine  periodisch 
Function  von  qp  ist,  mit  der  Periode  2n,  sich  daher  in  eine  con 
vergente  trigonometrische  Reihe  entwickeln  lassen  mus 
Die  Forderung,  dass  der  unendlich  entfernte  Goeffici 
dieser  Reihe  Null  giebt,  ist  offenbar  die  nothwendige-^p 
wie  sich  bald  zeigen  wird  auch  die  hinreichende  Bedin — 
gung  zur  Bestimmung  der  93. 

Versuche,  die  Gleichung  (66)  zu  integriren,    hat  Herr  Emile  Mathieu 
in  seinem  Memoire  sur   le   mouvement   vibratoire   d*une   membrane   de    forme 
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elliptique  gemacht,  im  L i ou vi lle 'sehen  Journal,  11  S^rie,  Tome  XIII,  1868; 
S.  137 — 203.  Ueber  diesen  Versuch  berichtet  Herr  Heinrich  Weher  in 
Königsberg  in  der  Einleitung  zu  seiner  Arbeit  lieber  die  Integration  der  par- 

tiellen  Differentialgleichung  ^-« +-n  2  -\-ku  =  0   im    1.  Bde   der    Annalen 

von  Glebsch  und  Neu  mann:  «.Die  Integration  ist  dort  durch  Reihen  be- 
werkstelligt, von  denen  mit  grossem  Flcisse  eine  beträchtliche  Anzahl  (ilieder 
berechnet  sind,  für  welche  aber  ebenfalls  kein  allgemeines  Gesetz  angegeben 
ist.  Diese  Untersuchungen  mögen  daher  für  den  Physiker  immerhin  von  grossem 
Werthe  sein,  mathematisch  scheint  mir  das  Problem  dadurch  der  Lösung  wenig 
nalier  gebracht  zu  sein,  als  durch  die  Aufstellung  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen  selbst.^  Er  erwähnt  zugleich  im  §  9,  dass  er  noch  nicht  im 
Stande  sei,  Integrale  in  einer  auch  nur  eiuigermaasscn  übersichtlichen  Form 
aufzustellen  und  wendet  seine  Untersuchungen  dort  deshalb  nur  auf  Fälle  an, 
welche  sich  nicht  auf  Ellipsen,  sondern  auf  Parabeln  beziehen  und  auf  Glci- 
dmngen  von  der  Form 

^~  +  (a  +  bx')X  =  0. 

Es  gehören  diese  sämmtlich  unter  die  allgemeine  Form 

welche  Euler  im  2.  Bde  der  Inst.  Calc.  integr.  Sect.  I,  Gap.  X,  No.  1043—1044 
durch  bestimmte  Integrale  gelöst  hat.  Zu  Gleichungen  derselben  Art  wie  (66) 
gelangt  man  auch,  wenn  man  die  üblichen  Methoden  anwendet,  um  den  mit 
der  Zeit  veränderlichen  Wärmezustand  in  einem  Rotationsellipsoid  aufzusuchen, 
dessen  Temperatur  an  der  Oberfläche  Null  ist.     Dann   tritt   die  Gleichung  auf 

welche  auf  die  Integration  einer  Gleichung  von  der  Art  zurückgeführt  wird, 
wie  sie  hier  vorliegt^  nämlich  von 

rf'P  dV 

Alle  diese  (vleichungen  gehören  in  das  Gebiet  der  Gleichimgen,  welchen  die 
Lam^'schen  Functionen  verschiedener  Ordnungen  genügen,  mit  denen  wir  uns 
im  folgenden  Theile  beschäftigen. 

Bei  der  Schwierigkeit,  welche  die  Gleichung  (66)  bisher  darbot,  wird  es 
nicht  überflüssig  sein,  hier  über  dieselbe  zu  handeln. 

§  104.    Zur  Integration  von  (66)  ist  es  bequem  statt  der  Con- 
stanten '^  und  statt  l  andere  Werthe  einzufuhren,  nämlich  zu  setzen 

A  =  4/S,    /?'  =  -J-,    8/J'-ö=45, 
wodurch  die  Gleichung  (66)  sich  in 

-f^P  +  (ft/S'co82y  \-UMip)  --=  0 
verwandelt. 
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Man  bemerkt,  dass  die  @,  wie  die  E  in  vier  Classen  zerfallen. 
Die  Functionen  der  ersten,  die  der  Klasse  K  entsprechen  wtlrden, 
welche  wir  hier  ausführlich  behandeln,  haben  die  Form 

(66,  a)  . . .  6(7»)  =  4  ofo  +  a^ C082qp  +  a^ C084qp  +  •  •• , 
wenn  die  a  Constante  nach  (p  vorstellen,  welche  allerdings  noch 
die  unbekannte  und  zu  bestimmende  Constante  s  enthalten.  Die 
zweite  Classe  wird  nach  Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  (p 
entwickelt,  die  dritte  nach  den  Sinus  der  ungeraden  Vielfachen, 
die  vierte  nach  den  Sinus  der  geraden  Vielfachen. 

Setzt  man  (66,  a)  statt  @  in  die  Gleichung  ein,  so  findet  man 
zur  Bestimmung  der  Coefficienten  die  Recursionsformeln 

(66,  6)  . . .     a^       =  — 4^*«^, 

«3      =6(4— 5)a,  — of,. 


Damit  ferner  die  Reihe  convergent  sei,   ist  erforderlich,   dasB 

ttm  mit   wachsendem   m   unendlich   klein    werde,    obgleich. 

dies  nicht  genügend  ist  (S.  u.  No.  6  S.  412). 

Um  die  Verhältnisse,   die  hier  in  Frage  kommen,   näher   zu  beleuchten, 
setze  man  zuerst  eine  endliche  mit  amC0s2m(p  abbrechende  Reihe  in  die  Diffe-   - 
rentialglcichung  ein.     Sind  dann  die  a  durch  das  obige  System  linearer  Glei-^ — 
chungen  bestimmt,  so  erhält  mau 

-  ~  +  (8rcos25p  +  4Ä)e  =  4ra„.cos(2m-f  2)qp  — 4ra«+iCos2iiiijp. 

Wenn  ;s  so  gewählt  wird,  dass  a,n  und  a^-^i  beliebig  klein  werden,  so  ist-^ 
auch  die  linke  Seite  beliebig  nahe  Null. 

Man  wendet  nun  die  Principien  von  Sturm  zur  Bestimmung^ 
der  Werthe  von  ä  und  der  Coefficienten  a  an. 

1)   Setzt  man  a^  =  1,   so  sind  die  a  ganze  Functionen  voi 
Ä,  und  zwar  ist  a„i  vom  Grade  m.   Die  Functionen  a^,  a,,  .. .,  am 
geben  flir  ä  =  oo  nur  Zeichenwechsel,  fUr  a  =  —  oc  nur  Zeichen- 
folgen.   Während  »  von  —  oo  bis  oo  auf  reellem  Wege  wächst, 
gehen  daher  m  Zeichenfolgen  verloren;  wie  bei  den  Sturm'schei 
Resten  geht  nur  dann  eine  Folge  verloren,  wenn  a«,   das  letztem 
Glied  der  Reihe,  durch  Null  geht,  da  auch  hier,  wenn  ein  mittlerem 
Glied  «4  verschwindet,    die  einschli essenden  Functionen  a»^i  und. 
a^-i  entgegengesetzte  Zeichen   besitzen.    Es  gehen  also  Zeichen- 
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folgen  nur  verloren,  werden  aber  nicht  gewonnen;  die  Anzahl 
der  zwischen  zwei  Werthen  von  z  verloren  gegangenen  Zeichen- 
folgen ist  genau  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  «m  =  0  zwi- 
schen diesen  zwei  Werthen,  und  die  Gleichung  besitzt  nur 
reelle  ungleiche  Wurzeln. 

Wenn  6  >  1,  so  werden  schon  fllr  s  =  —  2  nur  Zeichenfolgen 

2 
vorkommen,  ist  aber  6  <  1,  so  geschieht  dies,  wenn  »  =  —  —  ge- 
setzt ist,  so  dass  man  bereits  eine  untere  Grenze  aller  Wurzeln 
von  a«  =  0  kennt. 

Die  folgenden  Entwickelungen  beziehen  sich  sowohl  auf  den  Fall 
6  <  1  als  auch  b  >  1,  von  denen  der  letztere  der  einfachere  und  bei 
den  Aufgaben  über  die  Wärmebewegung  in  sofern  der  wichtigere  ist, 
als  er  diejenigen  Glieder  des  Besultats  liefert,  welche  den  grossten 
Beitrag  zu  demselben  geben.  Um  beide  Fälle  zugleich  zu  behan- 
deln setze  ich  fest,  dass  während  dieser  Untersuchung  m  solche 
ganzen  positiven  Zahlen  vorstellt,  welche  über  3  liegen  wenn  b  >  1 , 
welche  femer  6(1»  — 2)  grösser  als  1  machen  wenn  6<:1. 

2)  Die  grösste  Wurzel  z  der  Gleichung  «,«  =  0  liegt 
zwischen  (m  —  iy  und  m*,  und  ist  die  einzige  Wurzel  in 
diesem  Intervalle. 

Man  entwickele  zum  Beweise  Om :  ctm-i  in  den  Kettenbruch 


+ 


b['.-(m-  2)'J -' ^ 


6[5_(m— 3)']  — 

1 


Alle  Partialnenner  sind,  wenn  5^(w— 1)'  gemacht  wird,  positiv 
und  >  2,  woraus  folgt  (§  65,  ß\  dass  der  zu  6[(m — 1)' — z]  hinzu- 
kommende Kettenbruch  positiv  ist  und  <1;  also  ist  a„r-(Xm-i  po- 
sitiv, d.  h.  am~i  hat  mit  am  das  gleiche  Zeichen.  Wenn  dagegen 
z  gleich  oder  grösser  als  m'  genommen  wird,  so  ist 

6[a-(m-iy]  ^  6(2m-l)  =  26(m-2)-l-36  >  2; 
also  bleibt  a^ :  Om-i  dann  negativ.   Weil  aber  zwei  benachbarte  a 
nicht  zugleich  verschwinden  und  kein  a  gleiche  Faktoren  hat,  so 
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kann  o,„  (selbstverständlich  auch  am-i)  nicht  verschwinden  wenn 

Um  noch  den  letzten  Theil  der  obigen  Behauptung  zu  be- 
weisen, geht  man  davon  aus,  dass  am-i  =  0  keine  Wurzel  über 
(m — 1)' besitzt,  dass  also  a^,  a,,  ...,  a^-i  Air  z  =  (m — 1)*  genau 
m— 1  Zeichen  Wechsel  geben,  daher  ihre  Zeichen  abwechseln.  In 
Folge  des  Systemes  (66,  6)  hat  «,„  für  diesen  Werth  von  »  das 
Zeichen  von  —  Cm-j,  also  das  von  a,;._i,  so  dass  die  Zeichenreihe 
«0,  of,,  ...,  a,n  flir  J5  =  (iii— ly  genau  m  — 1  Zeichen  Wechsel  und 
eine  Folge  besitzt.  Für  wachsende  z  ändern  die  Functionen  a^, .. ., 
Om^i  nicht  mehr  das  Zeichen,  während  a^  schon  für  2s  =  m*  das 
entgegengesetzte  Zeichen,  also  die  Reihe  ce^,  ...,  o«,  genau  m  Zei- 
chenwechsel erhält,  so  dass  a^  =  0  nicht  nur  sämmtliche  Wurzeln 
unter  m*,  sondern  auch  genau  eine  zwischen  (m— !)•  und  m*  hat. 
Man  kann  hinzufügen,  dass  von  jeder  Gleichung  am-f*  =  0, 
afn-^2  =  0, . . .,  m  Wurzeln  unter  m'  liegen,  weil  die  Zeichenreihe 
bis  zu  den  Functionen  am+i,  0^+2,  ...  so  viele  Wechsel  anzeigt 

3)  Aus  dem  System  (66,  6)  folgt,  dass  die  sämmtlichen 
a  die  Näherungsnenner  des  Kettenbruchs  sind 

(67)   ...      (7  =  1- :|- 


6(1-5)- 


6(4- ä)  ' 

und  zwar  ist,  nach  der  Bezeichnung  des  5.  Kapitels  im  1.  Theile, 
in  Bezug  auf  diesen  zu  Grunde  liegenden  Kettenbruch  (indem  der 
Buchstabe  N  die  Näherungsnenner  und  nicht  etwa  die  Lama' sehen 
Functionen  vorstellt) 

und  man  hat 

(67,  a)  ...     e(<^)  =  i  +  iV,.co82qp  +  iVj,.cos4f/)  +  -.-. 

Welchen  Werth  man  auch  s  beilegt  so  hat  a  immer  einen 
bestimmten  Werth,  und  ist  nicht  ein  oscillirender  Bruch,  sondern 
es  nähert  sich  wenigstens  einer  der  Werthe  a  oder  1 :  a  einer  be- 
stimmten Grenze,  da  seine  sämmtlichen  Partialzähler  —  1  sind,  Wäh- 
rend die  Partialnenner  b(m*—z)  mit  wachsendem  m  über  2  und 
dann  weiter  über  alle  Grenzen  wachsen. 

Bezeichnet  r^  für  ein  festgehaltenes  m  die  t**"  Wurzel 
von  A«,  =  0,  so  haben  die  Gleichungen 
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iV^+i  =  0,      Nm+2  =0,      ... 

zwisehen  a  =  —  oo  und  ä  =  r»  genau  i  Wurzeln. 

Wenn  nämlich  a  von  r^— 0  bis  r,  +  0  wächst,  so  geht  in  der 
Reihe  a^  bis  a^  Incl.  eine  Zeichenfolge  verloren.  Es  müssen  also 
vorher  t  —  1  vorhanden  gewesen  sein,  nachher  t,  und  in  der  Reihe 
bis  a,„4.i  incl.  beide  Male  genau  i  da,  wie  schon  erwähnt  wurde, 
wenn  a,«  verschwindet  sicher  ««-i  und  a„t^i  entgegengesetzte  Zei- 
chen besitzen.  Die  Zeichen  sind  also  durch  folgendes  Schema 
gegeben,  in  welchem  die  oberen  und  ebenso  die  unteren  Zeichen 
zusammen  gehören: 

[r.-Ol       ±       ±       T 

[r.+O]       ±       +       +. 
Zu  beweisen  bleibt,  dass  Om+i,  a,„+3,  .  • .  sämmtlich  das  gleiche 
Zeichen  +  besitzen.    Dazu  beachte  man,  dass  die  a  durch  Glei- 
chungen 

ÖKf2    =    ^y.^.'iCly^l <Xy 

zusammenhängen,  wo  von  einem  gewissen  Werthe  m  des  Index  v 
an  alle  l  grösser  als  2  sind.    Es  wird  für  a  =  r 

Ferner  hat  dann  0^+2  das  Zeichen  von  am+i  also  4^;  dann  erhält 

ffm+3  =  ^*4-30fw+2  —  «m+l 

das  Zeichen  von  0^+2,  n.  s.  f.,  wie  zu  zeigen  war.  Zugleich  gewinnt 
man  den  Zusatz,  den  ich  ausspreche,  indem  ich  zugleich  die  iV 
statt  a  setze: 

Jede  von  den  Gleichungen  JV«+i  =  0,  JV„»^.2  =  0,  ...  hat 
zwischen  zwei  Wurzeln  r»+i  und  n  von  iV«  =  0  genau  eine 
Wurzel  —  vorausgesetzt  dass  m  gross  genug  genommen  wird. 
Denn  beim  Beweise  wurde  angenommen,  dass 

ln^2  =  b[(m  +  2y^r,\ 
grösser  als  2  sei.  Da  wir  nicht  darauf  ausgehen,  die  Wurzeln  einer 
Gleichung  JV^  =  0  ftlr  einen  bestimmten  Index  m  zu  berechnen, 
sondern  zu  zeigen,  dass  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung  unter  einer 
beliebig  gegebenen  festen  Zahl  c,  mit  wachsendem  m,  bestimmten 
Grenzen  zustreben,  und  diese  Grenzen  mit  beliebiger  Annäherung, 
also  kurz  die  Wurzeln  von  iV^  =  0  zu  berechnen,  so  können  wir 
uns  trotz  der  obigen  Voraussetzung  des  Satzes  und  Zusatzes  in 
3)  bedienen. 
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4)  Alle  Wurzeln  von  iV^  =  0  in  diesem  Sinne,  bis  zu  einer 
beliebigen  Grösse  c,  lassen  sich  einzeln  in  Grenzen  ein- 
schliessen.  Zunächst  sucht  man  eine  ganze  Zahl  m,  so  dass 
m^  >  c,  und  ist  sicher  dass  die  sämmtlichen  Gleichungen  N^-^-i  =  0, 
N„,^2  =  0,  . . .,  JV^  =  0  nur  zwischen  js  =  —  oo  und  a  =  m*  solche 
Wurzeln  besitzen,  die  c  nicht  übersteigen.  Dann  nimmt  man  m 
noch  grösser,  nämlich  gleich  irgend  einer  Zahl  ft,  f&r  welche 

i  =  6[(«-f  2)*  — iii']>2. 
Diese  Function  JV«  ist  es,  von  welcher  wir  ausgehen  um  die  Wurzeln 
von  A^^  =  0,  welche  unter  z  =  c  liegen,  zu  berechnen.  Wir  lösen 
nämlich  die  Gleichung  n*^"  Grades  JV«  =  0  nach  s  auf;  zwischen 
je  zwei  Wurzeln  r^  und  r,,  r,  und  r„  ...,  r^^i  und  r,„  derselben 
liegt  nach  No,  3  je  eine  Wurzel  von  jeder  folgenden  Gleichung 
Nn^i  =  0,  etc.  Eine  untere  Grenze  aller  Wurzeln  ist  ferner,  wie 
aus  (66,  6)  hervorgeht,  noch  kleiner  als  der  negative  Werth  a, 
welcher  bewirkt,  dass  6ä>4.  Zwischen  diesem  Werthe  und  r, 
liegt  die  kleinste  Wurzel.  Sonach  ist  jede  Wurzel  von  N^=0 
zwischen  2  Grenzen  eingeschlossen. 

5)  Nachdem  nunmehr  Grenzen  y  und  d  gefunden  sind,  inner- 
halb welcher  genau  einmal  jede  einzelne  Function  iV^+i,  iV,„+2,  etc. 
durch  Null  geht,  N^  nicht  durch  Null  geht,  so  wird  gezeigt,  wie 
sich  durch  Einschieben  von  Ziahlen  zwischen  y  und  d  engere 
Grenzen  ^  und  d„  ergeben,  zwischen  denen  sämmtliche Functionen 
iVn,  iVn^-i,  etc.  gleichfalls  je  einmal  verschwinden  (wenn  n  eine  Zahl 
über  m  bezeichnet)  und  die  so  beschaffen  sind,  dass  yn  —  dn  fttc 
w  =  oü  verschwindet,  während  y«  sowohl  wie  dn  sich  einer  festen 
Grenze  nähert.  Demnach  existirt  wirklich  eine  Wurzel  von 
N^  =0,  welche  zwischen  y  und  d  liegt. 

Beweis.  Für  einen  zwischen  y  und  d  liegenden  Werth  von 
z  kann  erstens  N,n^i  das  Vorzeichen  von  iV^  besitzen  und  zugleich 
Nm+i  >  iV„,  sein.  Da  In  grösser  als  2  ist,  mit  n  sogar  ttber  alle 
Grenzen  wächst,  so  müssen,  nach  der  Recursionsformel 

iV„,+i,  iV,„4.o,  etc.  dasselbe  Zeichen  haben  und  eine  Reihe  von 
Gliedern  bilden,  welche  fortwährend  mit  dem  Index  und  bis  in's 
Unendliche  wachsen.  Bei  dem  Aufsuchen  der  Wurzel  von  N^  lassen 
sich  also  die  Grenzen  y  und  d  durch  engere  ersetzen,  nämlich 
durch  den  soeben  eingeschobenen  Werth  von  2,  während  man  ab 
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zweite  Grenze  /  oder  d  beibehält,  je  nachdem  die  Zeichenreihe  des 
ergten  oder  zweiten  der  ftlr  das  erwähnte  z  erhaltenen  entgegen- 
gesetzt ist 

Haben  zweitens  für  den  eingeschobenen  Werth  s  die  Func- 
tionen Nm  und  iVm-Hi  entgegengesetzte  Zeichen,  so  hat  iV,„+2  das 
Zeichen  von  JV^+i  und  ist  grösser  als  dieses.  Man  schliesst  also 
wie  beim  vorigen  Falle,  dass  iV^^+i,  iV«.).?,  etc.  mit  gleichen  Zeichen 
yersehen  sind  und  das  eingeschobene  z  zu  einer  neuen  Grenze  ge- 
nommen werden  kann. 

Indem  man  so  fortfährt,  rückt  man  die  Grenzen,,  zwischen  denen 
eine  Wurzel  von  N^  =  0  liegt,  beliebig  nahe,  den  einzigen  Fall  aus- 
genommen, dass  man  drittens  ein  solches  z  einschiebt,  für  welches 
zwar  Nm  und  Nm+i  gleiche  Zeichen  besitzen,  aber  iVm+i<JV„. 
Dann  kann  zunächst  der  Fall  eintreten,  dass  iV^+i,  iV,„^2,  etc. 
gleiche  Zeichen  bekommen,  bis  zu  einem  Index  n  abnehmen, 
und  von  dort  an  sich  wie  im  ersten  oder  zweiten  Falle  verhalten, 
wodurch  wiederum  ein  Zusammenziehen  der  Grenzen  ermöglicht 
ist.  Nehmen  die  Nn  aber  mit  wachsendem  n  immerfort  ab,  so 
müssen  sie  sich  der  Grenze  Null  nähern,  so  dass  dieses  z 
dann  iV^  zn  Null  macht.  Man  hat  nämlich  für  jedes  n  nach  der 
Annahme 

und  hieraus 

iVn+i(An+2  — l)<iVn. 

Die  Functionen  iV  nehmen  also  mit  wachsendem  n  fUr  das  be- 
treffende »  nicht  nur  ab,  sondern  sogar  so  stark,  dass  fttr  alle 
II  wird 

^^+^<  b[(n+iy-z]—V 
tne  nehmen  also  schnell  zu  Null  ab. 

Hierdurch  ist  der  Beweis  geliefert,  dass  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung JV^  =  0  existiren;  es  sind  auch,  wie  No.  3  forderte,  die  Mittel 
gefunden,  um  sie  sämmtlich,  bis  zu  jeder  beliebigen  Grösse  c,  mit 
beliebiger  Annähemng  zu  berechnen.  Nachdem  nämlich  auf  eine 
bestimmte  Art  jede  Wurzel  in  zwei  Grenzen  eingeschlossen  war, 
lernten  wir  Mittel  kennen,  diese  mit  Grenzen  y»  und  d„  von  solcher 
Beschaffenheit  zu  vertauschen,  dass  JV„  für  s  =  y«  und  ä  =  <!„  ent- 
gegengesetzte Zeichen  annimmt. 

6)  Es  genügte  noch  nicht,  dass  «^  oder  A'^  Null  sei,  ausser- 
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dem  soll  die  Reihe  für  @  convergiren  (§  104,  S.  406).  Dies 
geschiebt  aber  nach  dem  Obigen.  Nachdem  man  nämlich  in  Bezug 
auf  eine  Wurzel  s  die  Function  N  mit  einem  Index  n  erreicht  hat, 
von  dem  aus  die  folgenden  iV  abnehmen,  wird  nach  b) 

so  dass  die  Reihe  (67,  a)  jedenfalls  convergirt,  sogar  noch 
convergirt,  wenn  man  statt  tp  einen  imaginären  Bogen 
tu  setzt. 

7)  In  dem, Falle,  dass  6>  1,  gestalten  sich  die  Verhältnisse 
etwas  einfacher  als  in  dem  andern  (S.  407),  indem  die  Regelmässig- 
keit in  der  Vertheilung  der  Wurzeln  von  N^,  die  sonst  erst  bei 
späteren  n  beginnt,  hier  schon  bei  n  =  1  eintritt.  Mit  Httlfe  des 
Kettenbruchs  unter  No.  2  fbr  am'Cm-i  oder  N„:Nm-i  zeigt  sich 
sofort,  dass  man  folgende  Zeichenreihe  erhält: 

JV.  iV,  iV,  JV,  . . .      iV._,        JV._,  JV.  JV.+, 


[-2J 
[0] 
[IJ 

[M 

[9] 


+   +  +  + 

+  —  +   + 
+   -  +  - 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


l(n 


DM 

\n'] 


+   -   + 

+  —  + 


.  (-1)-^  (-1)—  (-1)«-'  (-1)"-' . 

.  (-1)"' C-1)— (-1)"     (-1)"    . 


80  dasB  also  eine  negative  Wurzel  a  von  iV^  =  0  zwischen  —2 
und  0  vorhanden  ist;  die  übrigen  liegen  zwischen  1  und  4,  4  und 
9,  etc.,  allgemein  zwischen  (n— 1)'  und  n*. 

§  105.  Im  vorigen  Paragraphen  wurden  die  Cylinderfunctionen 
erster  Klasse,  welche  den  Lame' sehen  Functionen  der  Klasse  K 
entsprechen,  aufgefunden.  Ich  stelle  die  hauptsächlichen  Resultate 
zusammen,  welche  eine  ähnliche  Untersuchung  f&r  die  drei  anderen 
Klassen  liefert. 

Für  die  vierte  Klasse,  welche  den  Lamä*schen  N  entspricht, 
findet  man 

(67,6)  ...     6(qp)==  Z,8in2qp-1-Z,sin4y4-Z,sin6y  +  --, 
wenn  die  Coefficienten   Z  die  Näherungszähler  des  Kettenbruchs 
(67)  bezeichnen;  für  z  hat  man  die  Wurzeln  von  Z^  zu  nehmen. 
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Für  die  zweite  und  dritte  Klasse  (L,  ilf)  hat  man 

(67,c)  ...     6  =  A',co8qf)  +  iV,co83()f)4---, 
(67,  d)  ...     (ä  =  Z,  sinqp  +  Z,  siu3qr>+-, 

wenn  Z  und  iV  die  Näherungs-Zähler  und  Nenner  sind  des  Ketten- 

bruchs 

(67,  e)  ...     ^ 


1— 


16(1-4») +1- 


1H9-40 ' -p- 

15(25-4.)^-.^- 

Für  a  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  resp.  N^=0  oder  Z^  =  0 
zu  nehmen. 

§  106.  Die  Differentialgleichung  (65,  d)  kann  nach  dem  Vor- 
hergehenden, wenigstens  wenn  man  die  im  Endlichen  endlichen 
Lösungen  betrachtet,  auf  doppelte  Art  integrirt  werden,  einerseits 
durch  lineare  Verbindungen  von  Produkten  6(9))6(iM),  andererseits 
durch  die  Sunmie  von  Integralen  (65,  d).  Wie  im  §  97,  Schema  B., 
hat  man  also  Gleichungen  für  jede  der  vier  Klassen  von  @, 
von  denen  die,  welche  sich  auf  die  erste  Klasse  beziehen,  die 
Form  annehmen 

27ie^y)e,(tw)  =  2;  Äiyc-^C^y,-?)  cos  iTjyc/i;, 

—TT 

wenn  die  Summe  sich  auf  alle  geraden  Zahlen  t  bezieht  und  der 
Index  8  das  Individuum  der  Klasse  bezeichnet.  Setzt  man  hier 
^  =  1,  so  geht  ti  in  0  über  und  @(0)  ist  eine  Constante.  Das  In- 
tegral auf  der  Rechten  wird  aber 

—TT 

Dies  giebt  eine  Entwickelung  der  Function  @  erster  Klasse 
nach  Functionen  des  Kreiscylinders 

(68)  . . .     A&,(q>)  =  2;VhUt(ilG0&q>), 
wenn  wie  in  (60)  auch  hier  A  eine  Constante  ist. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  anderen  Klassen. 

Die  £  geben  nach  §  97  wesentlich  dieselben  constanten  Goef- 

ficienten,  wenn  man  sie  nach  Zugeordneten  P^  vom  Argumente 

-T^  oder  —  ordnet,  wie  wenn  man  sie  nach  Cosinus  der  Vielfachen 
b  c  ' 
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eines  Winkels  entwickelt.  Hier  zeigen  die  6  dasselbe  Verhalten 
in  Bezug  auf  die  Entwickeluug  nach  J  und  nach  trigonometrischen 
Functionen  der  Vielfachen  von  (f.  Um  diese  Bemerkung  weiter 
zu  verfolgen,  setze  man  x  für  tJlcosqp  und  findet 

die  rechte  Seite  ist  aber  wegen  der  Differentialgleichung,  welcher 
J  genügt 

Die  Differentialgleichung  (66)  der  @  giebt  dann  folgende  Beziehung 
zwischen  den  A,  welche  zu  dem  gleichen  s  gehören 


-^•'^-[^'"S"+(®+^Vt]  =  o. 


4-r:^  =  J.-2-2J^  +  J,+^; 


Nach  §  61,  c  wird  aber 

dx' 

dies  in  die  vorige  Gleichung  eingesetzt,  giebt  die  Relationen  (r  >  2 

vorausgesetzt) 

AX=  (423-20^0, 

Vh,  =  (4.4'+4a3-2r)Ä,— 2^*0, 

rÄ^+2  =  (4T'+4a5-2i')A,~A%_2. 
Fuhrt  man  für  die  Gonstanten  X  und  93  (S.  406)  die  Werthe  aus  §  104 

ein,  so  verwandeln  sich  diese  Gleichungen  zwischen  A^,  A^,  A4,  etc. 
in  dieselben,  welche  nach  (66,  6)  zwischen  2a^,  a,,  cr„  etc.  be- 
stehen, und  man  erhält  demnach: 

a)  Jede  Function  6(9))  der  ersten  Klasse  lässt  sich 
nach  Cylinderfunctionen  J  in  die  Reihe 
(68,  a)  . . .     6  (7))  =  2  Jo(ii  cos  4jp)  —  iV,  J,  (U  cos  qp)  +  iV,  J^  (lil  cosg))  -  - 
entwickeln,   wenn  JV,,  JV„  etc.   dieselbe  Bedeutung  haben 
wie  S.  408  in  (67,  a). 

Hier  wie  dort  sind  für  z  die  Wurzeln  der  Gleichung  iV^  =  0 
zu  setzen.  Aehnliche  Resultate  erhält  man  für  die  drei  anderen* 
Klassen.  Aus  dem  obigen  Verfahren  und  dem  Umstände,  dassdie 
ftir  die  J  angewandten  Formeln  ebenso  fUr  die  Gylinderfnnction 
zweiter  Art  K  gelten,  findet  man: 
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6)  Die  Fanctionen  des  elliptischen  Cylinders  z>veiter 
Art  der  ersten  Klasse  lassen  sich  in  die  Reihe 

(68,6) ...    g(g))  =  2üfo(Uoosg))— iV,*r,Ct>lco8ijp)  +  JV,/r,(Uco8g)) 

entwickeln,  wenn  die  JV  dasselbe  bedeuten  wie  unter  a). 

Hiermit  schliessen  wir  diese  Untersuchungen  über  die  6  und 
^  ab.  Dass  auch  diese  Functionen  sich  ähnlich  wie  die  E  zur 
Vornahme  von  Entwickelungen  eignen,  ist  klar,  da  für  die  Be- 
stimmung der  Goefficienten  aus  (66)  der  Satz  folgt, 

wenn  r    und  n  verschieden  sind. 


Yiertes  KapiteL 

üeber  orthogonale  Substitutionen.     Anwendung   derselben 

ruf  Entwickelungen  der  @  und  E.     Entwickelung  der 

Kugelfunctionen  nach  L am 6 'sehen  Produkten. 

§  107.  Die  Untersuchungen,  welche  den  Gegenstand  dieses 
Kapitels  bilden,  leite  ich  mit  der  Zusammenstellung  von  bekannten 
Sätzen  über  orthogonale  Substitutionen  ein. 

Eüne  homogene  Function  zweiten  Grades  von  ii-|-l  Veränder- 
lichen rr^,  a;,,  rr,,  ...  Xn 

n       n 

in  der  a,  ^^  =  a« » ,  kann  durch  eine  lineare  orthogonale  Substitu- 
tion (A) 


Xn  =  c»»y<,  +  c„iy,H h  Cn„y«, 


in  die  Form 

*'  =  ÄoyJ+«iy?  +  ---  +  Ä»yj 

gebracht  werden,  wenn  die  z  nicht  willkürlich  gegebene,  sondern 
bestimmte  nur  von  den  a  abhängige  Constanten  bezeichnen.  Or- 
thogonal heisst  die  Substitution,  wenn  aus  den  linearen  Glei- 
chnngen,  welche  zwischen  den  x  und  y  bestehen,  diQ  Identität  folgt 
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^iI  +  -r'H h^l  =  yl  +y]-\ — hyJ. 

Die  VerhältniHKe  cii, :  Ci, :  •  •• :  c«,  ergeben  web  aus  dem  i'*""  Werthe 
von  5  und  den  a  durcb  Aufh'isung  der  linearen  Gleicbungen  (B) 


M« 


«00         = 

o», 

•  •      • 

•  •      • 

au 

a,!) 

o»i 

•      •      • 

«n«-5 

und  aus  ihnen  folgen  die  Werthe  der  c  selbst,  weil  Ci',4-^iH h^J 

gleich  1  sein  muss. 

Zunächst  hat  man  für  z  solche  Werthe  zu  suchen,  welche  die 
Determinante  dieses  Systemes,  die  vom  Grade  n+1  ist,  za  Null 
machen.    Diese  Determinante  heisse  f(z)]  sie  ist 


f(^  = 


Die  fi+1  Wurzeln  von  /'(s)  =  0  sind  die  in  dem  Ausdrucke  von 
V  auftretenden  Grössen  s^,,  s,,  ...,  5„. 

Setzt  man  in  das  System  B.  der  linearen  Gleichungen  für  s 
diese  Wurzelwerthe  der  Reihe  nach  ein,  so  lassen  sich  aus  jedem 
der  n+1  so  entstehenden  Systeme  linearer  Gleichungen  die  Coef- 
ficienten  c,  die  zu  dem  betreffenden  z  gehören,  bestimmen.  Im 
§  108  Gleich.  69,  c  — d  zeigt  sich,  wie  man  diese  c  darstellen 
kann,  wenn  V  in  einer  Gestalt  auftritt,  welche  bei  un- 
seren Untersuchungen  allein  von  Interesse  ist,  während 
ich  hier,  um  zu  einem  Abschlüsse  zu  gelangen,  das  Resultat  f&r 
den  allgemeinsten  Fall  in  der  üblichen  Form  mittheile,  in  einer  Be- 
zeichnung, der  sich  Herr  Weierstrass  im  Monatsbericht  der  Ber- 
liner Akademie  vom  4.  März  1858  bedient 

Die  Unterdeterminante,  welche  entsteht  wenn  man  in  f(s)  die 
«***  Horizontal-  und  die  ß^"^  Vertikalreihe  auslässt,  heisse  "ffi^  so 
dass  ''f^  gleich  ''/*"  wird;  femer  bezeichnen /'(ä)  die  erste  derivirte 
Function  von  f{z).    Dann  ist 

Für  die  gesuchten  Coefficienten  der  orthogonalen  Substitution  findet 
man  die  Werthe 
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wenn  a,  wie  oben  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(z)  =  0  vorstellt. 
Man  kennt  aber  nicht  nur  die  Zahlwerthe  sondern  auch  die  Vor- 
zeichen der  (n-f-iy  Coeflicienten  c,  indem  unter  den  Determinanten 
die  Beziehung  besteht 

Die  Zeichen  von  it-f-l  Grössen  c  bleiben  selbstverständlich  will- 
kürlich. 

§  108.  Die  allgemeine  Aufgabe  der  orthogonalen 
Transformation  lösen  wir  nun  auf  andere  Art,  indem  wir 
sie  zunächst  auf  eine  einfachere  reduciren.  In  den  Monatsberichten 
der  Berliner  Akademie  vom  9.  Nov.  1848  (im  39.  Bd.  des  Grel  le'schen 
Journals)  hat  Jacobi  durch  eine  Arbeit  „lieber  die  Reduction  der 
quadratischen  Formen  auf  die  kleinste  Anzahl  Glieder^  ein  einfaches 
Verfahren  angegeben,  durch  welches  man  jede  Form  zweiten 
Grades  K  mit  n  +  1  Veränderlichen  in  eine  solche  mit  2ii  4-1 
Gliedern  verwandeln  kann,  welche  die  Form  hat 

(69)  ...     V  =  a,xl--2b,x,x,  +  a,x]-'2b,x,x,^2a,xl--'>. 

—  2bn  Xn-l  Xn  +  On^jJ, 

also  aus  der  allgemeinen  hervorgeht  indem  man  a«  fllr  a««,  femer 
— 6«  für  a«-ix  setzt,  in  allen  übrigen  Fällen  aber  a,«  gleich  Null. 
Jacobi  führt  diese  Verwandlung  sogar  durch  äquivalente  Substitu- 
tionen"^) aus,  indem  er  sich  unter  den  a  und  6  ganze  Zahlen  denkt, 
und  dieser  Umstand  allein  ist  es,  der  ihn  zu  ausführlicheren  Betrach- 
tungen veranlasste,  welche  hier  nicht  in  Frage  kommen.  Selbst  für 
die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  des  §  107  genügt  es  daher, 
dass  ich  hier  zeige,  wie  sich  die  Transfonnation  des  §  107  gestaltet, 
wenn  man  sie  auf  die  einfachere  Form  (09)  anwendet  und  diese 
durch  eine  orthogonale  Substitution  in 

verwandelt. 

Das  System  linearer  Gleichungen  (B)  des  vorigen  Paragraphen 
vereinfacht  sich  in  diesem  Falle  zum  System  (69,  d) 


*)    Jacobi   nennt  Oic  Substitutionen  äquivalent,   wenn   ganzzahligen   x  ganz- 
zahlige  if  entjuprechen  und  umgekehrt. 

Heine,  Theorie  der  KuKelfunctiouoti.     2.  Aufl.  27 
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§  108,  69. 


0  =  (a,-^z)c,  —  b,c^, 

0  =  — 6,c,-h(aj— *)c,— 6,c„ 

0  =  — 6.,c,  -|.(a,— äX— 6,^3, 

0  =  — 6„_|Cn-2  +  (Oii-l  —  5)Cn_i  —  6hC«, 

0  =  — 6„Cn-i  +(a„— ä)c„, 

während  die  DetermiDante  fQi)^  zuweilen  besser  mit  fn(z)  bezeichnet, 
die  besonders  einfache  Form  annimmt,  welche  S.  262  bei  der  Unter- 
suchung  über  Kettenbrüche  auftrat 


/•»w  = 


a. 


0 


fc,  0 

a,—z       6, 
6.        a,—i 


•     •     • 


•     •     • 


0 
0 
0 


0 

0. 

0 


0 
0 
0 


0  0  0        .  .  .    6«-i     a„-i— 5       6, 

0  0  0        ...       0  6n         an—z\ 

Aus  fni^O  erhält  man  A-iW  durch  Weglassung  der  letzten  Hori- 
zontal- und  Vertikalreihe;  auf  gleiche  Weise  fn-^2(z)  aus  /"«-iCa),  etc. 

Dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  f(z)  =  0  reell  sind ,  wenn 
a  und  6  reelle  Grössen  bezeichnen,  ist  zwar  aus  der  allgemeinen 
Theorie  der  orthogonalen  Transformation  bekannt,  wird  sich  aber 
unten  von  selbst  ergeben,  ebenso  wie  die  (im  allgemeinen  statt- 
findende) Ungleichheit  dieser  Wurzeln  ä„,  s,,  ...  5|,. 

Für  die  gesuchten  Substitutionscoefficienten  c  erhält 
man,  nach  §  107,  bei  der  Form  (69)  den  Ausdruck 


(69,6)...     n.,=  - 


y(y^^y+(rny+'''+G\ny ' 


wenn  man  setzt 


(69,0...  y.'=fc,Ä;-6;?  y'"  =  i- 

Diß    Funrlioneii   f^  werden   nämlich ,    wie   aus    der  BescIiafTenheit    dieser 
Determinaute  liervorgelit,  durch  das  System  von  Gleichungen  gegeben 

(69.  rf)    .  .  .       f,        =  (an  —  z)fn-i-  bifn^,. 

Setzt  man  für  die  f  ihre  Werthe  ausgedrückt  durch  y,  so  entsteht,  indem  ^4,4.1 
Null  ist,  dci.s  Svstein 
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Da  die  c  proportional  den  y  sind,  so  geben  auch  die  c  in  der  That  die 
Lösung  dieses  Systems  (69,  a);  sie  sind  genau  die  Goefßcienten  der  orthogo- 
nalen Substitution,  weil  man  ausserdem  lint 

c?o  +  c?i  +  -..-|  c^  =  1. 

AuB  den  Gleichungen  (69,  d)  folgt  nach  Sturm's  Methode  sofort 
die  Realität  und  Verschiedenheit  der  Wurzeln,  wenn  die  a  und  6 
reell  sind.  Nur  wenn  eine  oder  mehrere  Gonstante  6  Null  wären, 
könnten  Wurzeln  gleich  sein.  Diesen  einfacheren  Fall,  in  welchem 
fn  in  ein  Produkt  von  mehreren  Functionen  ähnlicher  Beschaffenheit, 
F  in  eine  Summe  von  Functionen  derselben  Art  wie  V  zerfällt, 
deren  jede  eine  geringere  Zahl  von  Veränderlichen  besitzt  als  F, 
—  der  fttr  unsere  Anwendungen  kein  Interesse  gewährt,  —  verfolgen 
wir  nicht  weiter. 

Indem  man  nach  §  64  das  System  der  linearen  Gleichungen 
(69,  d)  mit  einem  Kettenbruch  in  Verbindung  bringt,  erhält  man 
schliesslich  für  die 

Aufgabe:  Es  soll  eine  Form  zweiten  Grades  (in  Jacobi's 
Sinne  eine  Form  mit  der  kleinsten  Anzahl  von  Gliedern) 

durch  eine  orthogonale  Substitution  (A) 

^0  =Cooyo+Coiyi  +  -  +  ci)-y« 


.3 


in  die  Form 

verwandelt  werden, 

folgende  Lösung: 
Bezeichnet  man  durch  3tj  =  «,  — *,  etc.  schliesslich  %t^.i 
die  Näherungsnenner  des  Kettenbruchs 


a,  —  Ä  — 


a,  — 5  — 


6.6. 


a.  —  5 
27* 
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80  sind  äq,  s,,  ...,  2„  die  Wurzeln  der  Gleichung  91«+i(ä)  =  0. 
Die  Coefficienten  c  der  Substitution  werden  durch  die 
Gleichungen  bestimmt 

Dieselben  Ausdrücke  erhält  man  auch  fttr  die  Unbe- 
kannten c  des  Systemes  (69,  d)  auf  S.  418,  wenn  diese  noch 
die  Gleichung  erfüllen  sollen 

Beispiel.     Um  a^xl  —  2b^XQX^'{-a^x]  zu  transformiren,  seUt  man 

v^_! 

6,6 


O,  — 5— -^^ 


O,  — 5 


und  ßndet 

N,  =  o,-  s,     iV,  =  (o,— a)(a,  —  3) -6J. 

Sind  iSg,  8,  di)>  Wurzeln  von  JV,  =  0,  so  hat  man  demnach  folgende  ortho- 
gonale Substitution 

§  109.  Zunächst  betrachten  wir  die  Functionen  des  ellip- 
tischen Cylinders,  als  Beispiel  flir  das  Vorhergehende,  in  Bezug 
auf  ihre  Verbindung  mit  einer  orthogonalen  Substitution.  Wiederum 
behandeln  wir  die  erste  Classe  ausführlicher.  Hängt  man  in  (66,  ä) 
auf  S.  406  den  @  und  den  Coefficienten  a  zugleich  den  Index  s  an, 
um  die  verschiedenen  Individuen  der  @,  welche  zu  demselben  ß 
gehören,  von  einander  zu  unterscheiden,  macht  also 

&s(v)  =  iöi  +  J  a;cos2ii9), 
SO  wird  man  haben  (S.  415) 

\(q>)®T(q>)dV  =  4a*oaH--Saiof;  =0, 

0 

SO  lange  s  und  t  verschieden  sind;  sind  jedoch  s  und  t  einander 
gleich,  so  verschwindet  das  Integral  nicht  mehr.  Andrerseits  hat 
man  das  System  linearer  Gleichungen  (66,  6),  welches  die  er  ver- 
bindet und  die  Form  des  Systemes  (69,  a)  besitzt.  Beide  stimmen 
überein,  wenn  man  im  letzteren  setzt 

für        Co,         c„,     6,,    6„    o«,       5 

re«P-     T^^oj     ttn,     1^2,     1,    n'b,    6s, 


nJ 
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lind  man  hat  das  Resultat:  Wird  die  Form  zweiten  Grades 
mit  unendlich  vielen  Veränderlichen 

r  =  •^2^2.x^x^+bVx]-2x^x,-\-b(2x,y-2x^x,+bCix,y--  in  infin. 
durch  eine  orthogonale  Substitution  in  die  Form 

transformirt,  so  verhalten  sich  die  Gonstanten  a,  aus 
denen  nach  (66,  d)  die  ®s  gebildet  werden,  zu  einander 
wie  die  Goefficienten  der  orthogonalen  Substitution  auf 
S.  420,  so  dass  man  hat 

«; :  o*, :  a\  :  •••  =  y,o .  1^2 :  y,i :  y,o :  etc. 
Der  Kettenbruch,  aus  dessen  Nenneiii  ^  die  y  gebildet  werden,  ist 

(70)...    2=-^ -- 

-6. '- 

^        ^      6(4—3) 

Fttr  die  anderen  Klassen  der  @  findet  man  ebenso  die  in  wenig 
veränderter  Form  schon  aus  §  105  bekannten  Resultate. 

§  110.  Unsere  Untersuchungen  über  orthogonale  Substitutionen 
wenden  wir  ferner  an,  um  für  die  Lam^'schen  Functionen 
die  noch  unbekannten  Goefficienten  g  und  h  des  §97  zu 
ermitteln.  Die  ersteren  nehmen  ein  besonderes  Interesse  fttr  sich 
in  Anspruch,  indem  sie,  wie  man  aus  den  Gleichungen  (60)  und 
(60,  a)  weiss,  zugleich  in  der  Eutwickelung  der  Lama 'sehen  Func- 
tionen nach  Zugeordneten  und  in  der  nach  Gosinus  und  Sinus  der 
Vielfachen  eines  Winkels  x  auftreten.  Wii  bestimmen  die  g  und 
A  zugleich ,  indem  ihre  Wechselbeziehung,  welche  auf  ihrem  Ver- 
halten zu  einer  orthogonalen  Substitution  beruht,  das  Auffinden 
dieser  Goefficienten  erleichtert. 

Man  ftthrt  in  die  DiflFerentialgleich.  (59)  fttr  die  Function  «**" 
Grades  £  die  Veränderliche  z  durch  die  Gleichung 

ein,  darauf  den  Winkel  x  ^^  f^  durch  die  auf  S.  354  angegebene 
Gleichung  und  schliesslich  die  Gonstante  x  des  §  96,  S.  372,  deren 
Reciproke  wir  durch  k  bezeichnen,  so  dass  man  hat 

c>7i'-6^        c'— 6'        1 
(1   Acos2x)<i's  (2w-  l)lcoH2xdZ'dx  ♦  [<« » 1)  2v  hw(w-l)A.cos2xj5rfx'=0, 
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Entwickelt  man  s  zuerst  nach  Cosinus  der  geraden  oder  der 
ungeraden  Vielfachen  von  %  (m-  vergl.  (60,  a)  auf  S.  377),  so  hängen 
die  h  durch  die  linearen  Gleichungen  von  einander  ab 

(o)  ...     («  +  m  +  l)(n  +  i»-f-2)AÄ«4.2  +  2[n(n  +  l)-iii'— 2t;]Ä,^ 

+  (ji  —  m+lXn-m  +  2))Lh^-2  =  0. 
Zur  Bestimmung  der  t;  dient  die  Forderung,  dass  h,n  =  0  sobald 
m  >  it*,  es  wllrde  schon  genügen,  dass  man  &„«  zu  Null  macht,  fbr 
m  =  n-\-l  resp.  =  ii-)-2,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist, 
wenn  es  sich  um  die  üf,  gerade  oder  ungerade,  wenn  es  sich  um 
die  L  handelt. 

Wird  ferner  z  nach  Sinus  der  Vielfachen  von  %  entwickelt, 
so  besteht  zwar  im  allgemeinen  dieselbe  Gleich,  (a)  zwischen  den 
Coefficienten  ä;  nur  für  m  =  1  resp.  iw  =  2,  je  nachdem  es  sich 
um  die  M  oder  iV  handelt,  ist  sie  mit 
(6)  ...     in  +  2Xn  +  S)lh^-\'[2n(u+l)-4v-2  —  Xn(n+l)]h^  =0, 

(c)  ...    (ii  +  3)(w  +  4)Aä,  +  2[»(w+1)-2i;-4]ä,  =0 
zu  vertauschen. 

Dieselben  Gleichungen  zwischen  denselben  Coefficienten  h 
würde  man  erhalten  haben,  wenn  man  von  den  Gleichungen  (60) 
und  nicht  wie  so  eben  von  (60,  a)  ausgegangen  wäre,  also  die 
Function  E(y)j  statt  nach  den  trigonometrischen  Functionen,  nach 

den  Zugeordneten  P^(  .--)  mit  festem  n  geordnet  in  die  Differen- 
tialgleichung der  E  eingesetzt  hätte.  Aus  der  Differentialgleich. 
(36)  folgt  nämlich  mit  Hülfe  der  Becursionsformeln  des  §  63  dass 

sich  in  den  einfachen  Ausdruck  verwandelt 

2[«(n-|-l)-m1P:(J)+(n--iii)(ii--ii»--l)iP:.,(-^) 

+  («  +  m)(ri  +  m-l)AP,;+,(-^), 

wonach  die  Herstellung  der  Gleichungen  (a)  auch  auf  diesem  Wege 
ohne  Schwierigkeit  erfolgt. 

Man  findet  die  vollständige  Entwickelung  dieser  sich  auf  die 
Zugeordneten  beziehenden  Formel  im  §  92  der  ersten  Auflage  dieses 
Handbuchs.  Sie  lässt  sich  durch  Anwendung  der  Formeln  des 
§  63  kürzer  fassen  als  es  dort  geschah. 
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Das  Integral  zweiter  Gattung  F  kann  man  in  ähnlicher 
Weise  in  Reihen  entwickeln,  die  aber  in'ß  Unendliche  fortlaufen, 
nämlich  in  solche,  die  nach  den  Zugeordneten  zweiter  Art  0„, 
geordnet  sind,  oder,  wenn  man  F= ju"""-*.j  gesetzt  hat,  so  dass  g  nach 
€osinus  oder  Sinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitet.  In  beiden 
Fällen  treten  statt  unserer  Constanten  h  solche  auf,  die  —  n — 1  da 
enthalten,  wo  die  unsrigen  n.  Wir  unterlassen  die  weitere  Aus- 
führung und  gehen  zur  Bestimmung  der  g  und  h  zurück. 

§  111.  Die  h  hängen  nicht  durch  ein  solches  System  Glei- 
chungen zusammen,  wie  die  c  im  §  108,  aus  dem  man  ganz  direkt 
ihre  Verbindung  mit  einer  oi*thogonalen  Substitution  ableiten  konnte, 
wohl  aber  die  g,  weshalb  wir  auf  diese  tibergehen.  Wir  legen 
dazu  das  Schema  A.  des  §  97  zu  Grunde,  und  behandeln  die  ver- 
schiedenen Klassen  der  £  gesondert,  nur  eine  ausführlich,  die  ganz 
willkürlich  gewählt  werden  kann.    Wir  wählen  die  üT. 

Die  erste  Gleichung  des  Schema  A.  (n  stellt  wie  dort  die  ge- 
raden Zahlen  0,  2,  4,  etc.,  im  ganzen  a  +  1  Werthe,  vor  und  s 
ebenso  viele  Indices),  nämlich 

multiplicire  man  mit  einer  Gleichung  derselben  Art 

c,  =  2:g':f(.0i)K.(v\ 

in  der  also  p  eine  gerade  Zahl  wie  n  bezeichnet,  ferner  mit 

und  integrire  nach  0  und  tp  von  0  bis  j;i,  also  nach  €  und  K  von 
0  bis  ü)  oder  nf.  Die  linke  Seite  wird  dann  (§  78,  d.  M.  beachte 
den  Schluss  des  Paragraphen)  Null,  wenn  p  und  n  verschieden 
sind,  aber 

2(2«  +  l)*aV 
wenn  p  =  n  und  a  durch  (46,  d)  gegeben  ist.    Um  Verwechselungen 
zu  vermeiden,  wählen  wir  in  diesem  Kapitel  ir,  um  die  Ludolph'sche 
Zahl  zu  bezeichnen.    Die  rechte  Seite  verwandelt  sich  in 

* 
wenn  wir  uns  den  willkürlichen  multiplicirendeu  constanten  Faktor 
von  K  geeignet  ausgewählt  denken.    (M.  vergl.  §  98;  es  muss  dort 
/  in  (/*)  zu  1  werden.)    Hiermit  ijst  nachgewiesen,  dass  die  g  zwar 
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Dicht  selbst  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  sind,  sich 
aber  wie  solche  zu  einander  verhalten. 

Um  ein  Endresultat  von  möglichst  einfacher  Form  zu  erhalten, 
ftthre  man  statt  der  g  die  Buchstaben  g  ein,  die  sich  von  ihnen 
nur  durch  eine  Constante  unterscheiden,  indem  man  ftlr  jeden 
Index  m,  nicht  nur  wenn  m  eine  gerade  Zahl  n  ist,  setzt 


C 


g,  =2p,.l  --  —     . 
'  (2ri+l)a, 

Man  hat    dann  das  Resultat:  Die  Zugeordnete  n*""  Grades 

Cn  lässt  sich   nach  Lame'schen  Produkten  erster  Klasse 

in  die  Reihe 

(71) . . .  |/-^J^6;  c;i/i, H  =  ifl/Ä'.»*-;« 

entwickeln,  wo  die  (a+1)'  Coefficienten  g  Coefficienten 
einer  orthogonalen  Substitution  sind  und  gesetzt  wird 

.,     |l.3...(2ii>-l)[_ 
"""'''/7(w  +  m)/7(«— lfI)■ 
{tlr  m  =  0  die  Hälfte  genommen,  so  dass  im  allgemeinen  6.  =  a«, 
nur  b^  =  ia^. 

Die  Resultate  fttr  die  übrigen  Klassen  der  La mö' sehen  Func- 
tionen erhält  man  aus  (71)  durch  Vertauschungen  von  Buchstaben 
wie  bei  der  Ansicht  des  Schema  A.  im  §  97  fast  selbstverständlich 
ist.  Vertauscht  man  in  (71)  links  zuerst  n  mit  c,  dann  C  mit  S 
(nicht  zugleich  n  mit  i),  drittens  C  mit  S  und  zugleich  n  mit  i,  so 
hat  man  rechts  fUr  K  zu  setzen  resp.  L,  ff,  X  und  die  Summation 
resp.  über  w — a,  «  — a,  a  Werthe  von  s  auszudehnen. 

Um  endlich  die  g  völlig  zu  bestimmen,  bedient  man  sich  der 
Untersuchung  über  die  h  im  vorigen  Paragraphen  in  der  Art,  welche 
im  Eingange  des  §110  angedeutet  wurde.  Weil  die  g  einer  ortho- 
gonalen Substitution  angehören,  hat  man  aus  (71) 

(71, a)  . . .     l{:(ji)K:{v)  =  1  l'--'  +  ^  .6;  Q:c;Ui,  y\. 

Diese  Gleichung,  mit  der  ersten  im  Schema  B.  des  §  97  verglichen, 
giebt  den  Ausdruck  der  h  durch  die  g,  nämlich 

(71,6)  ...    ä't  =  g7  1/ "  /^  -6",. 

Setzt  man  denselben  in  die  Recursionsformel  («)  des  §  110  ein,  so 
erhält  man  eine  solche  fttr  die  g  und  hieraus  fttr  die  g. 
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Znr  beBseren  Uebersicht  stelle  ich  sie  hier  mit  einigen  im 
Vorhergehenden  vorkommenden  oder  noch  einzuführenden  Bezeich- 
nungen und  Formeln  zusammen: 

-  =  A,     Xx  =  l; 


c'  +  b' 

4€«  =  («—  m)(« -f-  m  -f  1),    (m  >  0);        4««  =  2n(ti  +  1); 
ar=  jn  wenn  n  gerade,  a  =  ^(n — 1)  wenn  n  ungerade  ist, 

wenn  ts  >  0.  Dieses  System  von  Gleichungen  hat  genau  die  Form 
wie  das  fttr  die  c  in  (69,  d)  S.  418.  Wir  können  demnach  auf  die 
GoefGcienten  g  die  Sätze  anwenden,  welche  man  am  Schlüsse  des 
§  108  findet  und  haben  als  Resultat,  bei  dessen  Ausdruck  es  un- 
bedenklich sein  wird  auch  eine  Zeile  oder  Wurzel  die  0'**  zu 
nennen: 

I.  Satz:  Die  Coefficienten  q^  in  (71,  o)  sind  die  Coef- 
ficienten  in  der  s^''"  Horizontalreihe  der  orthogonalen 
Substitution,  durch  welche  die  Form 

(71,  rf)    ...       €^x'^-\-2X€^€,X^X^  +  (€]  +  €l)x]  +  2l€^€,X^X^-\-''' 
"'+  2i«2m-2ß?,/i-li»m-iaJm+  (ß2»i-l  -f  €?m)^iH ^-  («*0-l  +  £2a)xl 

in  die  Form 

transformirt  wird. 

II.  Satz:  Die  Coefficienten  der  sämmtlichen  Horizontal- 
reihen ergeben  sich  aus  dem  Kettenbruch 

(^2)-  ^z^r 

+  A»    Co  £. 

^,-\-^A  —  v 

der  von  selbst  mit  dem  a+l"""  Partialnenner  e^a-^i  +  e^o — v 
abbricht.    Es  findet  nämlich  die  Proportion  statt 

(72,«)...     9;:g^...:9Jo_l:^^^J:-^l^    :...:_   _«'!.^« 

wenn  9t  die  Näherungsnenner  des  Kettenbruchs  in  der  Art 
bezeichnet  dass  e^ — v  =  91,  wird,  und  man  für  v  die  «** 
Wurzel  der  Gleichung  91^+1  =  0  setzt. 

Diese  Gleichung  vom  Grade  a  + 1  vertritt  also  die,  welche  man 
nach  Lam^  zu  lösen  hat  um  die  Functionen  K  zu  bilden.    Die  g 


42(i  n.  Theil.     Viertes  Kapitel.  §  112,  T'2. 

selbst  zu  finden,  hat  offenbar  nicht  die  geringste  Schwierigkeit. 
Indem  man  auf  der  rechton  Seite  der  Proportionen  (72,  a)  das  yr'*  Glied 

mit  V6"^  multiplicirt,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  mit  dem 
Nenner  dieser  Wurzelgrosse  dividirt,  verwandelt  sich  die  linke  Seite 
nach  (71,  6)  in  das  Verhältniss  der  A,  so  dass  man  durch  Einsetzen 
der  Werthe  in  (fiO,  a)  die  Entwickelung  nach  Cosinus  der  Viel- 
fachen von  X  und  durch  Einsetzen  derselben  Constanten  in  (60) 
zugleich  die  Entwickelung  nach  Zugeordneten  findet.  Die  Deter- 
minante 9la+i  ist  eine  solche  von  der  einfachen  Form  wie  auf 
S.  262;  man  beachte  auch  dass 

2 (€„.  +  €„._ t  —  i;)  =  w (w  -f- 1 ) — m'  —  2u. 
Die  g  findet  man  nach  S.  424  durch  Multiplication  der  g  mit  ein- 
fachen Constanten. 

§  112.  Durch  dieselbe  Methode  bildet  man  die  g  und  h  fbr 
die  tlbrigen  Klassen  der  E  mit  Hülfe  der  Constanten  g,  indem  man 
nicht  nur  für  einen  geraden  Index  m,  wie  in  (71,  6),  sondern  für 
einen  beliebigen  setzt 

h'       «•  1/2V+I     , 

Die  Becursionsformel  (71,  c)  besteht  dann  noch  im  allgemeinen, 
wenn  die  gerade  Zahl  n  mit  einer  beliebigen  andern  positiven 
Zahl  m  vertauscht  wird,  ßei  der  vierten  Klasse  der  £,  den  iV, 
beginnt  jedoch  das  System  erst  mit 

*6i'^/v^  +  («,  +  «i-  tOflf^^O, 
bei  der  zweiten  und  dritten  Klasse  mit 

WO  das  obere  Zeichen  sich  auf  die  L,  das  untere  auf  die  H  bezieht 
Daher  hängen  bei  den  JV  die  Constanten  g  vermittelst  des- 
selben Kettenbruchs  (72)  zusammen  wie  die  üT,  aber  so,  dass  für 
die  iV  die  Proportion  besteht 

fl/:fl/:...:i7;^  =  3.:'''^*:-'^     :etc.:     ?^""!^^.  , 

wenn  die  3  die  Näherungszähler  des  Kettenbruchs  (72)  in  der  Art 
vorstellen,  dass  3,  gleich  1  ist.  Die  Werthe  von  1;  ergeben  sich 
durch  Auflösung  der  Gleichung  3o  n  =  0. 

Die  Coefficienten  der  L  und  /W  erhält  man  durch  die  Nenner 
und  Zähler  des  Kettenbruchs  (72,  a) 
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1  _        g.  ^ 


der  gleichfalls  von  selbst  abbricht.  Die  Wurzeln  des  letzten  Nähe- 
rongs-Nenners  oder  Zählers  geben  die  den  L  oder  M  entsprechenden 
Werthe  der  v. 

§  113.  Die  vorstehenden  allgemeinen  Ausdrücke  wenden  wir 
auf  specielle  Fälle  an. 

Ftlr  6  =  0,  also  A  =  x  =  1,  kennt  man  bereits  aus  §  91  die 
Werthe  von  t;,  welche  die  Functionen  IT,  L,  Jl,  iV  geben.  Es  sind 
nämlich  die  Wurzeln  v  bei  einem  geraden  n 

für  die  Klasse  K     0,    4,  16,    ...        n% 

n         n  n  ^        4,    16,    36,       .  .  .  «^, 

„       J/     1,    9,  25,     ...    (n-iy, 

„      ,         ,       JV     1,    9,  25,    ...    (n-l)' 

und  bei  einem  ungeraden  n 

für  die  Klasse  K     1,  9,  25,    ...        w', 

,     „       „     M    0,4,  16,    ...    («-!)', 

,      ,         ,      -V        4,  16,    ...    (a-1)'. 
Demnach  ist  fttr  ein  gerades  n  der  Kettenbrucb  (72)  gleich 

_  («^— lX"-t>)...(v-(n— 1)') 
'  v(i'— 4)(i)  - 16).. .(r -  «')   ' 

ond  der  Kettenbrucb  (72,  a)  gleich 

(v— OC«  -  0).^(r-  (w^)*) 
(v  -"4Xv —1 6) ...  (v  -  n'J    ' 

fUr  ein  ungerades  n  sind  sie  resp.  gleich 

_  (t;— 4)(t;-16).. .  (t;  -  («  -1)') 
(v-l)(w— 9)...(i>-n*)       ' 

v  (v  -  4)(v  -16).  .^(v  -  (« — 1  y) 
(r-l)(i;-t))..:(w— «')        ' 

so  dass  die  beiden  Kettenbrttcbe  für  den  Fall  x  =  1  sunimirt  sind. 
Sie  lassen  sich  nach  (c),  S.  268,  noch  weiter  transformiren ;  setzt 
man  dazu  v*  statt  v,  so  erhält  man  z.  B.  fttr  ein  gerades  n  aus 
der  ersten  von  den  vier  Formeln  das  eigenthflmliche  Resultat 
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(v  +  tiXv  \-n— 2Xv  +  «  -  4). . .  (i^  -  -  w^  =  „  -  -i?-  _ 


(i»  +  ii-l)(i;  +  «— 3)...(u-ii  +  l)  ^^__€, 


V 


Der  Kettenbruch  bricht  von  selbst  ab,  da  hier  wie  oben  gesetzt  ist 

2fi„  =  w(w  + 1),    4€„,  =  («  —  w)(/i  +  m  +1). 
Wenn  man  n  =  oo  macht,  so  komfht  man  wieder  auf  den 
Kettenbruch,    der  bei  den  Functionen  des  elliptischen  Cylinders 
auftrat. 

§  114.  Zum  Schlüsse  füge  ich  einige  Zahlenbcispiele 
hinzu,  welche  sich  auf  ein  allgemein  bleibendes  x,  aber  nur  auf  die 
ersten  Werthe  des  Stellenzeigers  n  beziehen,  und  die  Beispiele  der 
§§  92—94  vervollständigen. 

Für  n  =  0  und  n  =  1  erledigt  sich  Alles  ohne  Rechnung,  da 
für  n  =  0  nur  eine  Function  E  von  der  Klasse  K  existirt,  nämlich 
eine  Constante  und  man  für  n^  1  hat,  abgesehen  von  dem  con- 
stanten  Faktor,  der  bei  den  Integralen  solcher  Differentialglei- 
chungen gleichgültig  ist 

während  ein  JV  nicht  existirt. 

Für  die  nächsten  Werthe  von  n  wird 

1)  für  w  =  2;  fi„=3,  €|=1, 

2)  für  n  =  8;  €o  =  6i  «i  =  21  «t  =  2. 

3)  für  «  =  4;  fi,  =  10,  fi,=|,  €,  =  J,  «,  =  2, 

4)  für  w  =  0;  Cp  =  ir),  «,=7,  €,  =ß,  «j  =  S,    *4  =  2i 

f))  für  11  =  fr,  €,=21,  fi,  =  10,  e,=9,  €,^\%  e,=\\  «,=3. 

(Für  jedes  feste  n  geben  e^^  2«,,  2fij„  etc.  die  Differenzreihe  — 1, 
-2,  -3,  etc.) 

Hiernach  sind  die  Kettenbrüche  (72)  und  (72,  a),  aus  denen 
die  CoefGcienten  und  die  Gleichung  gebildet  werden,  deren  Wurzeln 
für  V  zu  nehmen  sind,  resp. 

l)  für  u=^2 

1 

;"      ük  ' 

3  —  1»— 

1  —  V 

HA 
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2)  für  »  =  3 


1- 


„  IblX ' 

o — V  —  7 

4  — V 

61 

V  +  SA-w— ^* 


3)  fflr  «  =  4 


4-"' 


,,,           45U 
10—  V 


2  —  V 


^ m 


4)  für  «  =  5 


,  -V 


, ,             105a 
15— w —     


.o  21X1 

13— V-  V7    -     , 

7  — V 


1- 


IbX 


42ili 


XX 


5)  fflr  «  =  6 


21_„ ,j,^ 


19 -V ^ 


^XX 


3-«' 
2U 


^  90XX 


41 


+  V^  -  V- 


u 


Ans  diesen  Kettenbrfichen  findet  man  die  Gleichung,  deren  Wurzeln 
die  V  sind,  indem  man  in  jedem  der  fttnf  Fälle  fttr  die  iV,  üT,  M^ 
L  den  letzten  Näherungszähler  des  in  der  betr.  Nummer  ent- 
haltenen ersten  Kettenbruchs,  oder  resp.  seinen  Näherungsnenner, 
oder  den  Näherungszähler  des  zweiten  Kettenbruchs  oder  endlich 
dessen  Näherungsnenner  gleich  Null  setzt.    Die  beiden  letzten  Aus- 
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drücke  unterscheiden  sich  nur  durch  das  Zeichen  von  iL,  so  dass 
es  nur  nothwendig  ist,  einen  von  ihnen  hierherzusetzen;  wir  wählen 
den,  welcher  sich  auf  L  bezieht,  und  haben  folgende  Gleichungen, 
von  denen  der  Reihe  nach  die  erste,  zweite,  dritte  aus  jeder 
Nummer  sich  auf  die  iV,  üf,  L  bezieht: 

1)  w  =  2 

0  =  1-1;, 

0=:5  +  3;i-2i;, 

2)  n  =  3 

0=    4-i;, 

0  =  24— ISr- 10p +  v«, 

0  =  ■33--15AM-  18;i  -  (28 +12A)t;  -|-  4v', 

3)  «  =  4 

Ü=16-7r-10i;  +  i^', 

0  =  160(1— r)-116i;  +  o2rv4-20i;'-t;* 

0  =  209  +  110;i  -  63;i'— (60  +  20;i)  V  +  4v'] 

etc.  etc.    Diese  Gleichungen  kann  man  mit  denen  zusammenstellen, 
aus  welchen  nach  Lame  die  Wurzeln  Ä,  £,  SM,  91  gefunden  wurden 
(Vergl.  §  92  u.f.).    Z.  B.  für  n  =  4  erhält  man  nach  Lara* 
0  =  v(v  -  4)(P— 16)/>'-}-168gr  +  407(i;-16), 
0  =  |p(i;-l)  — 3c"|[p(i;-9)-7c'J-t-847, 
0  =  p\v-lXv—9)  +  2Hq. 
Diese  Gleichungen  stimmen  mit  den  obigen  überein,  wenn  man  für 
p  und  q  ihre  Werthe  p  =  6'+^',  g  =  6'c'  einsetzt 

§  115.  Die  Function  F*(cosy)  selbst  liefert  eine  einfache  Ent- 
wickelung  nach  den  Lam^'schen  Produkten,  wenn  /  den- 
selben sphärischen  Winkel  bezeichnet,  wie  in  der  Gleich.  (50)  des 
§  71,  HO  dass  also 

cosy  =  cosÖcosÖj-fsinösinÖ,  C08(i//  — i/;,). 
Nachdem  man  für  0,  rp  die  elliptischen  Goordinaten  /la,  v  durch 
(58,  6),  für  (>„  ipi  ferner  /u,,  v^  eingeführt  hat,  findet  man  nach  (52) 

(a)...   ncosy)  =  i(-l)-a:(CliU,i']C:iiU.,i^J  +  S:.[^,HS:tiu.,^J). 

Drückt  man  jedes  C  und  S  mit  Hülfe  von  §  97  durch  Lama 'sehe 
Produkte  aus,  die  sämmtlich  zu  dem  oberen  Index  n  gehören,  so 
hat  P"  zunächst  die  Form 
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wenn  die  a  Constante  nach  0^  \p  bezeichnen,  die  aber  noch  6^  und 
1^,  oder  /M,  und  y,  enthalten.  Wegen  der  Symmetrie  von  y  nach 
f«,  V  und  fi,,  y,  mnss  aber  dieselbe  Grösse  gleich 

sein,  wenn  d  eine  Constante  nach  /u^,  y  und  e  nach  /u,  v^  vor- 
stellt. Aus  §98  folgt,  dass  die  drei  Ausdrücke,  weil  gleich,  auch 
identisch  sind,  wodurch  man  hat 

Os  E,(ji)  =  d,  £,(l"i),     ot,  E,(y)  =  B,  E,(v, ). 
Aus  der  ersten  von  diesen  Gleichungen  folgt 

wo  c  weder  fi  noch  v  noch  ju^ ,  also  nur  noch  v,  enthält.   Daher  ist 

cE(Ai.)E(0  =  eE(yO, 
folglich  c  =  Jlr.E(v,),  wo  k  eine  numerische  Constante  vorstellt,  so 
dasB  die  Form  der  Entwickelung,  welche  aus  (a)  entspringt,  ist 

(b)  ...     rCcosy)  =  J KE,{pi)E.{v)E,{ii,)E,(y,\ 

und  es  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Werthe  der  Constanten  k  zu  be- 
stimmen. Dies  geschieht  nach  den  Prinzipien,  aus  denen  (J)  im 
§  78  abgeleitet  war  oder  (61)  im  §  98.  Setzt  man  in  y  filr  Ö,  und 
%p^  Bogen  0,  und  i^,,  denen  elliptische  Coordinaten  ^,  und  y,  ent- 
sprechen mögen,  multiplicirt  diese  Gleichung  mit  dem  Ausdrucke, 
der  entsteht,  wenn  in  (6)  statt  0,  \p  gesetzt  wird  0.^,  i/;.^,  dann  mit 

nnd  integrirt  nach  0,  und  xp^  von  U  bis  tt  resp.  2ic,  so  entsteht 
nach  (f)  des  §  87  genau  die  ursprüngliche  Kugelfunction  P*(cosy). 
H&tte  man  P^  in  (6)  in  die  vier  mehrfach  erwähnten  gleichartigen 
Theile  zerlegt,  von  denen  irgend  einer  ^  heisse,  so  würde  "^^ 
nach  derselben  Methode  behandelt,  sich  wieder  in  sich  selbst  ver- 
wandeln. Dann  hätte  es  aber  ausgereicht  (s.  d.  Schluss  des  §  78) 
die  Integration  statt  bis  tt  resp.  27r  nur  bis  jr  vorzunehmen;  um 
dasselbe  Resultat  zu  erhalten,  muss  man  dann  freilich  das  Integral 
mit  8  multipliciren.  Jeder  Theil  ^^  giebt  Lam6'sche  Produkte 
nur  von  einer  Klasse,  so  dass  man  erhält,  wenn  C^  und  c,  zu  y, 
und  ^,  dieselbe  Beziehung  haben,  wie  ^  und  £  zu  y  und  ^, 
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?^rR.^k,yE,Q£)E.(v)E.(fi,)E.iv,) 
yfd^,f''(M,-y,yiE.(ji,)E.(y,)yde,  =  P"(co8y), 

0  0 

also  für  die  Constante  k  den  Werth  findet 
1_  ^  2(2^_iy'"^^-^^^ 


11  0 


Diese  verhält  sieb  daher  ähnlich  wie  a„^  im  §  62,  Gleich.  (46,  a) 
und  §  73.  Wählt  mau  die  Constante  in  den  £  so,  dass  das  Doppel- 
integral (der  Ausdruck  y  auf  S.  380)  gleich  1  ist,  so  findet  man 
also  die  einfache  Entwickelung  von  P  nach  Lamä'schen 
Produkten 

(73)  . . .    r(cosy)  =  2{2n  +  l)  J^(i")*^'" W*^"(i^.)*^"^^)• 
Die  Entwickelung  von  Q"(cosy)  nach  L  am  ansehen  Produkten 
verfolgen  wir  hier  nicht  weiter;  nahe  liegende  Ilebertragungen  von 
(73)  auf  den  Anfang  der  Entwickelung  von  0"(co8y)  wird  man 
nach  dem  Früheren  leicht  vornehmen  können. 

Die  Resultate,  welche  in  diesem  Kapitel  abgeleitet  wurden, 
habe  ich  zum  grösseren  Theil  im  50.  Bd.  von  Borchardt's  Journal 
und  in  der  ersten  Auflage  dieses  Handbuchs  mitgetheilt.  Die  Ab- 
leitung ist  hier  vereinfacht  und  die  Resultate  sind  durch  Anwendung 
auf  die  Functionen  des  elliptischen  Cylinders  vervollständigt,  dessen 
Theorie  die  Einführung  und  Untersuchung  einer  orthogonalen 
Substitution  für  eine  unendliche  Menge  von  Veränder- 
lichen verlangte. 


Fnnftes  Kapitel. 

lieber  die  Entwickelung  von  Functionen  zweier  Veränder- 
lichen nach  Kugelfunctionen. 

§  116.     Im   §  78,  f  hatten    wir   eine  Function   f(P.ip)   nach 
Kugelfunctionen  entwickelt  und  fanden,  es  sei 
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(6)  . . .    X-  =  -??-+l/"''8m  Ö,  de, ff  {6, ,  1/;,)  P"(co8y)d,^,. 

Dieser  Satz  war  dort  durch  ein  Verfahren  abgeleitet  worden, 
welches  sehr  beschränkende  Voraussetzungen  über  die  Beschaffen- 
heit von  f  und  die  Art  der  Convergenz  dieser  Reihe  enthielt.  Er 
gilt  aber  immer,  wenn  f  eine  endliche  einwerthige  Function  vor- 
stellt, die  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Maxima  und  Minima  be- 
sitzt, wenn  ausserdem  /"(ö,  0)  =  f(ß^  2n)  und  /*(0,  \p)  sowie  f(n^  xp) 
von  tff  unabhängig  sind. 

Bedeuten  die  Länge  r  und  der  Bogen  tp  Polarcoordinaten  in 
einer  Ebene,  so  wird  eine  einwerthige  Function  q>(r^tp)  nur  dann 
auch  eine  einwerthige  Function  des  Ortes  in  der  Ebene  sein,  wenn 
sie  nach  ip  die  Periode  2n  besitzt,  und  im  Anfangspunkte,  für  r  =  0, 
von  %p  unabhängig  ist.  Ebenso  sind  die  drei  letzten  Bedin- 
gungen, welche  f(ß^  \p)  erfüllen  soll,  der  analytische  Ausdruck  dafür, 
dass  diese  Function  sich  durch  das  System  der  Meridiane  und 
Parallelkreise  (M.  vergl.  S.  302)  als  Function  des  Ortes  auf  der 
Kugel  mit  dem  Radius  1  darstellen  lasse,  da  dem  Nordpol  und 
Südpol  jede  Länge  zukommt. 

In  der  berühmten  Abhandlung:  Sur  les  series  dont  le  terme 
g^neral  dopend  de  deux  angles  etc.*)  hat  Dirichlet  die  Summe 
der  Reihe  nicht  nur  aufgefunden,  wenn  f  den  angegebenen  Be- 
dingungen genügt,  sondern  auch  noch  in  anderen  Fällen  gezeigt,  dass 

eine  Grenze  für  n  =  oo  besitze,  und  dieselbe  ermittelt.  Wir  werden 
in  diesem  Ka])itel  die  wesentlichsten  von  seinen  Resultaten  ableiten. 
Damals,  vor  mehr  als  40  Jahren,  war  .es  ein  Fortschritt  der 
Wissenschaft,  dass  Dirichlet  den  IriTthum  in  dem  Beweise  auf- 
deckte, welchen  Poisson**)  für  den  Satz  gegeben  hat.   Poisson 

summirte die  unendl. Reihe 3a'»X'*  fttr  a<l  und  suchte  die  Grenze 
dieser  Summe  für  a  =  1  auf.  Man  weiss  durch  einen  Satz  von 
Abel,  dass  diese  Grenze  mit  I?X"  übereinstimmt,  —  vorausgesetzt 

*)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  17,  1837. 

**)    Journal  de  TEcole  polyt.   19'"^  cahier,  p.  145 ;  Additions  k  la  connaissance 
des  temps  pour  Tan  1820  et  pour  l'an   1831;  Theorie  de  la  chaleur  p.  212. 
U«ine,  Theorie  der  Kagelfunctioneu.    2.  Aufl.  28 
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dass  die  Reihe  der  X  convergirt.  Den  BeweiB  für  die  Convergenz 
hat  aber  Poisson,  wenn  man  von  einigen  geringeren  Mängeln 
abweht,  nur  unter  VorauBsetzungen  über  die  Continuität  der  Diffe- 
rentialquotienten von  f  geführt,  die  nicht  einmal  in  dem  Beispiele 
eintreffen,  welches  er  in  der  Gonnaissance  des  temps  pour  1829 
S.  348  giebt. 

Bei  seinen  Untersuchungen*)  über  die  Convergenz  der  Reihe 
in  (a)  setzt  Hr.  Bonnet  zwar  weniger  voraus,  verlangt  aber  dass 
eine  Function,  welche  aus  f  gebildet  ist,  nämlich 

(c)  . . .    F(d)  =  ^-f'^fiß.  v)rfv, 

nach  0  differentiirt  werden  könne,  eine  Voraussetzung,  welche  den 
Beweis  wesentlich  erleichtert.  Für  viele  praktischen  Anwendungen 
reicht  übrigens  der  Beweis  aus,  da  die  Voraussetzung  bei  Functionen 
zutrifft,  welche  einer  partiellen  Differentialgleich,  genügen. 

Herr  Kronecker  machte  mich  vor  längerer  Zeit  darauf  auf- 
merksam, dass  bei  unserer  heutigen  Eenntniss  von  Eigenthümlich- 
keiten  der  Functionen  auch  Dirichlet*s  Beweis  nicht  mehr  völlig 
genügt,  da  er  die  Voraussetzung  enthält,  dass  das  Aggregat 

Q(xp)  =  —Bm{ip/        _!.'-  — '  -  - h  cos  i  \lj/     —=il~=^A^7^^rTz. 

^      y2(cosi/;— cosjj)  '^,      y2(cosi?— cosv') 

nach  xf)  differentiirt  werden  könne,  wenn  F(i//)  den  durch  (c)  ge- 
gebenen Mittelwerth  vorstellt.  Ich  bin  nicht  im  Stande  anzugeben, 
welche  Eigenschaften  f  hierzu  besitzen  muss,  nicht  einmal  ob  die 
Differentiation  in  dem  einfachen  Falle  möglich  sei,  wenn  für  f  eine 
continuirliche  Function  der  Coordinaten  6  und  %p  gewählt  wird. 

Zum  Glück  lässt  sich  die  Lücke,  welche  hierdurch  im  Beweise 
für  die  Entwickelbarkeit  nach  Kugelfunctionen  entstanden  ist,  mit 
Hülfe  einer  Arbeit  des  Herrn  Ulisse  Dini**)  ausfüllen;  ich  be- 
nutze dieselbe  da  wo  es  nicht  möglich  war  Dirichlet  zu  folgen. 


*)    Li  ou  vi  IIb,  Journal  de  M.  1852:  Thbse  de  M^canique. 

**)  Annali  di  Matematica  pura  cd  applicata  diretti  da  F.  Brioschi  e  L. 
Cremen a,  Serie  II'\  Tomo  VP,  Fascicolo  2^,  Maggio  1874,  Milano:  Sopra  le  serie 
di  funzioni  sferiche  S.  112—140  und  Fase.  3<>  S.  208—215.  Auch  Herr  Dini  findet 
eine  Ungenauigkeit  in  Dirichlct*s  Beweise,  über  den  er  sich  so  äussert:  NelU 
dimostrazione  di  Dirichlet  p.  es.  la  quantita  che  si  trova  indicata  conf:^'(0) 
dovrebbe  calcolarsi  cercando  il  limite  di  Ö'(i^)  per  \p  positivo  e  tendente  a  zero,  e 
non  prendendo  per  essa,  come  ia  Dirichlet,  il  valorc  di  N'(i/')  per  li' a=  0,  o  al- 
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§  117.  ludem  wir  uns  zur  Aufsuchung  der  Grenze  von  S" 
wenden  (§  116),  betrachten  wir  mit  Dir  ic  hl  et  zunächst  die  Summe 
der  Glieder  X  im  Punkte  Ö  =  0.  Daselbst  ist  y  =  ö, ;  fllhrt  man 
wie  oben,  durch  (c),  die  Function  F(d)  ein,  so  wird  das  in  dem 
Ausdrucke  (6)  für  X  vorkommende  Integral  nach  i/;,  gleich 

27rF\voH6,)F(0^) 
und  es  bleibt  also  die  Grenze  fttr  w  =  oc  des  Ausdrucks 

aufzusuchen,  wo 

X"  =  ^^''^^^  pF(ß)P\Qme)%\xiddO, 
'—I 
Mit  Herrn  Dini  benutzt  man  hierzu  die  Gleichung  (1(5,  b)  S.  93, 
durch  welche  sich  ergiebt 

»"1  ID»  i  1- 


c"  ■•■ -=/V(.)f-:;-T;] 


und  für  «  =  0 


dr 


2r  =  -fF(6)  ;;^  de. 


Hierdurch  erhalt  man 


-^S' ^/f(0)';^  dO  r/m'";^    äß, 


0  (I 


wenn  man  in  beiden  Integralen  bis  d  =  n  integrirt. 

Es  zeigt  sich  nun  erstens,  dass  die  Grenze,  welcher  sich 
die  rechte  Seite  mit  wachsendem  u  nähert,  unabhängig 
von  0  ist,  nämlich  dieselbe  ist,  welche  num  findet,  wenn  man  in 
beiden  Integralen  nicht  bis  nr,  sondern  nur  bis  zu  einem  beliebigen 
positiven  unter  n  liegenden  festen,  ja  sogar  auch  nur  bis  zu  einem 
positiven,  mit  wachsendem  n  zu  Null  abnehmenden  0  integrirt,  vor- 
ausgesetzt, dass  F(ö)  und  F(n  —  0)  endlich  und  von  +0  bis  zu 
einem  beliebig  kleinen  0  continuirlich  bleiben,  femer  innerhalb  der 
Integrationsgrenzen  nicht  unendlich  oft  vom  Wachsen  zum  Ab- 
nehmen Ubergehn  und  umgekehrt. 

Diesen  Satz  beweist  man  durch  eine  Methode,  welche  bereits 
im  2.  Zusatz  zum  I.  Ka])itcl  bei  der  Theorie  der  trigonometrischen 

meno  dovrebbe  anche  mostrursi  la  continaitu  di   Ö'(»,''j  per  i/»  =  0,  cio  che  da  Di- 
richlet  iion  vieii  fatto,  e  nortercbbe,  iiii  pare,  aicune  restri/Joni. 

28* 
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Reihen  angewandt  wurde  und  so  ausführlich  dargelegt  ist,  dass  es 
erlaubt  sein  wird,  hier  kürzer  zu  sein.  Ohne  der  Allgemeinheit  zu 
schaden,  wird  man  z.  B.  annehmen  dürfen,  dass  F(d)  von  0  bis  n 
positiv  sei  und  überhaupt  nicht  zunimmt. 

Die  n  Werthe  von  d  zwischen  0  und  ä,  bei  denen  P"(cosö) 
verschwindet,  mögen  a,,  ofj,  ...  a„  heissen;  zerlegt  man 

0 

in  eine  Summe  von  Integralen  desselben  Elen^ents  zwischen  den 
Grenzen  0  und  «,,  a^  und  a„  etc.,  schliesslich  a„  und  tt,  so  wird 
in  jedem  derselben,  das  erste  und  letzte  ausgenommen,  dP  einmal 
das  Zeichen  ändern,  indem  zwischen  je  zwei  reellen  Wurzeln  irgend 
einer  ganzen  Function  xiO)  je  eine  der  Function  x'i^)  l^ögt.  Ist 
/^„,  die  zwischen  d  =  a„,  und  ö  =  am+i  liegende  Wurzel  von 
dp""  =  0,  so  giebt  eine  neue  Zerlegung 

=  i>-(cos/y«)[F(/J,.-  (J,,)-F(/»m  +  ««Ol, 
wo  dm  zwischen  a«  und  ßm^  «m  zwischen  ßm  und  a^+i  liegt.    Das 
Integral  auf  der  Linken  ist  also  in  jedem  Falle  kleiner  als  der 
Zahlwerth  von 

P"(cos/y,.)[F(«.)-FK+i)]. 

Aus  der  Gleichung  (29,  c)  auf  S.  178  ist  bekannt,  dass  P^{cmO) 
sich  mit  wachsendem  n,  bis  an  die  Ordnung  |,  dem  Werthe 


l/— ^.cos((fi  +  4)Ö--';-) 


nähert,  so  lange  6  eine  nicht  mit  n  zu  Null  convergirende  Grösse 
bezeichnet.  Zu  dem  Beweise,  den  wir  hier  fUhren  wollen,  genügt 
dies  jedoch  nicht.  Es  nähert  sich  aber,  wie  am  Anfange  des  §  42 
nachgewiesen  und  S.  183  besonders  hervorgehoben  wurden,  P"(co8Ö) 
sogar  dann  noch  der  Null,  wenn  d  selbst  unendlich  klein  wird, 
allerdings  nur  so,  dass  wO  schon  mit  n  in's  Unendliche  wächst, 
wo  er  <  J. 

Hieraus  folgt,  dass 

0  (I  L 
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mit  wachgendem  n  sich  der  Null  nähert,  wenn  man  für  t]  und 
n — f  beliebig  kleine  Grössen  setzt,  feste  oder  sogar,  was  jetzt  ge- 
schehen soll,  mit  n  veränderliche,  freilich  nur  solche,  welche  mit 

y^it  multiplicirt  noch  in's  Unendliche  wachsen. 

Zweitens  gelingt  es  die  Grenze  aufzufinden,  welcher  sich  die 
beiden  zu  subtrahirenden  Integrale  in  (e)  nähern.  Das  erste  In- 
tegral von  0  bis  rj  giSbt  nämlich,  nach  dem  zweiten  Mittelwerth- 
satze  *), 

j0-äd  +  (F(rj)-F(i^-O))/    ""[  dO, 

wenn  §  einen  Werth  vorstellt,  der  zwischen  0  und  17  liegt,  mög- 
licher Weise  auch  gerade  gleich  0  oder  ti  ist.  Der  Faktor  von 
F(0),  der  gleich  ist  P"(co8i?) — 1,  nähert  sich  mit  wachsendem  n  be- 
liebig der  Grenze  — 1,  indem  nach  dem  oben  hervorgehobenen 
Satze  P(co8Jj)  für  n  =  oc  sicher  Null  wird  und  F{ri)  —  F{-\-0)  wird 
Null,  da  17  mit  wachsendem  n  zu  Null  herabsinkt,  so  dass  die 
Grenze  des  ersten  Integrales  —  F(-|-0)  ist.  Das  zweite  von  den 
abzuziehenden  Integralen  in  (e),  nämlich  das  Integral  von  ^  bis  tt, 

giebt  für  «  =  cx) 

(_l)»F(7r-0), 

wie    die    Substitution   n  —  0    statt   d  in   demselben   sofort   zeigt. 

Wendet  man  die  gleiche  Methode  endlich  auf  das  Integral  in  dem 

Ausdruck  fllr  —  2S"  auf  S.  435  an,  welches  den  Index  «+1  statt 
II  enthält,  und  setzt  die  gefundenen  Werthe  dort  ein,  so  heben  sich 
die  zwei  gleichen  und  mit  verschiedenen  Zeichen  versehenen  Theile 
fort,  welche  sich  auf  die  Grenze  n  beziehen,  und  man  findet  dass 

S"-F(-fO) 

sich  mit  wachsendem  n  der  Grenze  0  nähert. 

Auch  hier  kann  man,  ähnlich  wie  im  Zusätze  S.  59  unter  (c)  und 
(d),  den  Fall  berücksichtigen,  dass  F  ausser  6  noch  einen  Para- 


*;    Nach  demselben  ist 


n  a  i; 

vftnn  i  eine  nicht  ausserhalb  der  Grenzen  a  und  b  liegende  Grösse  bezeichnet,  /(r) 
eine  Function,  die  zwischen  den  Grenzen  weder  ihr  Zeichen  ändert,  noch  vom  Ab- 
nehmen zum  Zunehmen  übergeht. 
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meter  enthält.  Ist  dieser  so  beschafifen,  dass  der  grösste  Werth 
von   F  unter   einer  angebbaren   festen  Grenze   bleibt,    so   wird 

S"— F(-t-O),  ftir  alle  Werthe  des  Parameters,  sich  der  Null  in 
gleichem  Grade  nähern. 

Mit  Dirichlet  mache  ich  auf  die  Bedeutung  von  F(0)  auf- 
merksam. Gemäss  der  Einführung  durch  (c)  wird  F(+0),  voraus- 
gesetzt dass  f(Oy  \p)  in  der  Umgebung  des  Werthes  ö  =  0  conti- 
nuirlich ,  und  zwar  nach  allen  Richtungen  in  gleichem  Grade  con- 
tinuirlich  ist,  man  also  vor  der  Integration  statt  nach  derselben  0 
zu  0  machen  darf 

ü 

Wenn  f(ß^\p)  sich  auf  der  Kugel  mit  dem  Radius  1  einwerthig 
darstellen  lässt  (s.  o.) ,  also  im  Nordpol,  fllr  ö  =  0,  von  xp  unab- 
hängig ist,  so  ist  F(+0)  genau  der  Werth  von  f(ß^tp)  im  Nord- 
pol, gleich  /*(0,  v).  Im  allgemeinen  stellt  aber  F(+0)  der  Mittel- 
werth  von  f{0^  tp)  im  Nordpole  6  =  0  vor,  d.  h.  das  Mittel  aus 
den  Werthen,  welche  f  (ö,  xp)  auf  einem  unendlich  kleinen  Parallel- 
kreise annimmt,  der  nahe  dem  Nordpol  beschrieben  ist,  wenn  die 
Entfernung  vom  Pol  zur  Grenze  0  abnimmt.  In  dem  Falle,  welchen 
dieser  Paragraph  behandelt,  d.  h.  fllr  0  =  0,  wird  daher  die 
Summe  der  unendlichen  Reihe  ^X"  gleich  dem  Mittel- 
werthe  von  fiO^xfj)  im  Nordpol. 

§  118.  Der  allgemeine  Fall,  welcher  sich  auf  die  Darstellung 
der  Function  f{0^  xp)  in  einem  beliebigen  Punkte  ö,  %p  bezieht, 
erledigt  sich  durch  Reduktion  auf  den  früheren.  Zu  einer  solchen 
kann  man  sich  zunächst  der  analytischen  Coordinatentransformation 
bedienen,  über  welche  im  §  72  gehandelt  wurde.  Damit  dieselbe 
anwendbar  sei,  ist  hinreichend ,  dass  f(6,  xp)  endlich  und  im  all- 
gemeinen im  gleichem  Grade  continuirlich,  höchstens  in  Punkten 
oder  Linien  discontinuirlich  sei.  Führt  man  nach  §  72,  Gleich,  (a), 
in  den  Ausdruck  (b)  des  §  116  neue  Coordinaten  ein,  nämlich  fllr 
dj  und  v^j  die  entsprechenden  Grössen  y  und  d,  so  hat  man 

sinö,  döj  dxp^  =  sin  yrfyr/J; 
und  X"  geht  in 

U  (J 

über.    Aus  dem  innem  Integral  lässt  sich  P"(cosy)  herausziehen; 
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setzt  man  das  Integral 

in  welchem  für  ö,  und  i/;,  ihre  Ausdrücke  in  die  vier  Bogen  ö,  i/;, 
y^  dj  unter  denen  0,  tp  als  Constante  auftreten,   zu  substituiren 

sind*),  gleich  F{y),  so  hat  JC"  dieselbe  Form  wie  im  vorigen 
Paragraphen,  nämlich  es  ist 

daher  erhält  man  F(-f  0)  für  die  gesuchte  Grenze  der  Summe 

S".  Um  die  Bedeutung  dieses  Resultates  klar  zu  stellen,  zieht  man 
aus  (a)  des  §  72  durch  Auflösung  jener  Gleichungen 

cosö,  =  cosöcosy  +  sinösinycosd, 

sinö,  co8(i/;,--i//)  ~  sinöcos^^  — cosdsinycosd, 

sin;ö,  sin(i/;, — if))  =  sin y sind. 
Wenn  7^  zu  0  abnimmt,  so  nähern  sich  6^  und  \p^ ,  so  lange  d  weder 
0  noch  n  ist,  resp. 

e-ycos(J,   V'+y^jj-ß, 

80  dass  F(+0)  jetzt  ftir  den  beliebigen  Punkt  ö,  ?//  dieselbe  Be- 
deutung hat  wie  früher  für  den  Nordpol,  den  Punkt  (0,  xp\  und  es 

wird  S"  mit  wachsendem  n  dem  Mittelwerth  der  Function  f{d^tp) 
im  Punkte  0,  \p  beliebig  nahe  kommen,  und  zwar  gleichmässig 
für  alle  Punkte,  indem  hier  d  und  tp  als  Parameter  in  F{y)  auf- 
treten. Wir  fassen  das  Resultat  der  Untersuchungen  in 
diesem  Kapitel  in  folgender  Art  zusammen: 

Alle  Punkte  auf  einer  Kugelfläche  mit  dem  Radius  1  werden 
durch  ihre  kleinste  sphärische  Entfernung  d  von  einem  als  Nordpol 
betrachteten  Punkte  und  ihre  Länge  xp  festgelegt.  Von  einem 
Punkte  0,  ip  aus  beschreibt  man  mit  einem  sphärischen  Radius  y 
einen  Kreis  auf  der  Fläche;  das  arithmetische  Mittel  aus  allen 
Werthen,  die  eine  endliche  Function  /*(Ö,  tp)  auf  der  Peripherie  des 


*)    Z.  B.  in  dem  extremen j Falle  ft^  ti  wird  6,  =i  tt  —  y,  \ißi  —  ip=zj,  also 

271  F(Y  =f  '^f(n  -  y,  cf)  dd ; 

für  6  =  0  wird  61  ■■  >',  »//i  —  i//  =  ?i  —  J . 
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Kreises  annimmt  sei  F{y).  Hat  diese  Function  in  der  Nähe  von 
y  =  0  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima,  so  ist  die 
Summe  der  Reihe 

wenn  man  setzt 

in 


-pdd,  ÄMd.f'^tip,,  V'.)/"(C0By)dVn 


0  o 


gleich  F(0),  und  zwar  convergirt 

mit  wachsendem  n  für  alle  6  und  yp  in  gleichem  Grade  zu 
Null.  Man  bemerkt  zugleich,  dass  es  gleichgültig  ist,  ob  man 
über  die  ganze  Kugelfläche  oder  nur  über  die  Umgebung  des 
Punktes  d,  y\>  integrirt. 

Bei  dieser  und  bei  ähnlichen  Untersuchungen  beziehen  sich  die 
Resultate  zunächst  auf  F  und  nicht  auf  /*.  Gehen  wir  in  dem  Haupt- 
falle, dass  /*(ö,  v)  continuirlich  bleibt,  auf  f  zurück.  Wenn  dann 
ö  nicht  0  oder  n  ist,  so  wird  F(0)  gleich  f(Oj^)  und  die  Reihe 
eine  Entwickelung  von  /'(d,  xfi)  selbst.  Dasselbe  findet  noch  ftlr 
ö  =  0  und  n  statt,  wenn  /*(0,  yj)  resp.  f(n^  t//)  von  xp  unabhängig  ist 

So  lange  6  und  ^  einem  Flächenstück  angehören,  für  welches 
das  Mittel  F(y)  eine  continuirlich e  Function  von  6  und  ifj  wird, 
was  z.  B.  stattfindet,  wenn  /*(ö,  tp)  continuirlich  nach  6  und  tp  ist, 
so  convergirt  also  die  Entwickelung  von  /*(ö,  ip)  in  eine  Reihe  von 
Kugelfunctionen  mit  zwei  Veränderlichen  ö,  tp  in  gleichem  Grade. 

Ohne  Rechnung  lässl  »ich,  nach  Diriclilet»  der  allgemcinero  Fall  auf 
den  speciellen  reduciren,  durcli  Anwendung  einer  geonielrischcn  ßelrachtung 
derselben  Art,  wie  die  schon  im  §  72  benutzte.  Man  denkt  sich  auf  einer 
Kugelflächc  mit  dem  Radius  1  einen  festen  Punkt  A  (m.  vergl.  die  Fig.  auf 
S.  310),  dessen  Goordinaten  6,  %p  sein  mögen;  die  Kugcliläche  sei  mit  Masse 

von  der  Dichtigkeit  f(0,  tp)  belegt.  Der  allgemeine  Ausdruck  von  A*  be- 
steht, abgesehen  von  dem  cunstanteu  Faktor  {2n-\-i)  :  ^n ,  aus  einem  Inte- 
grale über  alle  Punkte  der  Kugeinäche,  dessen  Element  gleich  ist  dem  Produkte 

aus  der  Masse  in  jedem  Punkte  6^,,  \p^  mal  der  Kugelfunction  P^  von  dem 
Cosinus  der  kürzesten  Rogenentfernung  des  Punktes  fß^,  \p^  oder  .4,  von  dem 
festen  Punkte  A,    Der  Satz  des  vorigen  Paragraphen  zeigt,  dass  die  Summe 

dieser  Glieder,  J?X*,  gleich  der  mittleren  Dichtigkeit  in  A  ist,  wenn  A  in 
den  Nordpol  fällt.  Da  aber  dieser  Punkt  sich  von  den  übrigen  Punkten 
auf  der  Kugel  nicht  unterscheidet,  so  gilt  das  Resultat  auch  noch,  wenn  .4 
nicht  in  den  Pol   fallt,    und  es  ist  demnach,    wie   auch  A  liegen  möge,  die 

Reihe  2X*^  gleich  dem  Miltelwerth  der  Dichtigkeit  f(6,  tp)  im  Punkte  A, 
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Dieses  geomelrische  Verfahren  hat  Dirichlel  später  wieder  aufgeuommen, 
lim  die  verschiedenen  Fälle  zu  uutersuclien,  welche  vorkomiiicn  können,  wenn 
aus  dem  für  die  Oberfläche  der  Kugel  gegebenen  Potenliale,  nach  den  Prin- 
cipien  von  Gauss  und  Green,  eine  entsprechende  Vertheihing  von  Masse  aul 
der  Kugelfläche  aufgesucht  werden  soH^). 

Als  Beispiel  für  die  Kniwickelung  einer  Function  f{0^  ip)  nach  Kugel- 
function  kann  man  den  Fall  durchführen,  dass  f  auf  der  einen  Hälfte  der 
Oberfläche  einer  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kugel  1 ,  auf  ihT  andern 
Hälfte  0  sein  soll,  wenn  beide  Fläclien  in  einem  grösstou  Kreise  zusammen- 
tren*en.  Der  Mittelwerth  F(0)  ist  auf  der  einen  Hälfte  1,  auf  der  andern  0, 
auf  dem  grössten  Kreise  4,  ^^  ^^^  ^^^  Summe  der  Reihe  in  den  drei  ver- 
scliiedenen  FäHen,  welche  Tür  die  Lage  dt^  Punktes  6,  \p  eintreten  können, 
die  Werthe  resp.  1 ,  0,  j  annimmt,  während  die  Reihe  für  die  in  diT  ersten 
Fläche  liegenden  Punkte  in  gleichem  Grade  convergirt,  ebenso  für  die  in  der 
zweiten  Fläche,  drittens  für  die  auf  der  Peripherie  des  treunendeu  Kreises  be- 
lindlichen. 

§  119.  Wir  verlassen  den  Gegenstand  mit  einer  Anwendung 
auf  den  besonderen  Fall,  in  welchem  f(0^\p)  für  jedes  0  von  %p 
unabhängig  ist,  sich  also  auf  eine  Function  f(ß)  von  d  allein  re- 
ducirty  und  handeln  daher  wieder  von  der  Entwickelung  der  Func- 
tionen einer  Veränderlichen  nach  Kugelfunctioncn.  In  diesem 
Falle  wird 

U  0 

=  27r./'(ö,)P\co8Ö)/^(cosö,) 

und  der  Mittelwerth  von  /"(ö,  \p)  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 
ans  /"(Ö  +  O)  und  f(d — 0).  Wir  haben  hierdurch  als  Ergänzung 
des  §  13  (m.  vergl.  S.  64)  die  Bedingungen  gefunden,  welche  hin- 
reichend sind,  damit  eine  Function  von  6  sich  nach  Kugelfunctioncn 
von  COS0  entwickeln  lasse.  Man  hat  nämlich  aus  (a)  und  (b)  des 
§  116  das  Resultat: 

Bezeichnet  f(d)  eine  endliche  Function  von  ö,  welche  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Maximis  und  Minimis  besitzt,  so  sinkt 

K0-^0)  +  f(6-0)—±  (2«  +l)P"(cosö)/'7(ö)P\cosö)sinerfö, 

n=0  ./ 

0 

fttr  0  <:  ö  <  TT,  mit  wachsendem  w,  unter  jeden  Grad  der  Kleinheit. 


*)  Ueber  einen  neuen  Ausdruck  zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  auf  einer  un- 
endlich dünnen  Kugeischale,  wenn  der  Werth  des  Potentials  derselben  in 
jedem  Punkte  ihrer  Oberfläche  gegeben  ist.  Gcles.  in  der  Akad.  d.  Wiss.  am 
28.  Nov.  1850. 
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So  lange  fX^)  continuirlich  bleibt,  convergirt  die  unendliche  Reibe 
in  gleichem  Grade.  Wenn  ö  ==  0,  so  ist  statt  f(O+ö)  +  f(0-O) 
zu  setzen  2f(+  0),  und  2^(71  —  0)  für  d  ^-  n. 

§  120.    Wenn  in  der  Function  f(0^  xp)  statt  6  gesetzt  wird 

—  und  die  Function  fi     ,  1/; )  mit  wachsendem  n  sich  einer  Grenze 

nähert,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Summenformel,  welche  im  §  llfi 
die  Entwickelung  einer  Function  nach  Kugelfunctionen  zweier  Ver- 
änderlichen lieferte,  als  Grenze  der  Reihe,  durch  welche  f  oder  sein 
Mittelwerth  dargestellt  wird,  ein  bestimmtes  Integral  auf,  in  welchem 
statt  der  P  die  Cylinderfunctionen  J  vorkommen.  Die  so  entstehende 
Formel  zur  Darstellung  einer  Function  durch  Cylinderfunctionen  fand 
Herr  Carl  Neu  mann*)  durch  eine  Methode,  die  er  nicht  für  eine 
strenge,  sondeiii  fllr  ein  heuristisches  Verfahren  erklärt;  Herr 
Mehler  hat  einen  Beweis  der  Formel  geliefert**).  Herr  Erma- 
koff  zeigt***),  wie  sie  aus  dem  Fourie raschen  Lehrsatze  abge- 
leitet werden  kann.  Dieser  lautet  fllr  eine  endliche  Function 
1]  (ar,  y)  von  zwei  Veränderlichen ,  wenn  man  der  Kürze  halber  nur 
den  Fall  der  Continuität  in's  Auge  fasst 

'?(-r^y)  =  4^2  /    <^^/    coül(a-x)daJ     dfif    ij(a,/y)eo8/u(/!?— y)rf/y. 


— X  -X  —X  — « 


In  diesem  Integrale  vertausche  man  die  Ordnung  der  Integrationen 
und  setze  dafür  die  Grenze  von 

X  —X 

wenn  die  Integration  nach  l  und  /u  über  ein  ebenes  Recht- 
eck ausgedehnt  wird,  welches  alle  Punkte  von  A  und  /i  gleich 
—  00  bis  oc  enthält.  Statt  dessen  integrirt  man  über  einen 
Kreis,  der  um  den  Anfangspunkt  mit  einem  in's  Unendliche 
wachsendem  Radius  beschrieben  wird.  Dazu  führe  man  Polarcoor- 
dinaten  ^,  (p  ein,  indem  man  setzt 

A  =  ^cosqp,    /u  =  ^8in<]f;     dldfn  =  Qdgd(p. 

*)  Allgemeine  Lösung  des  Problcmt»  über  den  stationären  Teniperaturzustand 
eines  homogenen  Körpers,  welcher  von  ^wei  nicht  concentrischcn  Kugelflächen  be- 
grenzt wird,  Halle,   186*2,  S.  140. 

•*)    Mathematische  Annalen,  5.  Band,  S.  135. 

***)    Mathematische  xVnnalen,  5.  Bd.,  S.  639. 


//• 
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Dann  wird 

cos  A(a  —  a?)  cos  ju  (/J — y)  ciA  dju 

=  /   qdql     cos^[(a — a?)co8y+(/? — y)8iny]rfqp. 

u  u 

Setzt  man 

a  —  x  =  Aco89)j,    /J  — y  =  Äsinqp,,     Ä'  =  (a — ^)'+(/^  — y)N 
80  lä88t  sich  eine  Integration  durch  Einführung  von  J  ersetzen  und 
es  wird 

pci^ /     co8[^Äcos(y — yjjrfqp  =  271  /    QJ(QR)dQ. 

U  0  II 

Dadurch  entsteht  die  Gleichung 

0  —X        -X 

worin  R  die  geradlinige  Entfernung  des  Punktes  x^  y  von  den 
Punkten  a,  /?  vorstellt.  Führt  man  noch  fbr  x^  y  und  dann  auch 
für  a,  ß  Polarcoordinaten  ein,  nämlich 

a;  =  rcosi/;,    y  =  r8inv;,     er  =  r,  cos  i/;, ,    /y  =  r,  sinv/,, 
und  setzt  fj{x^  y\  dieses  in  r  und  t/;  ausgedrückt,  gleich  x(r,  t/;),  so 
erhält  man  die  Formel  von  Herrn  Neumann 

(74)...     t{r,yp)-=--^j    qdqf  T.drJ   \(r,,xtJ,)J(QR)dtp, 

o  u  u 

Ä  =  V'r'—  2rr,  cos  (V'~-^V^, )  +  ^?  • 

Die  Ableitung  von  (74)  beruht  darauf,  dass  man  in  der  Fourier 'sehen 
Formel  die  Ordnung  der  Iniegralionen  vertauscht  und  das  Inlegralionsgebiet, 
eine  unendliche  Ebene,  nicht  mehr  als  Grenze  eines  Rechtecks,  sondern  eines 
Kreises  betrachtet.  Um  Bedenken  zu  beseitigen,  wählt  man  besser  statt  der 
gewöhnlichen  Form  des  Fouri  er 'sehen  Lehrsatzes  die  andere 

7jjy(aj)  =  Lim/     rj(a) da, 

—  X 

n*.t](x,  y)  =  Lim  /     /     .?(«,  ß) —  '  -sLt,    '  *'«"'/'' 

wenn  man  oben  die  Grenze  für  ^  =  00 ,  unten  für  X  =  00  und  dann  für 
^  =  cx>  nimmt  Die  erste  Formel  folgt  aus  dem  vierten  Satze  auf  S.  d2,  wenn 
7]  eine  Function  bezeichnet,  welche  das  Integral  absolut  convergent  macht,  so  dass 
dieselbe  Zahl  g,  gleichmässig  für  alle  reellen  k,  das  Integral 

**       ^  sinAa  , 
i](a) — ^ — da 

u 


/ 
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kleiner  uitiHil  als  jede  lieliebifr  gegebene  Grösse,  wie  gross  man  niioli  h  nimmt. 
Ausserdem  nuiss  r]{a)  l)is  zu  jedem  Werthe  von  a  hin  die  Eigenschaflen 
haben,  welelie  fiir  das  Bestehen  des  vierten  Satzes  verlangt  werden.  Man  be- 
merke, dass  die  linke  Seile,  wenn  rj{a)  nicht  continuirlicli  ist,  mit  dem 
arithmetischen  MiUel  von  7](x-\-0)  und  fj(x — 0)  zu  vertauschen  ist.  Aehn- 
licli  verhält  es  sich  mit  der  zweiten  Formel,  bei  der  noch  anzunehmen  ist,  dass 


/ 


—  X 


wenn  nach  der  Integration  a  = -c  +  0  gesetzt  wird,  mit  dem  Werthe  des 
lutegralw  gleichbedeutend  sei,  in  welchem  man  x^O  für  a  vor  der  Integration 
gesetzt  hat.  Geht  man  von  diesen  Formen  und  Voraussetzungen  aus,  so  ver- 
si'hwinden  die  erwähnten  Bedenken  bei  der  obigen  Ableitung. 

Durch  die  AnwenduDg  desselben  YerfahreiiB  auf  die  Darstellung 

von   Functionen   mit    einer  grösseren  Anzahl  von  Veränderlichen 

finde  ich  aus  dem  Fouri er' sehen  Satze  Gleichungen  von  derselben 

Art  wie  (74).    Während  im  Fourier'schen  Satze  bei  der  Darstellimg 

einer  Function  von  n  Veränderlichen  2n  Integrationen  auszuführen 

sind,  treten   bei  diesen  Sätzen  nur  n-{-l  auf.    So  findet  man  fiir 

Functionen  von  drei  Veränderlichen 

0  00      -X      -« 

wenn  R  die  geradlinige  Entfernung  des  Punktes  a?,  y,  5  von  a,  ß^ 
y  vorstellt.  Hier  tritt  also  an  die  Stelle  von  J  die  Function  V« 
von  S.  240.  In  gleicher  Art  hängt  -q  bei  einer  Anzahl  n  von  Ver- 
änderlichen von  der  Function 

cos  (ä  cos  (f)  sin*-^  qp  dy 

0 

ab,  welche,  wie  aus  S.  234,  Gleich.  (41,  a)  bekannt  ist,  durch 
inj\n-\  (s)  ausgedrückt  wird  und  die  wesentlich  ein  vielfacher  Diffe- 
rentialquotient nach  7>^  von  J(s()  oder  von  sinszjs  ist.  Man  findet 
für  Functionen  von  w+1  Veränderlichen  a:,,  oj,,  etc. 

^(.r,,ar,,  ...)  =  ^,^^    J     q^dqj     rj^a^,  of„  ...);jn-|(^Ä)da,da,..., 

wenn  gesetzt  wird" 

Ä=  =  (x.-a,r+(x,- «,)•+..., 
und  die  Integrationen  nach  a^,  a„  etc.  sämmtlich  von  —  x)  bis  oo 
ausgedehnt  werden. 


/ 
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m.    Theil. 

Die  L am ^' sehen  Functionen  verschiedener 

Ordnungen. 


Erstes  Kapitel« 

Definitionen.     Eintlieilungen. 

§  121.  Das  Vorhergehende  bot  mehrfach  Gelegenheit  anf  die 
analogen  Eigenschaften  von  trigonometrischen  Functionen,  Kugel- 
functionen  und  den  von  Lam^  eingeführten  hinzuweisen,  denen  sich 
die  des  Cylinders  als  Grenzfiille  anschlössen.  Ich  habe  den  Namen 
Lamö'sche  Functionen  auf  eine  ganze  Gattung  übertragen,  ^.u 
welcher  die  bisher  behandelten  als  specielle  Fälle  gehören,  und  bei 
der  sich  die  hauptsächlichen  Eigenschaften  der  früheren  wieder- 
finden. Die  allgemeine  Theorie  derselben  soll  hier  insoweit  ent- 
wickelt werden,  däss  man  erkennt,  wie  die  sämmtlichen  Functionen 
als  derselben  Gattung  angehörend  zu  betrachten  sind.  M.  vergl. 
meine  Arbeiten  hierüber  in  Borchardt's  Journal  Bd.  60:  Ueber 
die  Lami'schen  Functionen  verschiedener  Ordnungen;  Bd.  61: 
Ueber  einige  bestimmte  Integrale;  Bd.  62:  Die  speciellen  L am ^' sehen 
Functionen,  ferner:  Ueber  die  Existenz  und  Anzahl  der  Lame'schen 
Functionen  im  Monatsbericht  der  Berl.  Akademie  v.  J.  1864. 

In  diesem  Theile  bediene  ich  mich  der  Buchstaben  a,,,  a,,  ... 
Op  um  gegebene  Constante  zu  bezeichnen,  von  denen  a^  gleich  Null 
ist.    Man  setzt  femer 


A^A,...Aj,  =  fxfjQry,     du  =  i  — --    — ^-  . 

Lamö'sche  Function  erster  Art,  p'"  Ordnung  und  »'**"  Grades 
sei  jede  ganze  Function  w***"  Grades  der  A^  welche  einer 
Differentialgleichung  von  der  Form 

(75)...     ^-^  +  ^(x)W^  =  0 

genügt,  sobald  ^(a?)  irgend  eine  ganze  Function  von  x  vorstellt, 
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die  eine  Lösung  W  von  (75)  zulässt,  welche  eine  ganze  Function 
von  X  ist.  Solcher  Functionen  ^  existiren,  wie  ich  unten  nach- 
weise, im  ganzen 

(n  +  l)(«  +  2)...(w  +  p-2) 

i;2T3~(p-i)         C2«+P-i) 

verschiedene,  indem  man,  wie  üblich,  Losungen  fT,,  W^y  etc.  ver- 
schieden nennt,  wenn  zwischen  ihnen  und  Constanten  c,,  c,,  etc. 
keine  lineare  Gleichung 

besteht.  Die  DiiFerentialgleich.  (75)  lässt  sich  offenbar  auch  in  die 
Form  bringen 

(75,  a)  . . .    4V/(a:)  ^^J  +  2i/^'(a.)  2^+^(^)  H^  =  0. 

Aus  der  Definition  folgt  sofort: 
'    1)  Sind  ?//,,  1/;,,  etc.  alle  möglichen  ganzen  Functionen,  welche 
tp  theilen,  die  Einheit  und  tp  selbst  eingeschlossen,  so  lassen  sich 
alle   verschiedenen   Lame'schen  Functionen   erster  Art 
auf  die  Formen 

f^'^M        l>.>'t,       •.. 

bringen,  wenn  F,,  F„  etc.  ganze  Functionen  von  x  be- 
zeichnen. Denn  nach  der  Definition  ist  jede  Lamd'sche  Function 
zunächst  von  der  Form 

da  aber  für  jeden  Index  i 

j«       _  

WO  H^  eine  ganze  Function  von  x  ist,  so  muss  jede  einzelne  Function 

VV*  •  ^i  für  sich  der  Gleich.  (74)  genügen.   Functionen  bei  welchen 

die  multiplicirende  Radikalgrösse  ^rpt  die  gleiche  ist,  gehören  der- 
selben Klasse  an. 

Selbstverständlich,  aber  wesentlich  zum  Verständniss  der  Glei- 
chungen (85),  ist  die  Bemerkung,  dass  tp^j  tp^y  etc.  ftlr  ein  unge- 
rades n  eine  ungerade,  für  ein  gerades  n  eine  gerade  Anzahl  von 
Faktoren  besitzen. 

2)  Die  ganze  Function  ^  ist  nach  x  vom  Grade  p— 1. 
Da  nämlich  die  Lösung  W  eine  ganze  Function  n*^"  Grades  der  A 
ist,  also  nach  x  vom  Grade  jti,  wie  man  sich  mit  Bezug  auf  die 
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Art,  wie  diese  ganze  Function  unendlich  >vird,  ausdrücken  kann, 
so  wird  cf^W :  du*  vom  Grade  \n-\  p  —  X^  also  9{x)  vom  Grade;;—-!. 

3)  Setzt  man  daher 

SO  ist 

Xo  =  —w(« +  />—!). 
Denn  die  Glieder  der  höchsten  Dimension  auf  der  linken  Seite  von 
(75)  müssen  sich  fortheben. 

4)  Jede  Differentialgleichung  (75),  von  der  eine  Lösung  eine 
Function  erster  Art  ist,  hat  ein  zweites  partikuläres  Integral,  wel- 
ches im  Unendlichen  verschwindet,  und  nach  absteigenden  Potenzen 

von  X  entwickelt  mit  der  —  («+p— 1)***"  Potenz  von  ^x  beginnt. 
Diese  Lösung  wird  Lamö'sche  Function  zweiter  Art  und 
;>'"  Ordnung  genannt. 

Bezeichnung.    Diese  La m 6' sehen  Functionen  ;>'"  Ordnung, 

erster  Art  und  n***"  Grades  bezeichnen  wir  durch  6II<(;>,  a?),  die  der 

zweiten  Art  durch  %m{Pi^\  indem  der  untere  Index  die  verschie- 
denen Individuen  unterscheidet.  Wo  keine  Zweideutigkeiten  zu 
befürchten  sind,  kann  man  einzelne  Indices  fortlassen.  Während 
es  passend  schien,  bei  den  Functionen,  welche  früher  schlechtweg 
die  Lame 'sehen  genannt  wurden,  ohne  Hinzufügung  einer  Ord- 
nungszahl p^  Lamö's  Bezeichnung  beizubehalten,  bot  es  Vortheile, 
in  der  allgemeinen  Theorie  obige  Abänderung  vorzunehmen. 

Die  von  Lama  eingeführten  Functionen  sind  hiernach 
von  der  zweiten  Ordnung  und  man  hat 

£"  {x)  =  e"  (2,  xx\    r  (x)  =  5"  (2,  xx\ 

vorausgesetzt,  dass  man  macht  a,  =  6',  a,  i=  c'. 

§  122.  Lässt  man  von  den  Constanten  a,,  a,,  etc.,  über  die 
bisher  keinerlei  Annahmen  gemacht  waren,  einige  gleich  werden, 
so  erhält  man  diejenigen  Functionen,  welche  specielle  Lame'- 
sche  Functionen  heissen  sollen  und  denen  dieselbe  Ordnungs- 
zahl p  zuertheilt  wird,  welche  den  Functionen  zukam,  aus  denen 
sie  entstanden  sind.  Besondere  Bedeutung  kommt  dem  Falle  zu, 
dass  sämmtliche  Gonstante  a,,  a.,  etc.  einander  gleich 
werden,  in  welchem  wir  die  Functionen  Kugelfunctionen  p'" 
Ordnung  nennen  werden.  Setzt  man  nämlich,  ohne  die  Allge- 
meinheit dadurch  zu  beschränken,  noch  a,  =  1,  so  wird 
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du  =  ^a;-*  {x—iyh'dx. 
Für  p  =  2  und  ]-x  =  §  wird  daher 

i-1 


du  =  jdlog 


..  _  • 


s'  +  l' 
dies  zeigt,   das»  die  bisher  behandelten  Kugelfunctionen  die  spe- 

ciellen  Lame 'sehen  Functionen  zweiter  Ordnung  sind,  die  dadurch 

entstehen,   dass  die  beiden  Faktoren  A^  und  A,  einander  gleicb 

werden. 

Steigt  man  noch  weiter  hinab  und  setzt  p  =  1 ,   in  welchem 

Falle  die  speciellen  Lame' sehen  Functionen  mit  den  allgemeinen 

übereinstimmen,  so  wird 

,         .        dx  d$ 

Alle  Lame' sehen  Functionen  haben  charakteristische  Eigen- 
schaften gemein.  Hierzu  gehört  zunächst  der  folgenreiche  Satz,  dass 


/"■ 


cosi'dcosfid  J0  =  0, 

wenn  v  und  n  verschiedene  ganze  Zahlen  sind,  welcher  in  unseren 
Zeichen  lauten  würde 


ß 


&''{!,  x)&''(l,x)du  =  0, 

das  Integral  in  den  geeigneten  Grenzen,  von  w  =  0  bis  w  =  itt  ge- 
nommen. Ein  ähnlicher  Satz  gilt  für  Functionen  aller  Ord- 
nungen 6«. 

Wenn  der  obere  Index  n  auch  in  der  Veränderlichen  x  vo^ 

kommt  und  zwar  so,  dass  n^x  für  n  =  oc  noch  endlich  bleibt,  so 
erhält  man  durch  den  Grenzübergang,  indem  man  auch  mit  den 
Constanten  so  operirt,  >vie  im  §  103,  S.  403,  aus  den  allgemeinen 
Lame'schen  Functionen  die  Cylinderfunotionen  jeder  Ordnung 
p.  Ist  p  =  2,  so  entstehen  dadurch  die  Functionen  des  elliptischen 
Cylinders,  während  die  speciellen  Functionen  derselben  zweiten  Ord- 
nung sich  in  die  Functionen  des  Kreiscylinders  verwandeln.  Alle 
Functionen,  mit  denen  wir  uns  im  Vorhergehenden  eingehender 
beschäftigten,  gehören  daher  der  zweiten  Ordnung  an. 
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Zweites   Kapitel. 

Die   speciellen  L  am  ^' sehen  Funetionen.     Kugelfunctionen 

höherer  Ordnung. 

§  123.  Die  DifferentialgleichuDg  der  Lamä'schen  Functionen 
gehört  zu  der  allgemeinen  Gattung  (m.  vergl.  §  101) 

tPW  dW 

(75,  6)  . . .    4t^(^)-^-,-  +  2.x(x)  -^  +  »(x)  »F  =  0, 

wenn  tp^  %^  ^  ganze  Functionen  von  x  vorstellen,  deren  Grad  resp. 

P+l?  P?  P— 1  is^  V'?  Xi  ^  si°^  ^^®^  ^^^  solcher  Beschaffenheit, 
dasH  eines  von  den  partikulären  Integralen  eine  ganze  Function 
der  Grössen  A^^  ^,,  ...  Ap  wird.  Mit  diesem  beschäftigen  wir  uns 
hier,  suchen  in  diesem  Kapitel  zunächst  sämmtliche  Kugel- 
functionen p'*"'  Ordnung  (erster  Art)  auf  und  handeln  dann  über 
ihre  Eigenschaften. 

Die  Behandlung  der  Gleich.  (75,  fr)  wird  um  so  einfacher,  je 
kleiner  die  Zahl  p  ist.  Man  kann  zeigen,  dass  jedes  Mal,  wenn 
zwei  Grössen  A^  und  A^  einander  gleich  werden,  die  Lösungen 
einer  Gleichung  p^*'  Ordnnng  sich  nnmittelbar  ans  denen  der  nie- 
drigeren, der  p — 1**""  Ordnnng  ergeben. 

Beweis.  Sämmtliche  Funclionen  W  Act  A  vom  n****  Grade,  auch  die  in 
denen  A^  =  il,,  können  nur  die  Formen  haben 

l/(ii).     A,ü{n—\).     ...     i4>,, 

wenn  die  V  ganze  Funclionen  der  A  bezeichnen ,  welche  für  rr  =  a,  nicht 
verschwinden,  deren  Grad  nach  den  A  durch  die  in  der  Parenthese  daneben 
stehende  Zahl  angezeigt  wird.  Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (75,  fr)  ein,  so 
entsteht  für  l/(w  —  v)  die  Gleichung 

In  unserem  Falle  ist  nach  (75,  d)  x  =  tp'y  indem  a^  =  a, ,  so  wird  yj 
durch  (x  —  a,)',  x  <lnrch  x — a,  thcilbar.  Da  U  für  x  =  a,  nicht  ver- 
schwindet, so  muss  sein  Faktor  durch  x — a^  theilbar  sein,  so  dass  U  einer 
Gleichung 

genfigl,  wo  die  drei  Functionen 

Vi  =  zr^  =  aj(a!— o,Xa:— a,)...(«-ap). 

X      o. 
ferner  Xi  nnd  ^'^    ganze  Functionen  vom  Grade  resp.  p,  p  —  1,  p  — 2  be- 
zeichnen.   Daher  genügt  V(n—v)  einer  Gleich,  nur  von  der  p — 1'*'"  Ordnung. 

Heine,  Theorie  der  Kugelfanctionen.    2.  Aafl.  29 
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Aus  <lcin  Bildiinf^sgeselze  von  ;f,  bemerkt  man,  dass  auch  %^  mit  %p^ 
einen  Faktor  ersten  Grades  gemein  hat,  wenn  dersellie  in  t/;,  doppelt  vor- 
kommt» so  dass  man  in  diesem  Falle  eine  weitere  Reduktion  auf  die  Ordnung 
p  ~  2  vornehmen  kann.  Allgemein,  sind  a  Wurzeln  einander  gleich,  ß  WurzeJn 
einander  gleich  aber  von  den  ersten  verschieden,  etc.,  so  wird  man  die  Functionen 
W  der  jp'*'"  Ordnung  durch  solche  der  Ordnimg 

p  —  {a-\)-^{ß'  1)  — etc. 
ausdrücken  können. 

Werden,  wie  es  hier  geschehen  soll,  sämmtliche  Constante  a,, 
a„  etc.  einander  gleich  und  dann  gleich  1,  so  Ifisst  sich  das  Re- 
sultat der  Reihe  von  Reduktionen,  die  dann  geschehen  können,  leicht 
übersehen.    Dann  ist  nämlich 

während  die  Differentialgleich.  (75,  a)  giebt 

^x{x-\)  "^^  +  2|(;>  +1)^-1]  ^^~  +(^-1)' -  ''^(^)  W^  =  0. 

Hier  bleibt  noch  der  Coefficient  von  W  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zwecke  fbhre  man,  ähnlich  wie  oben,  fttr  o;  =  1  nicht  verschwin- 
dende Functionen  V  ein.    Setzt  man 


(76)  . . .     W^  =  (l^oj— 1)"  t/(w  -  y), 
so  erhält  man  für  lUfi  —  v)  die  Gleichung 

4aT(a:-l)0+2[(p  +  2i'  +  l>-l]£ 

+  [*  +  „(aj— l)p-2  {(y^p-  V)x  -  l)](aj  - 1)'-^  ü  =  0. 
Der  Faktor  von  V  müss  eine  ganze  Function  sein;   da  ^  vom 
Grade  p — 1  und  seine  höchste  Potenz,  nach  §  121,  3,  mit  x^  multi- 
plicirt  ist,  so  kann  dieser  Faktor  nur  werden 

woraus  noch  folgt 

^  X  —  1 

Alle   Kugelfunctionen    p*'"^   Ordnung   vom   Grade    n    sind 
daher  die  Lösungen  der  Gleichungen 

wenn   v  die  ganzen  Werthe  von  0  bis  n  incl.  durchläuft 
Aus  (76)  findet  man  für  U(n—v)  die  Gleichung  (76,  u) 
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Mit  dieser  Gleichung  in  wenig  yerschiedener  Form  haben  wir 
uns  bereits  in  den  §§  31  u.  f.  eingehend  beschäftigt;  man  hat  nur 
X  =  ^  zu  setzen,  um  auch  eine  Uebereinstimmung  in  der  Form  zu 
erreichen.  Da  hier  v  die  Zahl  n  nicht  überschreitet,  so  kann  man 
sümmtliche  Lösungen  der  ersten  Art,  die  ganze  Functionen  von  | 
werden,  darstellen  durch  die  Gleichungen 

(77)  . . .     V(„)  =^f(-  l  ,  1-  "  ,  ^^^-Zl"- ,  I-), 

Um  diese  Untersuchungen  nicht  zu  weit  auszudehnen,  handele  ich 
nicht  über  die  zweiten  Lösungen,  welche  die  Functionen  zweiter 
Art  geben. 

Hierdurch  ist  der  erste  Gegenstand  der  Untersuchung  erledigt: 
Die  sämmtlichen  Eugelfunctionen  p^''  Ordnung  und  erster 
Art  sind  durch  (76)  und  (77)  gegeben,  wenn  y  die  Werthe  Ton 
0  bis  n  durchläuft,  also  an  der  Zahl  n-\-l.  Die  sämmtlichen 
Functionen  zweiter  Art  ergeben  sich  hieraus  mit  Hülfe  von  (76,  a). 

§  124  Wir  knüpfen  beim  §  69  an,  um  über  die  Eigen- 
schaften der  Eugelfunctionen  höherer  Ordnung  zu  handeln 
und  setzen 

(78)  . . .     1 --,  =  --^-^3  J««F"(p,  X), 

wenn  p  alle  ganzen  positiven  Zahlen  von  2  an  vorstellt.  Um  ähn- 
liche Formeln  für  die  Ordnung  1  zu  erhalten,  fügen  wir  hinzu 

-log(l— 2ax  +  a')  =  •tt  J"  a"P"(l,  oj), 

woraus  sich  ergiebt 

2 

«.  P"(l,  x)  =    y   cosnd,    (x  =  cosö). 

Formeln,  die  noch  für  n  =  0  brauchbar  bleiben,  erhält  man  durch 
die  Festsetzung 

wPVl,a?)  =  -^    für    «  =  0. 

Aus  (78)  ergiebt  sich 
(78,a)..,^.n«P-(p,.)=n2"-+^-^2.).F(-;,L-J',3-p- 

80  dasB,  nach  Vertauschang  von  x  mit  |,  die  Function  P  bis  auf 

29* 
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eine  Constante  mit  ü(n)  Übereinstimmt.  Daher  gewinnt  man  ans 
dem  Entwickelungscoefßcienten  nnd  seinen  Differentialqnotienten 
nach  X  die  Engelfunctionen  höherer  Ordnnng  ebenso  wie  aus  den  U. 

Der  Entwickelungscoefficient  F"  (p,  x)  spielt  im  Folgenden  die- 
selbe Bolle  wie  die  Engelfunction  selbst,  in  welche  er  sich  fllr 
p  =  2  yei*wandelt;  mit  einer  anderen  Constanten  multiplicirt ,  tritt 
er  in  (78,  d)  neben  den  dnrch  Differentiation  erzengten  Functionen 
V{n  —  v)  noch  einmal,  wie  im  Falle  p  =  2,  als  Zugeordnete  auf. 

Die  Functionen  P  mit  ungerader  Ordnungszahl  entstehen  aus 
den  Cosinus  der  Vielfachen,  die  mit  gerader  aus  den  Engelfunc- 
tionen (mit  der  Ordnungszahl  2),  durch  Differentiation.  (M.  vergl. 
S.  298.)    Man  hat,   wenn  man  x=  cobO  setzt,  und  in  der  ersten 

Formel  für  «  =  0  nur  die  Hälfte  der  rechten  Seite,  also  -,—  nimmt, 
folgende  Reihe  von  Formeln: 

(78,  b)  ...    fiP"(l, x)  =  -?-cosiiö,     F"(2, x)  =  P"(x); 

in+l)n^,x)=.-±  ^eos(.+l)g^(g  +  l)  Bin(n-H)g 
^  ^  '    '^       r TT  dx  in  smö 

2''P"(2^  +  2,x)  =  -^(i'-+»). 

Zur  leichtern  Rechnung  mit  diesen  Functionen  füge  ich  noch  fol- 
gende Gleichungen  hinzu: 

^  ^  ^  '       2'nn        da?"       ' 

/  »N  /.  Va;*-1  d«(jr*-l)— * 

'^^  "'    n(n+v)       <te"+''        ""  n(n— y)        d*--"       ' 

^'^ ''  •  •  •  v.n(n+  »-- 1)  ArA  '  '^  da^         )-  ji^n  -  v)d^-' ' 

2»^V7r.i7nJT^  

Hiv^~''tpdq) 


-f  cosqp.V'iE*— l)"**-"' 
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(d)  ...    (2 \f^^y r(2v  +  2, x) 
=  —i¥? — ; — V  /    (^  +  coöflp.Vj?  —  l)"+''co8vg)dop 

_  (— ly  n{n  +  v)f^  cosyyrfy 

(dO  ...    (2  j/i*^)"  ^(21^  +  3,  x) 

_  (— ly  iT(»  +  »^ +1)  /"^      /^(cosyjsinydy 


Die  hcidou  Formeln  (a)  und  (or')  sind  die  bekannten  des  §  6;  (ß)  trat 
als  (f)  im  §  33  auf  und  (ß')  ist  eine  neue  Gleichung,  die  leicht  aus  den 
Untersuchungen  des  §  33  abgeleitet  werden  kann,  wenn  man  sie  auf  die  Glei- 
chung des  §  34  überträgt.  M.  vergl.  über  die  Ableitung  auch  meine  Abhand- 
lung im  61.  Bde  von  Burchardt's  Journal:  Ueber  einige  bestimmte  Integrale 
§  7,  9,  10.     Die  Gleichung  {y)  fmdet  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 

•tt  2       _   /•'»      sinP-^ydqp 

Pzl    „P  — 2    "J      (a— t6cosg))P-*  ' 

die  sich  durch  Anwendung  der  mehrfach  benutzten  Substitution 

acQsw  —  ib  sina.i/a*4-fc' 

cosn  =     - ,      smn  =  — -—,t » 

'        a  — tocostp  '         a — tocos^) 


drj  =  ya^+  6' 


a  — ifccosr^ 
ergiebt.     Sie  verwandelt  das  Integral  auf  der  Rechten  in 


(o'+6')  ^/"üü^-^Tidrj 


p->    _.p  — 2 

Macht  man  nun 

a=l — ax,    ib  =^  a^x'—X, 
so  entsteht  als  Ausdruck  für  die  erzeugende  Function  der  Kugelfnnctionen 

1  _  2  /•» sinP-^ydy 

(TI^xT«')^  ~  f^-^*^  (1— — os.,.)/?--tF' 

und  hieraus  uomiltelbar  ein  Thcil  der  Formel  (y),  auf  den  man  schliesslich,  um  (y) 
volbtändig  zu  erhalten,  die  Substitution  anwendet,  durch  welche  man  im  §  50 
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die  Gleich.  (35,  y)  ablcilelc.  Endlich  findet  man  für  ein  gerades  p  den  Aus- 
druck (d),  und  (d,)  Für  ein  ungerades  p,  indem  mau  sich  resp.  der  fonnula 
transformationis  vou  Jacob i  oder  einer  ähnlichen  bedient,  nämlich  der  beiden 
Gleichungen 

/    ;f»'(cos(]p)sin'*'(pd'f      =  1  .3...(2j/ — 1)/    x(}'^^^V)^^^^^'^V* 
ü  *<» 

/    ;f*  (cosqf))sin^»'  +  ^  g)ciff  =  2.4..  .(2y)  /     x(^osg))P  (cosr^)sin  qprfqp. 

Zur  Trausfurmatiun  der  numerischen  Goerficienten  kann  man  die  Gleichuug 

^    »-»  w  ».  'w — 1         „        , 
2'"il-    fi  -  =  Tlm.^n 

verwenden. 

Neben  diese  FunctioDen  treten  alle  Kugelfunctionen  höherer 

Ordnung  in  der  Art  als  Zugeordnete  mit  der  Bezeichnung  K{v^  ^) 
auf,  dass  man  setzt  (n  ^  v) 

(78,0  ...    ^M-i^^-^--^^^^^^^^-^ 

^  2.4.(2«  +  p-  3)(2n+p-f))  J' 

Eb  sind,    wie  die  Vergleichung  dieser  Formel  mit  (78)  zeigt,   die 

Zugeordneten  von  den  Functionen  P"  nicht  wesentlicb  verschieden; 
es  ist  nämlich 

(78,rf)...  /^(/',x)=  .£-^^"-~*'Vx''""'<^  +  -'''-")-(>'-^'-l)'- 

Man  muss  aber  die  Zugeordnete  auch  in  diesem  speciellen  Falle 

der  Lam ersehen  Functionen  nicht  mit  der  Function  P"(p,  j-)  selbst 
verwechseln,  um  die  richtige  Verallgemeinerung  der  früher  ent- 
wickelten Hauptsätze,  z.  B.  des  Additionstheorems  aufzusuchen. 

§  125.    In  diesem  Paragraphen  beschäftigen  wir  uns  mit  der 
Verallgemeinerung  der  Gleich.  (33,  a) 

(.  +  cosqp.,V-l)~  =  -^J  ^ul^^^Q^-rf^-^' 

In  der  Bezeichnung,  welche  im  vorigen  Paragrai)hen  eingeführt 
wurde,  hat  diese  Gleichung  die  Form 


Ich  finde  dass  ganz  allgemein  für  jede  Ordnungszahl  p  die 
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Gleichung  besteht 


(79)  ...     (a:  +  a|V~l)- 

SO  (lass  also  bei  der  Entwickelung  des  Ausdrucks*  auf  der  Linken 
nach  Functionen  p***"  Ordnung  von  s  der  Faktor  der  y'**"  Function, 
abgesehen  von  Constanten,  eine  y'*'  Zugeordnete  einer  Function 
p-\-V^^  Ordnung  ist. 

Die  Formel,  welche  für  p  =  1  bekannt  ist,  lässt  sich  f)lr  den 
Fall  p  =  2  leicht  beweisen ,  in  welchem  unsere  Reihe  die  Ent- 
wickelung der  linken  Seite  nach  Kugelfunctionen  zweiter  Ordnung 

von  s  giebt.    Der  Coefficient  von  /**^(2, »)  ist  nach  (9)  gleich 


^JV  (^+a  »^i'-irp'wd», 


1 
und  dies  nach  (d')  im  §.  124 

Mit  Hülfe  von  (78,  d)  verwandelt  sich  dies  in 

^^'  +  ^)  i7^-ö77(« +hT)  ^^  (^'  ^^' 
so  dass  (79)  für  p  =  2  bewiesen  ist. 

Die  allgemeine  Formel  (79)  ergiebt  sich  aus  den  für  p  =  1 
und  p  =  2  geltenden  durch  eine  vollständige  Induction  von  p  auf 
p  +  2  dadurch,   dass  man  (79)  nach  z  differentiirt,   darauf  durch 

^x'^ — 1  dividirt,  und  die  Formeln  benutzt 

'-^dx''^  =  2/'"~'(P  +  2,x);  fr'(p  +  l,x)=  tV=l/';-.(p+2,x). 

§  126.  Auf  ähnliche  Art  gewinnen  wir  das  allgemeinere 
Additionstheorem:  Wenn  gesetzt  wird: 

eosy  =  cosöcosa  +  sinösinacosy, 

"'  '■''^  =  -yr-  C2' +/•  --  2)  ii(„~.)Ti„ + rTf'^ä'' 

SO  erhält  man  die  Gleichung 

(80)  . .  .    fi^ip,  cosy) 
=  JS  (—iyx';.(p)K(p,  cosö)Pk(P,  cos a)P''(p  -1,  cosy^). 
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Für  p  =  2  ist  diese  Formel  bekannt,  nämlich  (52),  das  Addi- 
tionstheorem von  Laplace  selbst;  wir  fbhren  ihren  Beweis  daher 
zunächst  für  p  =  3 ,  und  bedienen  uns  für  grössere  Werthe  der 
Ordnungszahl  wiedemm  der  vollständigen  Induction,  des  Beweises 
von  p  auf  p  +  2. 

Wir  gehen  von  der  GleichuDg  (&)  auf  S.  310  aus 

P-2 
JI- — - 

wenn  d  von  17,  ^  und  einem  Bogen  f]^  durcli  die  (lleiehung 

cosd  =  cosiycosiyj4"SiniysiuiyjCos^ 

abhängl  und  f  eine  beliebige  conlinuidichc  Function  ist.    Setzt  man  hier  p  — 2 
statt  p  und 

/•(;5)  =  (a  +  e65)»   P,. 

so  verwandelt  sich  die  rcclile  Seite  nach  der  Formel  auf  S.  453  in 


p-2 
Macht  man  femer  auf  der  linken  Seile 

acosjy,  =  a,,     asiniy,  =  a^, 
so  erhält  man  die  Gleichung  (81) 

1^  ^V  —  ^  f  f" sinP-^iysinP-^gdiydg 

Pr}         In  J    J      (a  4-  ta,  cos  w  -f  ia,  sin  17  cos  CV-*  * 

eine  Formel,  die  ich  auch  auf  den  Fall  übertragen  habe,  dass  auf  der  Linken 
die  Summe  statt  von  drei  Quadraten  von  einer  grösseren  Anzahl,  bis  von  p-{-l 
zu  nehmen  ist  *).     Man  hat  nämlich 

1 

=,  iZliPlzl)  /sinP  "2  ö^  sinP -3  e^ . . .  sin  ö^  2  d^^ 

n         ^ 

wo  nach  den  0  von  0  bis  n  zu  integriren  ist. 

Aus  der  Gleich.  (81)  ergiebt  sich  das  Additionstheorem  für 
die  Functionen  p**"'  Ordnung  durch  dasselbe  Verfahren,  welches  im 
§  75  {)lr  p  =  2  angewandt  wurde.    Man  setzt  dazu 

a  =  cosö  — /^coscf, 

a^  =  sinö — /Jsinacos)',, 

a^  =  — /^sinasiny,, 

*)    Borchardt's  Journal:  Ueber  einige  bestimmte  Integrale,  Bd.  61,  §  0. 
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wobei  eoB0  ponitiv  und  ß  hin  reichend  klein  angenommen  wird,  um 
sowohl  die  nachfolgende  Entwickoluug  zu  erlauben,  als  auch  um  a 
einen  positiven  Werth  fcu  ertheilen.    Aus  (Hl)  findet  man 

>^»~     271 J  J  (r  —  ßxy-'         ' 

(l-2/Jcosy  +  /^0-'  "     "  ^       ^^ 

r  =  cosö  +  tsinöcosiy, 

r  =  cosa  +*f*i^«cos€, 

cos  €  =  cos  rj  cos  y,  +  »in  i;  sin  y,  cos  ^. 

Wir  entwickeln  nun  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  /?,  beschränken 

uns  aber  (um  die  Formeln  ein  wenig  abzukürzen)  auf  den  Fall 

p  =  3.    Man  erhält  dann 

27rj/7rP"(3,  cosy)  =  («  +  !)/  '/  '  ^I',  mirjdrjdC 

In  diese  Cfleichung  setzen  wir  fllr  die  m**"  Potenz  von  r  ihre  Ent- 
wickelung  aus  (71))  nach  Functionen  zweiter  Ordnung  von  cosß, 
nämlich 

r"  =  2- nn UnJS  „r         \t7r     i   "i" n  ^'^^^^  cosa)K(cosß), 

worauf  sich  die  Integration*  nach  t  ausfuhren  lässt;  denn  nach  dem 
Satze  von  Legend re  auf  H.  313  ist 

V(co8€)(/t  =  7rK(cosiy)/>'  (cosy,). 


/ 


n 


Das  übrig  bleibende  Integral 

y'^       /^(cosi7)sinjyr/i7 
(cos  6/  -|-  isin  ^^cosiy)"  ♦  ■ 

wird  ferner  nach  {&)  im  §  124  gleich 

2.(-2)'' ]fn  ^^^^;;;;j" [^^  (isinö)'  P'*-"(2.  +  3,  cosö). 

Für  das  Produkt  der  beiden  letzten,  0  enthaltenden  Glieder, 
setze  man  noch  nach  (78,  d) 

und   erhält   schliesslich  die  zweite  Grundform    für  die  Additions- 
theoreme  der  Kugelfunctioncn  höherer  Ordnung 

(«0, .) . . .   n^ «..,)  =--  V 5«f  ",i C-  D'  „(„ ..  ,f,+„',,v:^ ,-, 
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WO  j^esetzt  war 

cosy  =  coiiOv.ofia -\  mi6ii\naiiOHy^. 
Die  alljcemeiiic  Form  (><0)  hätte  man  ebenso  direkt   ableiten 
können,  beweist  sie  aber  auch  von  p  auf  p  +  2   durch  eine  Diffe- 
rentiation nach  cosy,  und  Division  der  entstehenden  Gleichung  durch 
sin  ö  sin  Ö^.     M.  vergl.  den  Schluss  des  §  125. 

Anmerkung.  Hangt  eine  Reihe  von  Bogen  durch  die  Glei- 
chungen 

cdsy,  --  cosö,  cosa, -]-sinö, sina,  cosy.. 

cosy..  —  co8Ö,cosa,  +  ^inö^sina^cosy3 
cosy^^^i  =  cosö^,_icosap_i  +  sinö^-isina^-iC08y,, 
zusammen,  und  setzt  man 

A'  =  x;(p).*:;(p-l)...x>;(2) 

p     * 

A  =  KXVi  cosa)/';;(p  -1,  C08aJ...P^-;(2,  cosa,,-.), 

80  findet  man,  durch  wiederholte  Anwendung  von  (80),  i^(p,cogy) 
aus  dem  Produkte 

(-l)"'^"^  "^  \K.0.A.P''p-'(\,  cosy^) 
durch  Summation  über  alle  nicht  negativen  ganzzahligen  Werthe 
(incl.  Null)  von  w,,  w,,  ...,  für  welche 

nicht  negativ  werden.   Die  Anzahl  der  Glieder,  aus  denen  P^(p^  cosy,) 
durch  Addition  entsteht,  ist  daher 

(«  +  l)(ri-|-2)...(/iJ-p_--l)_ 
1.2...(p-l) 

§.  127.  Theorotische  Schwierigkeiten  sind  bei  der  nachfolgen- 
den Uebertragung  von  den  früher  gefundenen  Eigenschaften  der 
Kugelfunrtionen  zu  denen  der  allgemeineren  nicht  zu  überwinden. 
Es  wird  daher  erlaubt  sein,  hier  nur  kurz  über  diesen  Gegenstand 
zu  handeln. 

1)    Aus  der  DiflFerentialgleich.  (76)  der  FT,   die  bis  auf  Con- 

stante  mit  den  Zugeordneten  K(pj^)  übereiustimnien,   folgt  nach 
den  häufig  angewandten  Methoden,  dass 

'  -  1 

verschwindet,    wenn    m   und    n   verschiedene   ganze  Zahlen   sind. 
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Hieraus  ergiebt  sich  für  y  =  0,  m  =  0  der  Zusatz 

(b)  ...   j'p^iP,  ^)(1  -xyp''  dx  =  0. 
—1 

2)  Setzt  man  v  =  0,  so  folgt  feiner,  dass  eine  Function  von 

X  sich  nur  auf  eine  Art  in  eine  in  gleichem  Grade  convergirende 

Reihe  entwickeln  lässt,   welche  nach  den  Functionen  F*(p^x)  mit 
veränderlichem  n  fortschreitet. 

3)  Der  Werth  von  (a)  für  m  =  n  wird  u.  a.  auf  folgende  Art 
gefunden,  die  übrigens  noch  einmal  beweisen  würde,  dass  der  Aus- 
druck verschwindet,  wenn  m  und  n  verschieden  sind. 

Nach  (78,  d)  transformirt  man  (a)  in 


n    /    n(ti—v)     \  ^  /•' 


Es  sei  zunächst  p  ungerade  =2fi+l]  dann  wird  mit  Hülfe  von 
(ß)  im  §.  124  erhalten 

_       1^ n(n  +  v  +  p—2)        d^-*' {x^—iy+^-i 

—  2»^»'+''--     ~n([p  +  n  —  l)n(n  —  v)  rfx»-»'  "       ' 

Setzt  man  diesen  Werth  in  das  vorstehende  Integral  ein,  integrirt 
n — ymal  durch  Theile  und  vertauscht  den  «  — v fachen  Diflferential- 

quotienten  von  P""*'  mit  der  Constanten,  die  ihm  nach  (78,  a)  gleich 
ist,    so  findet  man  schliesslich  als  Werth  des  Integrals  unter  (a), 

welches  man  durch  cl(p)  bezeichne,  für  ein  ungerades  p 

(öj;  . . .    c,.[p)  -    -^^^-, -~ -    -^i  na    -, 

K"+V)J 

eine  Formel,  die  auch  für  ein  gerades  p  gilt,  wie  eine  ganz  ähn- 
liche, noch  einfachere  Rechnung  zeigt. 
Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz 

(82, «) . . .  c:{p)X(p) = (-i)'V;r  ;^;;+j" ■-, 

welcher  ebenso  zu  verwenden  ist,  wie  der  im  Falle  p  =  2  gefundene 
entsprechende  (rf)  auf  S.  327,  aus  dem  sich  das  durch  (f)  auf  S.  328 
bezeichnete  Integral  ergab,  welches  die  Entwickelung  einer  Function 
von  zwei  Veränderlichen  nach  Kugelfunctionen  lieferte. 

4)    Ich  schliesse  diesen  Paragraphen  mit  der  Zusammenstellung 
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oiuiger  Formeln,  die  beim  Rechnen  mit   höheren  Kugelfanctionen 

mehrfach  Verwendung  finden:  (m,  71,  p  sind  ganz  und  positiv) 

«-1 


2    ' 


/ 


0 


.1 


/««/             XX2  .       .     j               2^"''        il(w+p  — 2) 
(r  (/),  coii(p)ysmP-'(pdg>  =  -^^--^--^--^T^^ ^, 

fp\p,  a,  j;,  +  a,x.,  +  ...  +  a^^.,a?p+l) 
X  P"(/>,  l>,x,  +  6.,a:..  4-  -  4-  Vn^Tp  h)  -^- i'^'^-^^?-  =  0,  (m  <  «) 

wenn  über  alle  Werthe  integrirt  wird,  fttr  welche 

Setzt  man 

X,  =  cosö, 

X.,  =  sinö,  cosö.. 

x^  =  sinöjsinöjcosöj 

etc. 
a:^  =  sin  ö,  »in  Ö.. ...  sin  Ö^-i  cos  öp 
a-^,1  =  sinö,  sinÖ3...8inöp_i8inöp, 
so  wird  erhalten 

/'^:i^?^:::_^?f  =  sin/'  »ö,8in^-2ö,...sinö^_idö.rfö,...rf/?p. 

§  128.  Will  man  die  Theorie  der  Anziehung  auf  ein  Gebiet 
von  p-|-l  sogenannten  Dimensionen  übertragen,  so  muss  man,  um 
eine  vollständige  Analogie  zu  haben,  annehmen  dass  die  Anziehung 
stütt  nach  dem  Newton 'sehen  Gesetze  nach  den  p*'"  Potenzen  der 
Entfernung  erfolge,  und  daher  statt  des  in  der  Einleitung  auftretenden 
Ausdrucks  T  einen  anderen  einfuhren,  so  dass 

über  diese  allgemeinere  Function  T  handeln  wir  jetzt.  Indem 
man  setzt 

femer  flir  j;,,  x,,  etc.,  durch  die  am  Schluss  des  §.  127  befindlichen 
Gleichungen,  Bogen  0  einführt,  die  Grössen  a  in  gleicher  Weise 
von  Bogen  a  abhängig  macht,  so  erhält  man 
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T  =  (l  — 2rco8y,  +  r')^  , 
wo  y,  derselbe  Winkel  ist  wie  in  der  Anmerkung  des  §  126,  wenn 
man  nur  dort  yp  mit  0p — ap  vertauscht. 

T  genügt  offenbar  der  Differentialgleieh. 

(83)...     _  +  _  +  ...+  _^.-_0. 

Führt  man  statt  der  |  die  Goordinaten  r  und  0  ein,  wozu  sich  Herr 
Carl  Neumann,  dessen  Aufzeichnungen  ich  vor  vielen  Jahren  das 
fertige  Resultat  entnehmen  durfte,  der  Methode  von  Jacobi  (§71) 
bediente,  so  entsteht  die  Gleichung 

(83,a)...    0  =  -^(z/-g^)+^(-^)+    •  +  -5^-(-  3^), 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

J  =  rPsinP-^  0^  sinP"^  ö, . . .  sin  öp-i 
u^  =  r',    u,  =  r'sin'ö,,    ...    Wp  =  r'sin'ö,  ...sin^öp-i. 
Entwickelt  man  T  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  r,  so  genügt 
der  Coefficient  von  r",   der   nach  (78)   bis   auf  einen  constanten 

Faktor  P"(p,  cosy,)  ist,  der  Gleichung 

(83,6)  ...   0  =  «(»  +  p-l)P+ i^V^^[8in.-^ö.^], 

WO  gesetzt  ist 

«?,  =  1,  =  (sinö,  sinö,...sinö,,-i)'. 

Im  speciellen  Falle  a,  =  0  wird  y^  =  d, ,  und  man  findet  die 
Gleichung  für  F"(p,cosö) 

0=«(«  +  p-l)P+^--|,(8in.-.ö|^), 

die  wesentlich  mit  der  Gleichung  von  W  auf  S.  450  für  y  =  0  über- 
einstimmt. 

Die  Function  r»F"(p,  cos y,)  ist  ganz,  homogen  und  vom  w*^" 
Grade  nach  |,,  $„  etc.  Ein  ähnliches  Resultat  wie  S.  323  unter 
(0  stelltisich  auch  hier  heraus,  dass  nämlich  die  allgemeinste 
ganze  homogene  Function  n*^"  Grades  der  $,  welche  (83,  a) 

genügt,  gleich  ist  r"X",  wenn  gesetzt  wird 

(83,  c)  ...    X"  =  2:©.(*C08(iip_iöp)  +  /sin(iip_iöp)), 

wo  G  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  der  Anmerkung  des  §  126, 
Ar  und  l  willkürliche  Constanten  bezeichnen  und  die    Summation 
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sich  auf  dieBelbe  Anzahl  Glieder  bezieht  wie  oben.  Da  für  ii^_i  =  0 
das  betreffende,  /  enthaltende,  Glied  fortfallt,  so  hat  diese  Func- 
tion im  ganzen 

willkürliche  Constante  k  und  /. 

Dass  X"  der  Differentialgleichung  genügt,  ist  klar,  ebenso  dass 
es  homogen  und  als  Function  «*'"  Grades  durch  die  f  ausgedrückt 
werden  kann.  Dass  die  Constanten  sich  nicht  auf  eine  geringere 
Zahl  reduciren  lassen,  sondern  dass  zwei  Functionen  X",  die  nicht 
überall  dieselben  Constanten  k  und  /  haben,  verschieden  sind,  be- 
weist man  mit  Hülfe  der  Formel  (a)  im  §  127,  Nr.  1  nach  der  be- 
kannten Methode  zur  Bestimmung  von  Coefficienten  in  Reihen.  Ich 
zeige  daher  nur,  dass  eine  homogene  Function  »'**"  Grades,  welche 
(83)  genügen  soll,  durch  die  angegebene  Zahl  von  Constanten  be- 
stimmt ist. 

Dazu  setze  man,  für  diesen  Paragraphen, 

Soll  eine  homogene  Function  n*""  Grades  V  der  Differentialgleichung 

d'V 

genügen,  so  mache  man 

wo  /"o,  /l,  etc.,  fn  homogene  Functionen  resp.  des  Grades  0,  1,  etc.,  n 
von  ?j,  Ij,  etc.  vorstellen.  Die  partielle  Differentialgleich,  wird  er- 
füllt, wenn  man  hat 

z/A  +  l,^r-i  +  -  +  ?M/c 

+  1.2A_2  +  2.3,?,/'n-3-i-(n-l>|:-7o  =  0, 
so  dass  nur  dem  Systeme  von  Gleichungen  genügt  werden  muss 

1  .2./*« -2  =  —  Jfni  2.3./*„_3  =  Jfn-l^ 

3  . 4 .  /;^4  ==  —  ^/n-2,        4.5.  fn-h  =  ^fn -3,       etC. 

Man  kann  daher  für  fn  und  /».i  ganz  willkürliche  homogene  Func- 
tionen der  p  Veränderlichen  |j,  ?,,  etc.  vom  Grade  n  resp.  n  —  1 
nehmen,  und  erhält  durch  diese  Gleichungen  die  übrigen  Coef- 
ficienten f.  Wählt  man  für  fn  und  /..i  die  allgemeinsten  derartigen 
Functionen,  die  also  resp. 
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(n  +  lXn  +  2)...(n+p^l)       n(n+l)...(u  +  p  -  2) 
1.2..V(p-l)  '  1.2...(/>-l) 

willkürliche  ConRtanten  enthalten,  so  wird  in  der  allgemeinsten 
Function  V  in  der  That  die  unter  (83,  d)  angegehene  Anzahl  vor- 
kommen können,  daher,  nämlich  wegen  (83,  c),  auch  vorkommen. 
Ueber  diese  allgemeinen  Kugelfunctionen  vergl.  m.  eine  Arbeit 
von  Herrn  Cayley  im  13.  Bd.  von  Liouville's  Journal,  von 
Clebsch  im  60.  Bde.  von  Borchardt's  Journal,  von  Herrn 
Mehler  im  66.  Bde.  desselben  Journals.  Der  wesentliche  Inhalt 
der  letzteren  wurde  bereits  1864  als  Schulprogramm  in  Danzig 
veröflFentlicht. 

§129.  Die  Cylinderfunction  höherer  Ordnung  erhält 
man  durch  Uebergang  zur  Grenze  von  den  L am 6^ sehen  Functionen 
derselben  Ordnung  aus,  und  zwar  die  einfachsten,  welche  den 
Functionen  des  K r ei s-Cy linders  entsprechen,   wenn  man  in  der 

p,  cos — )  die  Zahl  n  in*s  Un- 
it ^ 

endliche  wachsen  lässt,  nachdem  man  die  Function  vorher  mit 
einer  geeigneten  Gonstanten,  nämlich  P'^p,  cos — J  mit  n^~p,  multi- 
plicirt  hat    In  der  That  findet  man 

L i m.  fi^'^P' \p^  cos  — )  = —^  I    c'^*^*^ sin*^^ 9) dtf. 

Auf  diese  Art  erhält  man  zunächst  die  Functionen  der  ersten 
und  zweiten  Art,  welche  durch  Differentiation  von  J(0)  und  K{d) 
nach  66  entstehen,  also  wesentlich  die  früheren  Zugeordneten  zu 
den  Gylinderfunctionen  sind,  —  dann  aber,  für  ein  ungerades  p, 
die  ebenso  aus  \p  und  V  entstehenden  Functionen  (§  60),  wo 

Des  bequemeren  Druckes  wegen  bezeichne  ich  in  diesem  Para- 
graphen die  yfache  Differentiation  einer  Function  nach  dem  Qua- 
drate ihres  Arguments  durch  ein  ihr  vorgesetztes  />*'.  Man  kann 
nun  dieselben  Buchstaben  J  und  K  für  alle  diese  Functionen  be- 
nutzen, indem  man  setzt 

J{2v  +  2,  6)  =  D^J{d),      K(2v  +  2,  6)  =  D»'  K{0), 
J{2v  +  3,  6)  =  D^tff{d),    K{2v  +  3,  ö)  =  D^  y(ö). 


4G4  in.  Theil.     Drittes  Kapitel.  §  130,  83. 

Es  scheint  selbstverständlich  dass  und  wie  man  diesen  Functionen 
durch  Differentiiren  und  Multipliciren  mit  Potenzen  von  6  noch 
Zugeordnete  hinzufügen  kann.  Zum  Abschluss  werde  ich  noch 
das  Additionstheorem  für  eine  der  Cylinderfunctionen 
höherer  Ordnung  ableiten,  und  wähle  dazu  Ä'(2i'4-2,  ö). 

Man  differentiire  (56,  a)  vmal  nach  cosqt);  auf  der  linken  Seite 
kann  man  hierflir  ebenso  oft  nach  (ö,)'  differentiiren  und  mit  der 
y**"  Potenz  von  —  2ÖÖ,  multipliciren.  Dadurch  erhält  man  mit 
Hülfe  von  (78,  6)  eine  Gleichung,  die  man  nur  noch  durch  die  v**" 
Potenz  von  öö,  zu  dividiren  hat.    Dann  entsteht 

K{2v  +  2,  6,)  =  )fn{-  4)"  J  fiu  +  v){^ddy'. D"  K(2v  +  2,  0) 

X  I>."J(2v  +  2,  ö,).P/'(2i'+l,co8</>). 
Durch  diese  Gleichung  wird  die  Cylinderfunction  zweiter  Art,  durch 
eine  ähnliche  die  erster  Art,  von  0^  nach  Kugelfunctionen  un- 
gerader Ordnung  von  cos  9)  entwickelt.  Man  kann  leicht  die  ent- 
sprechenden Reihen  aufstellen,  welche  die  Reihen  für  die  Cylinder- 
functionen ungerader  Ordnung  von  0„  geordnet  nach  Kugelfunctionen 
gerader  Ordnung  von  cos  9),  geben. 


Drittes   KapiteL 

Eigenschaften  aller  Lam^' sehen  Functionen. 

§  130.  Nach  den  Andeutungen  des  I.  Kapitels  sollen  hier 
einige  wesentliche  Eigenschaften,  die  früher  nur  für  die  Functionen 
zweiter  Ordnung  abgeleitet  waren,  auf  die  Functionen  aller  Klassen 
übertragen  werden. 

Hierzu  bedienen  wir  uns  der  Untersuchung  im  §  101.  Es  sei 
ttf(x)  eine  ganze  Function  vom  Grade  p-f  1,  femer  x  ^^^  ^  von 
der  dort  vorausgesetzten  Beschaffenheit  Man  kann  aus  Ausdrücken 
wie  V  dort  in  (6),  eine  zweite  Lösung  von  (a)  zusammenstellen, 
wenn  man  eine  erste  f  keünt.  Die  bekannte  ganze  Function  V  auf 
S.  389  ordne  man  nach  Potenzen  von  x  in  die  Reihe 

in  welcher  dieanichtConstanten,sondemganze  Functionen  von  z  sind. 
Die  Wurzeln  von  \p(x)  =  0,  die  verschieden  sein  mögen,  heissen  r^. 


§  130,  84.  Allgemeine  Lam^'sche  Functionen.  4ß5 

r, ,  ...  Tp  und  man  setze 

F,.  ==  /         l^y..         cl  =  /        z'^fiz^dz. 

J  X  —  5  J  ^ 

ry  r,. 

Hierdurch  erhält  man 

und  zwar  im  ganzen  ;;  solcher  Gleichungen,  von  ^  =  0  bis  i'=7>— 1. 
Man  bezeichne  nun  die  Determinanten  eines  Systems,  welches  aus 

pO       ^1  ^p-2 

v^  — 1  V-^^  —  1  •  •  •  vp  — 1  , 

nach  Weglassung  der  ersten,  zweiten,  etc.  letzten  Horizontalreihe 
entsteht,  mit  den  üblichen  Vorzeichen  versehen,  durch  C^,  C,,  ... 
C^_i,  so  dass 

und  findet  dann  sofort  das  Resultat:  Aus  dem  ersten  Inte- 
grale f(x)  der  Differentialgleichung 

(a)  .  .  .     VW-^T  +X(^)^^  +^(^)H'  =  0, 
ergiebt  sich  das  zweite  Integral 

(84)...   w^,  =  Qn+c.F,+...+c,_,v,  =  ^a/     ^-^, 


''k 


wenn  die  C  die  oben  angegebenen  Constanten  sind. 

Diese  Determinanten  C  lassen  sich  ziemlich  einfach  ausdrücken, 
indem  man  eine  Veränderliche  s,  nach  welcher  von  r,.  bis  r^+i  inte- 
grirt  wird,  durch  Zy  bezeichnet.    Dann  ist 

C"     ^  jZ^yf{Z,y)dZy\ 

macht  man  das  Produkt 

(v..  —  5,)(5j  —  25,)...(5p_t        Äj), 
(5j  —  5j) . . .  (5p_i  —  Sj), 


(5^,_1  — 5p_2) 

gleich  iZp,  weil  in  ihm  z  nicht  mit  dem  untern  Index  0  versehen 
ist,  und  ein  entsprechendes  Produkt,  dem  der  untere  Index  v  fehlt, 
statt  dessen  0  eintritt,  gleich  il^,  so  hat  man 

Heine.  Theorie  der  Kugelfunctioneu.    2.  Aufl.  ^ 
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wo  unter  dem  vorstehenden  p — Ifachen  Integral  sowohl  f(zr)  als 
dzy  fehlen.  Diesen  Werth  setzt  man  in  (84)  ein  und  erhält  mit 
Hülfe  eines  einfachen  Satzes  über  Zerlegung  in  Partialbrüche  die 
zweite  Form  von  W^^  nämlich  das  Resultat:  Setzt  man 

JI  =  (5,— 5j(5,-aJ...(Äp.i— »J, 

(ä,— 5,)...(Äp_i  — Ä,X 


(Sp«I — »p-2), 

SO  wird  eine  zweite  Lösung  der  Differentialgleich,  (a)  aus 
der  ersten  f(x)  durch  das  pfache  Integral  gewonnen 

(84,  a)  .  . .     W,=  /_^o)ri?,W^^^ 

§  131.    Auf  die  Differentialgleichung,  welcher  die  Lami'schen 
Functionen  p'^'  Ordnung  genügen 

würde  man  diese  Theorie  anwenden  können,  wenn  diese  Func- 
tionen für  sämmtliche  Wurzeln  von  xp{x)  =  0  verschwinden,  indem 
dann  ip  die  Rolle  spielte  wie  V',  im  §  101.  Man  kennt  aus  §  121 
die  Form  von  ersten  Lösungen  unserer  Differentialgleichungen, 
indem  &(p^x)  aus  einem  Produkte  besteht,  dessen  einer  Faktor 
eine  ganze  Function  von  x  ist,  dessen  anderer  Faktor  die  Quadrat- 
wurzel aus  einem  Theiler  von  xp.  Heisst  dieser  Theiler  tp^  (be- 
trachtet man  also  die  6,  welche  der  Klasse  angehören,  die  für 
einen  bestimmten  Theiler  t/;,  von  ip  verschwindet.  Im  IV.  Kapitel 
zeigt  sich,  dass  solche  Functionen  wirklich  existiren),  und  setzt  man 

ip  =  ip,ip,,  {S  =  ]^^.yv, 

so  wird  wegen  (75,  o) 

d*W  dW 

wo  jy  eine  ganze  Function  von  x  vom  Grade  p— 1  bezeichnet. 
Diese  Gleichung  hat  die  verlangte  Form  von  (o)  im  §  101  (dort 
ist  \p^  gleich  1  zu  setzen).    Indem  man  von  der  ersten  Lösung 

aasgebt,  erhält  man  also  als  zweite  Lö sang,  als  Lam^'sche  Fonc- 
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I 

tion  zweiter  Art  die  zu  einer  bestimmten  Function  6  gehört, 
(85)  .  .  .     %ip,.)  =  lV.(a:)!z^C  f    ^^A^^ 

wenn  ä^,  wie  oben,  eine  Veränderliche  bedeutet,  nach  welcher  von 
Ty  bis  r,..|  I  integrirt  wird,  und  C^  eine  Constante  vorstellt,  deren 
Ausdruck  ich  nicht  hierher  stelle,  da  er  hier  nicht  von  Bedeutung 
ist,  der  aber  im  vorigen  Paragraphen  vollständig  als  Determinante 
definirt  wurde,  so  dass  die  Function  zweiter  Art  FAbeTsche 
Integrale  nur  erster  und  zweiter,  nicht  dritter  Gattung 
enthält.  Durch  Zusammenziehen  findet  man,  entsprechend  der 
Form  (84,  a),  für  dasselbe  % 

(85,  a)  .  .  .     iv(p,  x) 

=  }'¥(^)f    ^('''^•o)6(p»5j...ec;>,3,_0./i.d5orf-,— ^^^^ 

•    (^-5J(x-5,)...(J•-5^_0r>,(^o)v^(-,)...v^(-/•-l) ' 

§  i:V2.    Man  kann  auch  die  Formel 

dx       _ 

för  7^(Pjx)  ableiten,  welche  (62)  entspricht.  Man  schliesst  aus 
derselben  u.  a.,  dass  die  — (n-{  p — 1)'**  Potenz  von  V^  die 
höchste  in  "Jv  vorkommende  sei,  wenn  G  nach  V^  vom  n^*''' 
Grade  ist,  was  auch  schon  aus  Betrachtung  der  Differentialgleichung 
(§  121,  Nr.  4)  folgte. 

Wendet  man  dieses  auf  (85)  an ,    so  erhält  man ,   indem  man 

durch  VV'iW  ^^^  beiden  Seiton  dividirt,  den  Satz:  Ist  ©(p,  ^) 
eine  solche  Lam^'sche  Function  erster  Art  vom  Grade  4n  nach 
x^  die  mit  W-X^)  zugleich  verschwindet,  wenn  tp.j(x)  einen  Faktor 
von  i//(j-)  des  Grades  fi  bezeichnet,  so  sind  die  Ausdrücke 

Null  fllr  alle  nicht  gebrochenen  und  nicht  negativen  x  von  0  bis 

X  =  p—2  -\ ~-  incl. 

Dies  ist  der  allgemeine  Satz  auf  dessen  Bedeutung  ich  mehr- 
fach bei  den  si)ecielleren  Functionen  hingewiesen  habe.  Man  kann 
sich  seiner  bei  der  Definition  der  Lamß'schen  Functionen  bedienen, 
wie  der  Satz,  dass 

30* 
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'  -i 
für  alle  Werthe  x  =  0, 1,  ...,  «—1  verschwindet,  die  Eogelfunction 

P"  definirte.    In   derselben  Art   wie   ans  dem  vorstehenden  Satz 
folgt,  dass 

f^r{x)I^(x)dx  =  0, 
—1 
wenn  m  und  n  verschieden  sind,  folgt  hier  dass 

Null  ist,  wenn  x  einen  der  Werthe  0,  1,  etc.  bis  p— 1  erhält,  und 

6"*  und  @"  zu  derselben  Klasse  gehören,  d.  h.  wenn  ihre  Quadrate 
mit  \p{x)  denselben  grussten  gemeinschaftlichen  Theiler  besitzen. 

§  133.  Die  Gleichung  (85)  beweist  die  Verbindung  der  La  men- 
schen Functionen  mit  dem  Nenner  und  Reste  eines  Ketteubnichs, 
welche   man   für  p  =  2  aus  §  102  kennt.    Ist  wiederum  ©  gleich 

iVj  ™^1  einer  ganzen  Function,  so  wird  l''^,.    6  eine  ganze  Func- 
tion, welche  identisch  gleich  ist 

0^v%(^)e(p,  5)  -  i'i^(^e(p,  ^)) + SW^(f)  e(p,  x\ 

und  man  hat  aus  (85) 

(86) . . .  i'v;;(^e(p,x).a - r  =  -|^--. 

Hier  ist  gesetzt 


^n  ^  ^VY  i^\{p)^{v.  ^)-  »^v^,(^V)e(p,  gy)    ^ 

y=\)      V  X  —  Zy  >V(^») 


Die  Functionen 


l>,(x)g(p,a:). 


S(^) 


von  denen  die  erste  ganz  und  vom  Grade  i  (« +  /O?  die  zweite  vom 

Grade  —  (pH ^-j  ist   und  sich  auch  in  eine  ähnliche  Form 

bringen  lässt  wie  die,   welche  das  Integral  auf  der  rechten  Seite 
von  (85,  d)  hat,  spielen  die  Rolle  des  Näherungsnenners  resp.  des 

Restes  (JV",  Ä")  vom  Kettenbruche  für  das  ganze  Abel' sehe  Inte- 
gral dritter  Gattung  er,  dessen  Näherungszähler  Z"  ist.   Die  Schlüsse, 
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welche  man  au8  diesen  Formeln  für  die  Bestimmung  des  Verhält- 
nisses der  Gonstanten  C  zieht,  entsprechen  völlig  dem,  was  im  §  102 
über  r,  das  Verhältniss  der  Gonstanten  a  und  ß^  gesagt  wurde. 

§  134.  In  der  1.  Anmerkung  zum  §  90  wurde  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  das  Produkt  E(q)E(ili)E(v)  der  Gleichung  JV  =  0 
genügt,  wenn  diese  in  elliptische  Goordinaten  transformirt  wird. 
Etwas  ähnliches  findet  bei  den  allgemeinen  Functionen  p***""  Ord- 
nung statt. 

Es  genügt  jede  bestimmte  Function  @(p,  x)  nach  (75,  a)  der 
Gleichung 

wenn  &  eine  bestimmte,  im  Folgenden  festzuhaltende,  Function 
(p— 1)*"  Ordnung  ist.  Setzt  man  für  ar  die  p  -f  1  Werthe  Aq?  ^i?  ®tc-7  K 
und  bezeichnet  die  entsprechenden  Abel' sehen  Integrale  u  durch 
M„,  w,,  etc.,  Up,  so  erhält  man  hieraus  eine  Anzahl  von  y-f-l  Glei- 
chungen, denen  6(p,  AJ,  6(p,  A,),  ...,  @(p,  A^,),  also  auch  das 
Produkt  dieser  Functionen  p  genügt.    Man  mache 

dividire  die  Gleichungen  der  Reihe  nach  durch  /"'(^o),  f'C^i)?  •••>  fiK) 

und  addire;  dann  fällt  &  vollständig  fort,  da  X&{X)  von  niedrigerem 

Grade  ist  als  f{l)  und  man  findet,  dass  das  Produkt  der  p-{-l 

Functionen  & 

P  =  ß(P7^o)e(P7^,)...e(/>,^p) 
der  Gleichung  genügt 

Wenn  man  in  p  beliebig  viele  Functionen  (E  durch  §  ersetzt,  so 
erhält  man  dieselbe  Gleich.  (87). 

Würde  man  das  Produkt  nur  von  p  solcher  Functionen  ge- 
bildet haben 

q  =  e(/?,A,),..6(p,A^), 

so  setze  man 

ip(A)  =  (;i-AJ...(i-i^). 
Mit  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  die  höchste  Potenz  von 
X  in  ^(A),  die  p— 1**,  den  Faktor  — n(»4-p— 1)  hat,  wenn  6  vom 
.Iw*'"  Grade  ist,  findet  man 
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Auf  die  Diflerentialgleichung  (87)  gelangt  man  auch  von  einer 
anderen  Seite,  nämlich  indem  man  in  die  Differentialgleichung 

für  diep+l  rechtwinkligen  Coordinaten  1,,  I3, ...,  ?p+i  ebenso  viele 
elliptische  A^,  X^^  ...,  A^  einführt ,  wozu  man  sich  der  Formeln 
des  §  71  bedient. 

Das  WescDlliche  zur  Ausführung  dieser  Transformalion  iinilel  man  in  der 
26.  Vorles.  von  Jacobi*s  Vorles.  über  Dynamik  herausgegeb.  von  Clebsch. 

Man  selzep4"^»  ^^*<^  ^^^^  "»  "^*1  Ay— 1»  —  öy— if  wo  dort  Xy  und  a^  vor- 
kommen.    Nach  Formel  12  bei  Jacobi  wird  dann 

wo   f  dieselbe  Bedeutung  hat   wie   in  (87).     Hierdurch  sind   die  Grössen  L 
auf  S.  306  gegeben,  aus  denen  die  transformirte  Gleichung  gebildet  wird. 
Der  Ausdruck  von  ^^  in  Jl  ist 

t, (^Q—  ay)ßi  —  ^y)'-ßp—^y) 

^''^*      (a^—ay)(a^-'ay)...(ay-l—arXar+l — Oy)...(ap— a^) 

Um  auch  die  analoge  Gleichung  von  (58,  c)  im  §  87  zu  finden, 

setze  man 

und  führe  statt  der  |  die  unabhängigen  Grössen  r,  x^^  x.,  Xp  und 
für  die  letzten  p  ^viederum  A^,  ...  Ip  ein,  wodurch  man  hat 

(b)  X       =  (^i  —  ^r)'"(K'-^y) 

Indem  man  mit  diesen  Coordinaten  die  Rechnung  wiederholt,  wozu 
man  das  Quadrat  des  Bogenelements  bei  p-\'l  Dimensionen, 

in  dieselben  transformirt,  oder  indem  man  von  der  früheren  Formel 
(87)  zur  Grenze  übergeht,  findet  man  die  linke  Seite  von  (a)  durch 
die  neuen  Coordinaten  ausgedrückt.  Hierzu  setzt  man,  wenn  € 
eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet, 

19  i  9       •  •  •       c  Af;  ^      c  cIq  ,       o  O j ,       •  •  •       £  Op , 

für 

A,,        Aj,       •  ,  •       Ap5        Öq,        ö,,       .  ,  .        (fp^ 

und  r^  für  X^.    Dann  verwandelt  sich  (a)  in  die  Gleichung 

1     d^'V       l     f       1        cJ*K 

(87,*)...    -  r7^  -dp- -^  T^\^_,y(}:;)  'diil' ^  ^^ 

wo  q)  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  (87,  a)  und  t>,  welches  dem 
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Hy  für  1^  =  0  entsprechen  würde,  gleich  ist  Ir^^dr^  so  dass  das 
erste  Glied  mit 

ör^        r     dr 
vertauscht  werden  kann. 

Die  Gleich.  (83)  des  §  128  zeigt,  dass  die  Function 

T=(l-  2rco8y. ^  r^""^'  =  [(^^ -cy+(^,-cJ+ ...  +  (fp , , -Cp, O'P 
ftlr  V  gesetzt,  der  Gleich,  (o)  gentigt,  also  für  p  gesetzt  der  Gleich. 
(87),  —  wenn  nämlich  die  c  irgend  welche  Constante  bezeichnen. 
Aus  unseren  Untersuchungen  geht  erstens  hervor,  dass  T,  die 
(1— j^)*^  Potenz  der  Entfernung  des  beweglichen  Punktes  |,,  f„  etc. 
von  einem  festen  im  sog.  Räume  mitp-fl  Dimensionen,  umgesetzt 
in  die  elliptischen  Coordinaten  A^^,  Xj,  etc.,  derselben  Differential- 
gleichung (87)  genügt  wie  das  Produkt  p  von  p+l  Functionen, 
nämlich  irgend  einer  Lamö'schen  Function  von  X^  mit  denselben 
Functionen  von  A,,  etc.,  endlich  von  Xp. 

Entwickelt  man  T  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  r,  so  ist 
mit  der  n'*"  Potenz  von  r,  abgesehen  von  einem  constanten  Faktor, 

?"(/;,  cosT',)  multiplicirt.  Nimmt  man  der  Kürze  halber  den  festen 
Punkt  mit  den  Coordinaten  c  in  der  Entfernung  1  vom  Anfangs- 
punkte, so  wird 

Führt  man  f&r  die  x  die  p  Coordinaten  l^^  ...  Xp  durch  die  Gleich. 
(6)  ein,  so  gentigt  T,  für  V  gesetzt,  der  Gleich.  (87,  6),  daher 
F"(/>,  cosy,),  für  q  gesetzt,  der  Gleich.  (87,  a),  und  man  hat  zwei- 
tiöns:  Die  Kugelfunction  p'*'  Ordnung  P*'(p,cosy,),  worin 

cosy,  =  c,  ar, -}- Cj  a;,  H \-Cm+iXn+i^ 

die  in  Kugelcoordinaten  p-\-V^'  Dimension  ö,  öj,  etc.  der  Gleich. 
(83,  6)  genügt  und  durch  eine  Summe  von  Produkten  aus  je  p  ver- 
schiedenen Gliedern  dargestellt  wird  (Anmerk.  zu  §  126)  —  genügt 
in  elliptischen  Coordinaten  p+V"  Dimension  Aj,  A,,  ...  Xp  (Gleich. 
(6)  S.  470)  derselben  Gleichung  (87,  a)  wie  das  Produkt 

q  =  e(p,i.).e(p,i,)...e(p,U 

wenn  &  in  allen  p  Faktoren  dieselbe  Function  bezeichnet. 

Bei  der  Auflösung  gewisser  physikalischer  Probleme,  die  sich 
auf  die  Anziehung  von  Massen  beziehen,  welche  nach  dem  New- 
ton'schen  Gesetze  aufeinander  wirken,  ist  es  erforderlich,  die  Ent- 


472  ni.  Thcil.     Viertos  KaiHtcl.  §  1.S5,  f^. 

Wickelung  der  reciproken  Entfernung  zweier  Punkte  nach  Kugel- 
functionen  und  Lame 'scheu  Functionen  vornehmen  zu  kunnen. 
Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Formeln  wird  man  übersehen,  wie 
sich  die  Lösungen,  welche  wir  auffinden,  gestalten,  wenn  die 
Massenwirkung  nach  einer  beliebigen  Potenz  der  Entfernung  er- 
folgt. Ein  Punkt,  der  hierbei  noch  in  Frage  kommt,  die  Frage 
nach  der  Anzalil  jener  Produkte  q,  wird  im  folgenden  Kapitel  seine 
Erledigung  finden. 


Viertes  Kapitel. 

Ueber  die  Existenz  und  Anzahl  der  Lam^'scheu 
•  Functionen  hölicrer  Ordnung. 

§  135.  Im  Folgenden  wird  nachgewiesen,  dass,  für  ein  ge- 
gebenes i//(ir)  vom  Grade  p  -}-l,  genau  die  unter  (83,  d)  S.  462  vor- 
kommende Anzahl 

(/i-fl)(n  +  2)...(/i  +  />--2) 

r2 .  ::(7=i)       ^  "^^  ~^ 

von  verschiedenen  Functionen  0^(x)  gefunden  werden  kann,  von 
der  Beschaflfenheit,  dass  die  Lösungen  von  (75) 

Lam6'sche  Functionen  /?***'  Ordnung  vom  w'**"  Grade  sind.  Die 
Lösungen  für  verschiedene  0  sind  offenbar  verschieden,  so  dass 
man  ebenso  viele  Functionen  jeder  Art  erhält,  als  &  vorhanden  sind. 
Zunächst  fragen  wir,  welche  Bedingungen  ganze  Functionen 
x{x)  und  d-(x)  erfüllen  müssen,  wenn  die  Differentialgleichung 

d^W  dW 

eine  Lösung  besitzen  soll,  welche  eine  ganze  Function  w*^"  Grades 
nach  X  ist,  setzen  aber  fest,  dass  ifj  vom  Grade  p-\-l^  x  ^^^  ^ 
höchstens  vom  Grade  p  resp.  p  — 1  seien.  Dies  tritt  immer  ein, 
wenn  es  sich,  wie  bei  den  Lam6*schen  Functionen,  um  eine  Diffe- 
rentialgleichung handelt,  deren  allgemeines  Integral  keine  höhere 
Trauscendante  enthält,  als  eine  rationale  Function  von  Integralen 
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algebraischer  Functionen,  und  die  für  o?  =  oc  eine  bestimmte  Ord- 
nung besitzt. 

Wir  sagen  von  einer  Function  W^  sie  sei  für  den  endlichen 
Werth  x  =  a  von  der  Ordnung  o,  wenn  (x  —  ay-^'^W  und 
(x — o)""^!!^,  wie  klein  auch  e  genommen  wird,  für  x  =^  a  resp.  0 
und  oo  wird;  wir  ertheilen  ihr  im  Unendlichen  die  Ordnung  o, 
wenn  x'^-^W  und  x-'^+^W  für  a;  =  oo  resp.  0  und  oc  wrd,  so 
dass  z.  B.  logj?  eine  bestimmte  Ordnung,  nämlich  Null,  hat. 

Sind  y  und  s  zwei  partikuläre  Lösungen  von  (88),  so  ist 
nämlich 

log(y5'-5i^')  =  -f-^dx. 

Wäre  X  nicht  vom  niedrigeren  Grade  als  i//,  so  würde  ys'— sj/'für 
x  =  oo  wie  eine  Exponentialgrösse  0  oder  cx),  hätte  also  keine 
Ordnung. 

Soll  die  Lösung  für  jedes  x,   welches  xfi(x)  zu  Null  macht, 

eine  Ordnung  haben,  so  kann  yVy  gehörig  gehoben,  im  Nenner 

nur  ungleiche  Faktoren  besitzen,  was  aus  derselben  Gleichung  zwi- 
schen zwei  partikulären  Lösungen  folgt,  welche  wir  oben  benutzten. 
Der  folgende  Satz  erledigt  die  am  Eingänge  gestellte  Frage: 
Sind  die  beiden  ganzen  Functionen  ip(x)  und  %(a:)  ge- 
geben, erstere  vom  Grade  p  +  l,  letztere  vom  Grade  j^,  so 

wird  genau  für  ^^ —      i  o'     /       i\ ^verschiedene  Func- 

tionen  ^(x\  je  ein  partikulares  Integral  von  (88)  eine  ganze 
Function  y**""  Grades  nach  x. 

Für  ;>  =  1  ist  unter  der  oben  angegebenen  Zahl,  die  allgemein 
durch  («,  p)  bezeichnet  werden  mag,  1  zu  verstehen.  Es  ist  hierbei 
vorausgesetzt,  dass  die  CoefGcienten  in  rp  und  x  unabhängige 
Grössen  sind;  ich  nenne  hier  die  Grössen  a,  6,  etc.  unabhängig 
von  einander,  wenn  zwischen  ihnen  keine  algebraische  Gleichung 
mit  ganzzahligen  Coefficienten  besteht.  Es  mag  hier  sogleich  ein- 
geschaltet werden,  dass  von  Grössen  a,  6,  etc.,  die  durch  eine  oder 
mehrere  solcher  algebraischen  Gleichungen  verbunden,  die  also 
abhängig  sind,  gesagt  werden  soll  „sie  seien  noch  weiter  specia- 
lisirt^,  wenn  ausser  den  schon  bestehenden  Gleichungen  noch  eine 
oder  mehrere  solcher  Gleichungen,  die  natürlich  den  ersten  nicht 
widersprechen  dürfen,  zwischen  ihnen  gesetzt  werden. 
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Die  so  eben  erwähnte  Yoraussetzang  für  das  Bestehen  des 
Satzes  verlangt  mehr  als  erforderlich  ist;  man  sagt  mit  demselben 
Rechte,  eine  ganze  Function  n*^"  Grades  von  x  mit  unabhängigen 
Coefficienten  verschwinde  für  n  verschiedene  Werthe  von  a?,  wäh- 
rend doch  hierzu  schon  genügen  würde,  dass  die  Coefficienten  nur 
nicht  einer  bestimmten  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coefficienten 
genügen,  nämlich  der  bekannten,  welche  gleiche  Wurzeln  anzeigt. 
Auch  für  das  Bestehen  unseres  Satzes  reicht  hin,  dass  die  Coeffi- 
cienten gewisse  algebraische  Gleichungen  in  endlicher  Anzahl  mit 
ganzen  Coefficienten  nicht  erfüllen,  Gleichungen,  die  in  jedem  Falle, 
nur  nicht  in  übersichtlicher  Form,  wirklich  gebildet  werden  können. 

§  136.  Um  den  Beweis  des  Satzes  zu  führen,  setze  man  in 
(88)  für  W  und  &  ganze  Functionen  des  Grades  resp.  n  und  p — 1 
ein,  nämlich 

^  =  ^*'  +  !7i«^-'  +  ^,^*'"'  +  -, 

Es  ist  ersichtlich,  dass  die  erforderliche  und  hinreichende  Bedin- 
gung dafür,  dass  W  der  Gleichung  (88)  gentigt,  darin  besteht,  dass 
gewisse  v-\p  Gleichungen  erfüllt  werden,  die  linear  sowohl  nach 
den  g  als  nach  den  k  und  den  Coefficienten  von  \p  und  %  sind. 
Um  den  Charakter  derselben  zu  zeigen,  ohne  doch  mit  allzu  weit- 
läufigen Formeln  zu  operiren,  stelle  ich  sie  für  den  Fall  p  =  3  auf. 
Es  seien  die  gegebenen  Functionen 

xp{x)  =  a;(c,a?*+  c,  x'^+c^x  -f  c,), 

X{x)=      b,x'+b,x'^b,x  +  b, 
und  die  gesuchten 

^(«)  =  i/o  ^'^  +  9x  ^""^  +  ^3«""^  +  -  +  ^«, 
^{x)^k,x'+k,x^k,. 

Damit  W  der  Differentialgl.  (88)  genüge,  müssen  die  Coefficienten 

g  und  k  dem  System  von  Gleichungen  genügen: 

0=^,[Äo+(n-l)6o+(^*-lX'*-2)cJ+i/o[*i  +  w*i+<«-lXL 
0=^9,[K  +(«-2)6,+(n-2X«-3)cJ+(/,[Ä,+(n-l)6.  +(n-lX«-2)rJ 

+9AK  +wft,+<«— 1)^,], 

0=^3[*o+('*-3)fto  +  ('»-3Xn-4)rJ+(7,[Ä,+(n-2)6.+(«-2Xii-3)c,] 

0=9,[K+(fi-i)K + (n-4X«-5)cJ+(/,[*.  +  (n-3)6,  +(ii-3Xn-4)c,  ] 
+^.[A.+(''-2)6,+(n-2)(n-3)cJ+(/,[(n-l)6,+(ii-l)(«-2)c,] 
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Auf  diese  Art  werden  die  Gleichungen  fortgebildet,   so  dass  die 
nächste  die  Beziehung  zwischen  den  vier  g  mit  den  Indices  5,  4,  3, 
2  giebt.    Den  Schlug»  bilden  die  Gleichungen 
0  OnAK  »1.6uJ+5'-^lÄ|-»*^*,+2.1c,J+^,.3|&,  i86,  i3.2.c,|f(7,.4[463  4  4.3cj, 
^-9n[K\  -vgn.^\k,^\,b,\  +</«-2L^-,+26,  f2.1.c/| » (/„.3I363  \ 3.2c,], 

0  gn{k,  J  -i  On-A  K + 1 A.  J        +fl'«-3l  263  »2.103 1, 

Aus  der  ersten  von  ihnen  bestimmt  sich  /r^  vollständig  durch 
die  gegebenen  Coefficienten  6^,  und  c^  von  \p  und  x;  tU©  folgenden 
n  Gleichungen  geben  sämmtliche  g  ausgedrückt  durch  dieselben 
bekannten  Coefficienten  b  und  c  und  die  p—l  (im  Beispiele  zwei) 
Unbekannten  i,,  &,,  etc.  Die  Werthe  der  g^  aus  der  zweiten  biß 
»4-1'^"  Gleichung  in  die  letzten  p  — 1  substituirt,  geben  dann  p  — 1 
Gleichungen  höheren  Grades  zwischen  den  Unbekannten  /c^,  &,,  etc., 
/r^.i  und  den  bekannten  Coefficienten  von  xp  und  x^  die  nur  rational 
in  diesen  Gleichungen  auftreten.  Sind  die  k  einmal  aus  diesen 
p — 1  Gleichungen  bestimmt,  so  giebt  die  Substitution  der  gefun- 
denen Werthe  in  die  zweite  bis  7i-\-V  alle  g.  Heissen  zwei  Systeme 
von  zusammengehörigen  &,  heissen  also  die  Systeme  &n  ^3, ...,  kp^i 
und  A',,  Ä'„  ...,  k'p-i  verschieden,  wenn  nur  nicht  jedes  *  gleich 
dem  U  mit  demselben  untern  Index  ist,  so  sieht  man  aus  der 
Form  der  zweiten  bis  w-f-l**""  Gleichung  mit  völliger  Gewissheit 
ein,  dass  jedem  Systeme  der  k  ein  System  der  9,  verschiedenen 
Systemen  der  k  verschiedene  Systeme  der  g  entsprechen.  Man 
erhält  also  so  viel  verschiedene  Gleichungen  (88)  und  daher  so 
viel  verschiedene  ganze  Functionen  }V  vom  n*®"  Grade, 
als  es  verschiedene  Systeme  von  k  giebt. 

Zunächst  zeigt  sich,  dass  der  Grad  der  Eliminations- 
gleichung höchstens  (»,;?)  ist,  dass  also  nicht  mehr  als 
(jhP)  verschiedene  Systeme  der  k  existiren  können.  Wirft 
man  einen  Blick  auf  die  n-f-p  Gleichungen,  die  man,  mit  Aus- 
nahme der  ersten  für  A^,  ftlr  den  speciellen  Fall  />  =  3  oben  findet, 
so  wird  man  die  Wahrheit  dieser  Behauptung  vielleicht  nicht  so- 
gleich erkennen,  und  den  Grad  der  Eliminationsgleichung  f&r  höher 
halten;  setzt  man  aber  statt  &,,  &,,  etc.  ftlr  den  Augenblick 
x\^  x\^  etc.,  wo  die  untern  Zahlen  Indices,  die  obern  Potenzexpo- 
nenten vorstellen,  und  der  Symmetrie  halber  x^  ftlr  &j,  so  bemerkt 
man  sofort,  dass  ^j,  9,,  . . .,  gn  ganze  Functionen  der  x  resp.  vom 
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Grade  1,  2,  ...,  n  «iiul,  so  class  nach  der  Substitution  die  p — 1 
letzten  61eicbung:en  nach  den  x  vom  Grade  w  +  1,  w+2, ...,  n-{-p-\-l 
werden,  ihre  Eliniinationngleichung  also  höchstens  auf  den  Grad 
(w  +  1)(m  +  2)...(/*  j-/;  +  l)  steigt.  Berücksichtigt  man,  dass  jedem 
Werthe  von  ä,,  ft,,  A-j,  etc.  rosj).  einer  von  x^^  zwei  von  j:^,  drei 
von  x^j  etc.  entsprechen,  so  ist  die  obige  Behauptung  erwiesen. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Eliminationsglei- 
chung nicht  identisch  verschwindet,  wird  sie  wirklich 
jenen  Grad  erreichen,  und  (w, p)  verschiedene  Systeme 
der  k  geben.  Denn  es  existiren,  wie  ich  unten  zeige,  selbst  dann 
noch  (w,  ;>)  verschiedene  Systeme,  wenn  die  Coefficienten  von  tp 
und  X  iii  gewisser  Art  specialisirt  werden.  Dass  aber  jene  Elimina- 
tionsresultante nicht  identisch  verschwindet,  geht  aus  folgender  Be- 
trachtung hervor,  welche  ich  einer  brieflichen  Mittheilung  meines 
Freundes  Kronecker  entnehme.  Wenn  in  der  erwähnten  Final- 
gleichung, welche  die  Functionen  &(x)  und  W(x)  bestimmen  soll, 
sämmtliche  Coefficienten  verschwinden,  so  bleibt,  vne  die  allge- 
meinen Principien  der  Elimination  ergeben,  mindestens  eine  der 
Wurzeln  von  W(x)  =  0  unbestimmt.  Legt  man  dieser  Wurzel 
nach  einander  alle  Werthe  bei,  für  welche  ip(x')  verschwindet,  so 
erhält  man  hierdurch  besondere  Bedingungen  für  die  Function  xC^)? 
welchen  diese  aber  selbst  nach  den  unten  vorkommenden  Speciali- 
sirungen  nicht  genügt.  Hr.  Kronecker  fügte  in  der  bezüglichen 
Mittheilung  hinzu,  dass  diese  Bedingungen  in  der  That  erfüllt  sind 
und  eine  der  Wurzeln  von  W(x)  =  0  unbestimmt  bleibt,  wenn  xp 
und  X  so  beschaffen  sind,  dass  für  gewisse  Functionen  &(x)  beide 
Integi-ale  der  Gleichung  (SH)  ganze  Functionen  von  x  werden*). 


*)  Im  Monatäbcricht  der  Berliner  Akademie  vom  Januar  1864  fügte  Herr 
Kronecker  meiner  Mittheilung  noch  Folgendes  hinzu:  Führt  man  die  n  Wurzeln 
der  Gleichung  W{x)  =^  0  alä  Unbekannte  ein,  zu  deren  Bestimmung  aUo  die  n  Glei- 
chungen : 

1/;  (:r^) .  W"  (t^  +  X  i^k^ .  ir'  (jr^)  =  0     für     A  ^  1 ,  2,  . .  .  n 

dienen,  wenn  darin  die  Coeflicienten  von  \V\  W"  durch  die  symmetrischen  Func- 
tionen von  xj,  x^t  ...  ersetzt  werden,  so  ersieht  man  unmittelbar,  dass  eine  der 
Grössen  x  beliebig  bleibt,  wenn  die  Eliniinationsgleichung  verschwindet.  Durch  eine 
einfache  Umformung  dieses  Gleichungssystems  lässt  sich  aber  auch  der  Grad  der 
Finalgleichung  ermitteln  und  zugleich  nachweisen,  dass  gewisse  Coefticienten  der- 
selben von  Null  verschieden  sind,  so  lange  über  die  Functionen  i//  und  x  nicht  be- 
sondere Bestimmungen  getroÖcu  werden. 
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• 

Um  über  die  Anzahl  der  Systeme  bei  specialisirten  ip  und  x 
zu  handeln,  setze  ich  solche  Gleichungen  zwischen  den  Coef- 
ficienten,  dass  ip  einen  seiner  linearen  Factoren  x — a  zweimal, 
X  ihn  einmal  enthält.  Dann  haben  alle  W,  welche  (88)  genttgen, 
die  Formen: 

f/(;i);  (:r-a)  1/(11-1);  ...;  (x-ayU(0), 
wenn  die  1/ wie  im  §  123  ganze,  nicht  durch  x — a  theilbare  Func- 
tionen von  X  vorstellen,  deren  Grad  eingeklammert  zur  Rechten 
neben  dem  Buchstiiben  U  steht.  Durch  Substitution  dieser  Formen 
in  (88)  ergiebt  sich  fllr  jedes  V  eine  Gleichung  wie  (88),  in  der 
statt  fp  und  x  ^viederum  ganze  Functionen  mit  unabhängigen  Coef- 
ficienten  auftreten,  die  aber  nicht  mehr  auf  den  Grad  p-\'l  und 
p,  sondern  p  und  p — 1  steigen.  Nimmt  man  nun  an,  der  zu  be- 
weisende allgemeine  Satz  sei  bewiesen,  wenn  xp  ein  Produkt  von 
p  linearen  Faktoren  ist  —  und  fllr  ein  Produkt  aus  zwei  Faktoren 
ist  er  sehr  leicht  zu  erweisen  —  so  hat  man  demnach  fllr  den 
Fall,  dass  rff  aus  p-f-1  Faktoren  besteht  von  denen  zwei  gleich 
sind,  im  ganzen 

(/i,p-l)  +  (//~l,p-l)  +  (n-2,p-l)f...  +  (0,;>-l), 
d.  h.,  nach  Ausfllhrung  der  Summation,  (w,  p)  verschiedene  IF,  also 
(w,  p)  verschiedene  x>  und  eben  so  viele  verschiedene  Systeme  der  k. 

§  137,  Der  Satz,  der  hierdurch  bewiesen  ist,  dient  dazu,  die 
Existenz  der  Lame' sehen  Functionen  p^^'  Ordnung  (erster  Art, 
woraus  die  zweiter  Art  von  selbst  folgt)  die  zu  einer  ganzen  Zahl  n 
gehören,  nachzuweisen  und  ihre  Anzahl  zu  bestimmen.  Es  mag  im 
Folgenden  der  Fall  p  =1  ausgeschlossen  werden,  weil  in  demselben 
eine  Modifikation  im  Beweisgange  erforderlich  ist;  er  bietet  übrigens 
durchaus  keine  Schwierigkeiten  dar,  sondern  fllhrt  sogleich  auf  end- 
liche hypergeometrische  Reihen. 

Jene  Functionen  sind  Integrale  von  (88),  wenn  ip  wiederum 
vom  p  +1***"  Grade  ist,  x  aber  nicht  allgemein  bleibt,  sondern  gleich 
4V;'(a;)  gesetzt  >vird.  Sie  sind  feiner  nicht  ganze  Functionen  von 
oj,  sondern  ganze  Functionen  n*^"  Grades  von  A^^  A^^  ...,  Ap  (M. 
vergl.  S.  445). 

Ist  zunächst  n  gerade,  und  zwar  n  =  2v  gesetzt,  so  kann  man 
(§  121,  No.  1)  jede  in  die  Form  bringen 

(a)...     4'A"...4'"'F(r~;;0, 
wenn  A\  A",  etc.  je  2m  verschiedene  von  den  A  vorstellen,  F(i'  — m) 
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eine  ganze  Function  v  —  m*^"  Grades  von  x  ist,  und  m  ganze  Zahlen 

zwischen   0    und   ^^4—   vorstellt.     Alle  Functionen  in  der  Form 

(o)  die,  für  W  gesetzt,  (88)  genügen  und  nur  solche  sind  die  zu 
n=2v  gehörenden  Lame' sehen  Functionen  /?**'''  Ordnung. 

Durch  Einsetzen  der  Form  (a)  statt  W  in  (88)  findet  man  für 
jedes  V  eine  Differentialgleichung  von  derselben  Art  wie  (88),  in 
der  tp  dieselbe  Bedeutung  behält  wie  dort,   in   der  aber  für»  x(^) 

zu  nehmen  ist,  wenn  t/^(^)  der  Reihe  nach  alle  Faktoren  von  fp(x) 
vorstellt,  ip(x)  in  tpi(x)xf;^(x)  aufgelöst  wird,  und  i//  und  \p\  die 
DifFerentialquotienten  von  xp  und  xfß^  sind.  Die  Anzahl  der  Werthe 
von  F,  die  einer  dieser  Gleichungen  dadurch  angehören,  dass  man 
tp  und  xff^  in  derselben  festhält  und  die  gehörigen  ^  wählt,  ist 
nach  unserem  Satze  bekannt,  nämlich  (v — m,  p)  wenn  tpi  aus  2m 
Factoren  A^  besteht.  Hält  man  m  fest,  und  wählt  alle  möglichen 
i//j,  so  erhält  man  also 

verschiedene  Functionen  W.  Indem  man  m  alle  ganzen  Werthe 
von  0  bis  — A—  giebt,   erhält  man  die  Anzahl  aller  W  gleich  der 

Summe  von  Gliedern  (c)  von  w  =  0  bis  vi  =  ^-^— .   Diese  Summe 

lässt  sich  ausführen  und  giebt  die  gesuchte  Anzahl  der  Lame'- 
sehen  Functionen  gleich  (w,  p)  +  (n — 1,  p). 

Streng  genommen  konnte  hier  der  Satz  über  die  Anzahl  der 
ganzen  Functionen,  welche  einer  Differentialgleichung  genügen,  nicht 
ohne  Weiteres  angewandt  werden,  da  ip  und  x  nicht  unabhängige  Coef- 
ficienten  enthalten,  sondern  solche,  die  linear  von  den  Coefficienten 
von  V;,  und  tp^  abhängen.  Die  Methode,  durch  welche  der  Beweis 
jenes  Satzes  geführt  wurde,  bleibt  aber  noch  vollkommen  anwendbar. 
Es  beruht  dies  auf  dem  Umstände,  dass  der  obige  Beweis  von  p 
auf  p+l  noch  immer  bindend  ist;  man  sieht  nämlich  sofort  ein, 
dass  wenn  o  Wurzeln  in  tp(x')  gleich  a,  von  selbst  genau  a — 1 
Wurzeln  in  dem  Ausdruck 

gleich  a  werden. 
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Wäre  n  ungerade  gewesen,  so  hätte  man  dasselbe  Resultat  f&r 
die  Anzahl  der  La  manschen  Functionen  erhalten. 

Schliesslich  soll  noch  darauf  hingewiesen  werden,  dass  es  zwar 
nicht  ohne  Interesse  sein  mag,  wenn  hier  ausser  dem  Beweise  ftlr  die 
Existenz  der  Lam6' sehen  Functionen  auch  ihre  Anzahl  gefunden 
ist;  fllr  die  Theorie  dieser  Functionen  hat  es  aber  eine  grosse  Be- 
deutung, dass  grade  die  oben  angegebene  im  §  128  unter  (83,  d) 
aufgeführte  Zahl  sich  hier  herausstellt.  Berücksichtigt  man  die 
Bedeutung  die  sie  dort  hat,  so  erhält  man  den  Satz:  Die  Anzahl 
der  Lam^'schen  Functionen  p'"  Ordnung  (erster  Art), 
welche  zu  n  gehören,  ist  genau  so  gross  wie  die  Anzahl 
der  willkürlichen  Constanten  in  der  allgemeinsten  homo- 
genen  Function  n"*"  Grades  W  von  Grössen  |,,  f„  ...,  |p+ij 
welche  der  Differentialgleichung 

genügt. 

Diese  allgemeinste  Function  Hess  sich  in  die  Form  bringen 

r»A-,    (r'  =  5J  +  |J+...  +  |;^0, 
worin  Jf  in  Kugelcoordinaten,  die  sich  auf  p+1  Dimensionen  be- 
ziehen,  durch  (83,  c)  ausgedrückt  wird.    Aus   dem  obigen  Satze 

folgt,  dass  dieselbe  Function  X"  in  elliptischen  Coordinaten,  welche 
zu  derselben  Dimension  gehören,  durch  die  Gleichung 

ausgedrückt  wird,  in  welcher  die  c  willkürliche  Constante  be- 
zeichnen, und  die  Summation  sich  auf  (n^p)-\-(n—l^p)  Werthe 
von  r  bezieht. 
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Znsatz  zur  Seite  417. 

Die  Umwandeluug  der  allgemeinen  quadratischen  Form  F 
auf  S.  415  in  die  Form  (69)  mit  2n-f  1  Gliedern  kann  man  immer 
durch  eine  orthogonale  Substitution  vornehmen,  deren  Co- 
efficienten  sich  für  jedes  n  angeben  lassen;  ihre  Berechnung  aus 
den  a  erfordert  keine  höhere  Operation  als  das  Ausziehen  von 
Quadratwurzeln.    Dies  zeigt  der 

Satz.  In  die  Form  V  auf  S.  415  kann  man  statt  x^j  a?j,  ...  x^ 
durch  eine  orthogonale  Substitution  Veränderliche  ir,,  ir,, ...  «?„-!, 
r«,  so  einftlhren,  dass  das  Aggregat  der  mit  2x^  multiplicirten 
Glieder, 

sich  in  f«Va*o  +  ^Jo-l h^ä)  verwandelt. 

Nach  diesem  Satze  geht  nämlich  V  auf  S.  415  in 

über,  wenn  F,  eine  quadratische  Form  mit  nur  n  Veränderlichen 
IT,,  tt?2,  ...  tt?n_i,  Vn  bezeichnet.  Wendet  man  das  gleiche  Verfahren 
wiederholt  an,  so  reducirt  sich  F,  auf  einen  Ausdruck 

vJ  +  2r„w„_i+F„ 
wo  ««-1  eine  neue  Veränderliche  und  F,  eine  quadratische  Form 
von  dieser  und  n  —  2  anderen  Veränderlichen  vorstellt    So  fahrt 
man  fort ;  die  Umformung  ist  vollendet,  wenn  man  bei  einem  Aus- 
druck Vn  anlangt. 

Zum  Beweise  des  Satzes  setze  man  zur  Abkürzung 

Man  fllhrt  dann  zwei  neue  Veränderliche  v  und  to  durch  die  ortho- 
gonale Substitution  ein 


aus  der  man  erhält 
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^1  «a 

a',=-r  »,+  -'■■«',, 

Dadurch  verwandelt  sich  A  in  einen  Ausdruck,  wiederum  von  der 
ursprünglichen  Form  aber  mit  einer  geringeren  Zahl  von  Veränder- 
lichen (mit  nur  n — 1),  nämlich  in  i4  =  r^v^+a^x^-^^^  +  OnXn.  Eine 
n—1  fache  Wiederholung  desselben  Verfahrens  reducirt  offenbar  il 
auf  ein  Glied  rnVn^  wie  im  Satze  behauptet  wurde. 

Ich  füge  noch  die  Rechnung  und  die  fertigen  Resultate  für  die 
zweite  und  dritte  Transformation  hinzu: 

Für  die  zweite  Transformation  setzt  man 

und  erhält 

,•'•  "  r,  ""^      r,  "'^^       X]  +x\+xl  =  irj  +  K  +  xl 

Die  anzuwendende  orthogonale  Substitution  ist  also 

a„  a.  «3  o,  \ 

X.  = ^ir, ^-^fr,+  — '-fjj,  ^ 

»t  '3*3  3 

^3=  --«^a-f--^©,, 

'3  '3 

und  giebt  A  =  r^v^-\-a^x^-\-""\-anX^. 

Für  die  dritte  Transformation  set^t  man 

löst  diese  linearen  Gleichungen  nach  x^  und  f,  auf,  substituirt  den 
letzteren  Werth  in  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  für  a;,,  a?,,  x^ 
und  erhält  schliesslich 

Heine,  Theorie  der  Kugelfunctionen-    i.  Aii4-  31 
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V  't'3  '»'4  '4 

'j  '  3'  4  '4 

'■j  I       ^4 

Während  der  Drucklegung  dieseH  Zusatzes  erhalte  ich  yon 
Herrn  Kronecker  seine  Abhandlung  über  Sturm 'sehe  Functionen, 
welche  im  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  d.  W.  erscheint. 
Auf  S.  105  u.  f.  wird  dort,  ebenso  wie  hier,  die  Aufgabe  gelöst 
„eine  beliebige  quadratische  Form  mittels  einer  orthogonalen  Sub- 
stitution in  eine  Jacobi'sche  Form  zu  transformiren*^ 


V  e  r  b  e  8  8  e  r  u  11  g  e  n. 


Seite  132  Furmcl  (10)  statt  n~  \   1.  m.  n-f  1. 
„     'J31  ütAtt  der  Formel  auf  Zeile  5  v.  u.  1.  m. 


*^  //(fl+ I')//(W  —  !•) 

347  statt  cos  Vif  1.  ni.  in  den  beiden  letzten  Formeln  de»  2.  Kapitels  P*"  (cos  ff). 


Seite     36   statt  </</>  auf  der  linken  Seite  von  (ß)  I.  m.  r/i}. 
,,       80  Zeile  19—20  v.  o.  statt  daher  ist  der  Modulus  der  Summe  1.  m.  Ferner  ist 

die  Summe  der  Moduln. 
,,       80  Zeile  23  v.  o.  fehlt  ein  Komma  hinter  Moduln. 
,,     lOB  soll  Zeile  16  v.  o.  erbt  nach  Gleich,  (ö)  gelesen  werden. 
,,      HO  Fonnel  5)  statt  a-{'ß-{-y  1.  m.  a~^ß-    y. 
„     148  Zeile  S  v.  o.  statt  {r  in  der  P^ormel  für  Q  1.  m.  q—^. 
,,     140  Zeile  0  V.  o.  statt  (1  -x'^d-y  1.  ni.  {X  —  x-y-d'-y,  und  statt  w»  1.  m.  y'. 
„     l.'»2  in  der  letzten  Formel  des  §  31  statt  — o6T(T--f  |)  1.  m    — 56(t'+!). 
„      ir)3  Zeile   10  v.  u.  statt  (n+1)  1.  m.  (2n  +  l). 

,,     lö4  Zeile  4  v.  o.  statt 

..     171  letzte  Zeile  des  §  30  statt  Xn  und  ti  1.  m.  — \n  und  —  ti. 

177     Zeile   15  v.  o.  in  den  oberen  Grenzen  statt  \  1.  m.  ^\, 
,,     200  Zeile  7  u.  8  v.  o.  statt  ^  und  v  1.  m.  w  und  n. 
y^     202  Zeile  4  v.  o.  ist  das  Komma  fortzulassen. 
,,     220  Zeile   13  v.  o.  statt  ^    M.  m.  ^2. 
,,     22,')  Zeil«!   10  und  7  v.  u.,    ferner  in  Gleich,  (c)  auf  S.  22G  erhält  Bitivtf  das 

entgegengesetzte  Vorzeichen. 
.,     'J3I   Zeile   12  v.  o.  ist  cost'.7  fortzulassen  und  statt  ^  zu  setzen  +cosi':r. 
,,     231   Zeile  6  v.  u.  statt  i/'o  <  i/»  -..  i/»  I.  m.  i/'o  <<  1//  *<  7t, 
,.     240  Zeile  3  v.  o.  statt  j  1.  m.  nj. 


2n      1 

2n  —  l 

1.  m. 

-^  ■      

0 

2 
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Seite  241  Zeile  2  t.  o.  stett  (44,  e)  I.  m.  (44,/)  und  streiche  n. 

245  Zeile  4  t.  u.  statt  S.  224  1.  m.  8.  244. 

272  Zeile  15  t.  o\  sUtt  x®  1.  m.  Xo* 

288  Zeile  12  t.  o.  statt  n— l-^^^j  1.  m.  n— l+^^^g. 

292  Zeile  1  t.  u.  statt  a  I.  m.  c. 

293  ersetze  man  die  Formel  auf  Zeile  2  v.  o.  durch 


»» 


>♦ 


y      *        0  j      * 


293  Zeile  7  t.  o.  statt  1 :  o^  1.  m.  c,aio:Cy^j. 

301  Zeile  16  v.  o.,  Zeile  14  u.  9  v.  u.  statt   JIT  1.  m.   das  erste  Mal  St,  die 
beiden  anderen  Male  S^i. 

307  Zeile  7  v.  o.  schalte  man  hinter  „obigen  Werth*'  ein:   innerhalb  der  Engel, 

bis  in  die  Begrenzung,  ausserhalb  aber  Null. 

308  Zeile  12  v.  u.  statt  g,  SW,  IR  1.  m.  fi',  m\  Ä'. 

/       1.  m.  /     ,  und  statt  dy  1.  m.  d«f . 

0  0  0 

313  Zeile  12  v.  o.  statt  4**^  1.  m.  ^ai"\ 
320  Zeile  4  v.  o.  streiche  man  dtj  im  Nenner. 

443  Zeile  1  v.  u.,  in   der  untern  Grenze,  statt  0  1.  m.  y,  und  in  Formel  (74) 
statt  d\p,  1.  m.  dipif. 


9 


•   ••  • 


To  avoid  Bne,  this  book  should  be  returned  on 
or  before  the  date  last  stamped  below 


MAR  1 7  1967 
APR  2     1968 


.    f  r 


• ''  5  -  1984 

f/A/  o;n992 


DEC"f  6  ?ra 


''«»'MricMMntiicff 


3  blOS  002  055  MAb 


(9A 

H55 
v.l 


DATE  DUE 

STANFORD  UNIVERSITY  LIBRARIES 
STANFORD,  CALIFORNIA     94305 


9 

y 

1 

i 

■ 

1 

i 

( 

'•1 

